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LgGM Olympiade — Klasse 11/12

Martin, Oskar, Mira

Erlaubte Hilfsmittel: Papier, Schreibzeug, Zirkel und Lineal. Jede Aufgabe ist auf einem gesonderten
Blatt zu bearbeiten.

Aufgabe 1 (Potenziell problematisch)

Wir definieren auf N die Operation der "Potenzierung” rekursiv iiber die folgenden Festlegungen
(Konvention: Potenzierung wird noch vor Punktrechnung angewandt):

n’:=1 (1)

n™ =n"-n (2)

a) Beweise, dass diese Operation nicht kommutativ ist, d.h. zeige n" # m' fiir geeignet gewéhlte
m,n € N. (1 Punkt)

b) Beweise fiir alle k,m,n € N, dass gilt:
(k)" = ke
(3 Punkte)
c) Wir definieren weiterhin fiir n,m € N die Relation |, iiber
nlym:<= IkecN:n*=m

Zeige, dass |, eine Halbordnung auf N bildet. Folgende Lemmata darfst du fiir alle k,n € N
zusatzlich als gegeben ansehen:

1" =1 (3)
n#0 = 0" =0 (4)
n* =n <= (n=0und k # 0) oder (n = 1) oder (k=1) (5)

Hinweis: Fir eine Halbordnung miissen folgende Figenschaften fiir alle k,n,m € N nachge-
wiesen werden:

nlpn (6)

nlpmund m|,k = n|,k (7)
nlpmund m|pn = n=m (8)
(3 Punkte)

Hinweis: In dieser Aufgabe diirfen folgende Aussagen (neben den bereits oben genannten) als be-
kannt vorausgesetzt werden: Peano-Axiome, Definitionen der Rechenarten + und - sowie in Martins
Zirkel bewiesene Erkenntnisse.



Aufgabe 2 (,,Kreisgeometrie ist eine fantastische Olympiadevorbereitung*)

Gegeben sei ein Rechteck ABC' D mit dem Mittelpunkt S von Seite CD. Es sei r = 4 der Radius
des Inkreises von ABS und s = 3 der Radius des Inkreises von BC'S.
Bestimmen Sie die Seitenléngen des Rechtecks.

(6 Punkte)
Aufgabe 3 (ganz grofiartiges Thema)
a) Zeige, dass der Bruch
a® + 2a
at+3a% +1
fiir jedes a € N vollstandig gekiirzt ist. (2 Punkte)
b) Finde alle a € N, fiir die der Bruch
a® + 2a?
a* 4 3a% +1

weiter kiirzbar ist, und zeige, dass er fiir alle anderen a vollstéindig gekiirzt ist. (4 Punkte)

Aufgabe 4 (Cauchys Rache)

Es sei ® : R — R differenzierbar mit Fixpunkt z* € R gegeben. Es gelte ®(x) # z* fiir alle
x € R\ {z*} und ®'(z) > 2 fiir alle x € R. Zeigen Sie, dass das Fixpunktverfahren fiir alle Start-
werte x € R\ {a*} nicht gegen z* konvergiert.

Hinweis: Der Mittelwertsatz wird als gegeben angesehen:
Fiir eine differenzierbare Funktion f : [a,b] — R existiert ein ¢ € [a, b] derart, dass

fb) = f(a) = f'(c) - (b—a)
(6 Punkte)



