
Mathelager Februar 2025

Verschiedene Themen, und Fortsetzung vom letzten Jahr am 12. Februar
2024

Windischleuba, 24. Februar 2025

Dr. Matthias Hübner

matthias_huebner@t-online.de

https://www.linkedin.com/in/matthias-hübner-657b359/

mailto:matthias_huebner@t-online.de


Was machen wir heute

• Gauß mit 5 Jahren Summe der ersten 100 natürliche Zahlen 
1+2+3+…+100: drei Sichtweisen

• Summe der Quadrate von 1 bis n: drei Sichtweisen

• Themenwechsel -> Algebra: Gruppen, Ringe

• Chinesischer Restsatz

• Körper, Endliche Körper

• Multiplikative Gruppe der Reste mod p (Primzahl) ist zyklisch 

• Geometrie „Reste“ vom letzten Jahr wenn Ihr wollt



Summe der ersten N natürlichen Zahlen

• Maß-Sicht

• Lineare Sicht

–1. Funktion (von x) y_1 = a_1*x+b_1

–2. Funktion (von x) y_2 = a_1*x+b_1

Summe von 2 linearen .. 

Ergibt wieder lineares d.h. Gerade

• Puzzle 2-dimensional
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Summe der ersten N Quadrate 

• Linearisiere - eine Dimension höher!

• Maß-Sicht: 3 Dreiecke eben 

• Lineare Sicht im Raum

z_1=a_1 * x + b_1 * y + c_1

z_2=a_2 * x + b_2 * y + c_2

z_3=a_3 * x + b_3 * y + c_3

• 3-dimensionales Diagramm…

• Summe von 3 linearen … ergibt wieder Lineares d.h. Ebene

8
7 8
6 7 8
5 6 7 8
4 5 6 7 8
3 4 5 6 7 8
2 3 4 5 6 7 8
1 2 3 4 5 6 7 8



Summe der ersten N Quadrate 

Maß-Sicht S = (1^2 + 2^2 + 3^2 + 4^2 + 5^2 + 6^2 + 7^2 + 8^2)

3 * S = (1+2+3+4+5+6+7+8) * (2*8 + 1) 

= 8*9/2* (2*8+1)

Allgemein 3S = 3 * (1^2 + 2^2 +  …  + (N-1)^2 + N^2)

= N*(N+1)/2*(2N+1)

S = N(N+1)(2N+1)/6

Lineare Sicht:

nimm noch 3-er Symmetrie mit Drehungen um 120 Grad dazu 
– dann muss die Summe der 3 Funktionen eine Ebene mit 
konstanter z-Koordinate sein



Summe der ersten N Quadrate - Puzzle 

reference request - Proofs without words – MathOverflow

https://mathoverflow.net/questions/8846/proofs-without-words


Noch eine Dimension höher und Evtl. noch schöner: Summe der ersten N Kuben 



Gruppen

• Elemente können miteinander verknüpft werden wie Addition und Subtraktion, neutrales 
Element

• Ganze Zahlen mit Addition. (Nicht: Natürliche Zahlen, denn Subtraktion fehlt!) Neutrales 
Element?

• Rationale Zahlen ungleich 0 mit Multiplikation. Neutrales Element?

• Rationale Zahlen mit Addition aber ohne Multiplikation!

• Reelle Zahlen mit Addition aber ohne Multiplikation! Zeitachse

• Bewegungen allgemein „vor und zurück“, insbesondere im 3-dimensionalen Raum. 
Verschiebungen, Drehungen, Spiegelungen

• Endliche Matrizen mit Determinante != 0 und Matrixmultiplikation. Nichtkommutativ!

• Satz von Lagrange für endliche Gruppen – Ordnung jeder Untergruppe teilt Anzahl der 
Elemente. Durch Betrachtung von „Restklassen“ leicht zu sehen



Ringe

• Elemente können addiert und multipliziert werden

• Ganze Zahlen mit Addition und Multiplikation 

• Reelle Zahlen mit Addition und Multiplikation 

• Polynomringe

• Matrizenringe – nichtkommutativ!

• Quotientenstruktur heißt Ideal – abgeschlossen 

• Restklassen ganzer Zahlen mod ganzer Zahl N

• Restklassen von Polynom mod Primpolynom – Algebraischer 

Zahlkörper, algebraische ganze Zahlen. Fermat



Chinesischer Restsatz



Chinesischer Restsatz – einfache Fälle

• Kongruenzen mod 2 und 3 teilerfremd. 2*3 Fälle

• Kongruenzen mod 2 und 4 nicht teilerfremd

• Kongruenzen mod 2, 3 und 5 teilerfremd 2*3*5 Fälle

• Gleichverteilung: wenn ich natürliche Zahlen oder ganze Zahlen in 

Einser-Schritten (+1 oder -1) durchlaufe, kommt jede Kombination 

von Resten genau gleich häufig vor. Es müssen Einserschritte sein, 

keine andere Schrittlänge



Körper

• Elemente können addiert, subtrahiert, multipliziert und dividiert 

werden

• Rationale Zahlen

• Reelle Zahlen

• Komplexe Zahlen

• Primkörper



Primkörper

• Für jede Primzahlpotenz p^n (p prim, n natürlich) gibt es genau 

einen Primkörper mit p^n Elementen 

• Dies ist nicht der Restklassenring mod p^n

• Beispiele Körper der Ordnung 2, 3, 5

• Beispiel Körper der Ordnung 4



Primkörper – Fundamentalsatz

• Die multiplikative Gruppe der Elemente != 0 ist zyklisch

• Beispiel 3

• Beispiel 5

• Beispiel 7

• Beispiel 11

Alle Potenzen der Ordnung (p-1) sind immer = 1 (kleiner Satz von 

Fermat) = neutrales Element 

Lagrange 


