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1. GRUNDLAGEN AUS LOGIK UND MATHEMATIK
11. Das Dirichletsche Schubfachprinzip

Es gilt folgende einfache Aussage:

Werden mehr als n Elemente in n Schubfécher verteilt, dann muss - unabhangig von
der Verteilung - mindestens ein Schubfach mehr als ein Element enthalten (n > 1 -
beliebige natirliche Zahl) .

Mit diesem Prinzip kann man Aufgaben aus allen Bereichen der Mathematik lI6sen.
Versuche, die folgenden einfachen Aufgaben selbst zu |6sen:

Aufgabe 1): Beweise: In einer Schule mit 400 Schiilern gibt es mindestens zwei, die am
gleichen Tag Geburtstag haben.
Far welche Zahl von Schilern bleibt diese Behauptung richtig?

Aufgabe 2): Gibt es eine (hinreichend gro3e) Schiileranzahl, fur die man behaupten kann,
dass mit Sicherheit an zwei verschiedenen Tagen jeweils mehr als ein Schiller Geburtstag
hat? (Nein)

Aufgabe 3): Beweise: Unter n+1 ganzen Zahlen kann man stets mindestens zwei fin-
den, deren Differenz durch n teilbarist (n>2, neN).
(Hinweis: Betrachte die Reste der n+1 Zahlen bei Division durch die Zahl n.)
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Aufgabe 4): Eine SchieRscheibe habe die Form eines gleichseitigen Dreiecks mit der Sei-
tenlange 2 . Sie werde funfmal getroffen. Zeige, dass es dann stets mindestens zwei Ein-
schusslocher gibt, deren Abstand kleiner oder gleich 1 ist.

(Hinweis: Zerlege das Dreieck in vier kongruente Dreiecke mit der Seitenldnge 1 .)

Wir betrachten nun zwei etwas schwerere Aufgaben:

Aufgabe 5): In einem Saal seien n (= 2) Personen anwesend. Zeige, dass es unter ihnen
stets mindestens zwei Personen gibt, die im Saal dieselbe Anzahl von Bekannten haben.
Lésung: Wir ordnen einer Person, die im Saal genau i Bekannte hat, das Schubfach mit
der Nummer i zu.

Die n Personen verteilen sich also auf die Schubfacher 0, 1, ..., n-1 . Eines der beiden
Schubfacher mit der Nummer 0 oder der Nummer n -1 muss aber frei bleiben, weil es
nicht moglich ist, dass eine Person niemanden im Saal kennt, eine andere dagegen alle.
Folglich werden die n Personen auf nur n -1 Schubféacher verteilt; folglich gibt es min-
destens ein Schubfach, dem mindestens zwei Personen zugeordnet sind.

Aufgabe 6): Gegeben seien n nicht notwendig verschiedene ganze Zahlen a,, a,, ..., a, .
Zeige, dass es stets mindestens eine Teilmenge dieser Zahlen gibt, deren Summe durch
n teilbarist (n>1, neN).

Lésung: Wir betrachten die n Zahlen a,, (a;+a,), (a;+a,+ay), ..., (a;+a,+ ... +a,) .

Falls eine dieser Zahlen durch n teilbar ist, gilt die Behauptung. Anderenfalls lassen min-
destens zwei dieser Zahlen bei Division durch n den gleichen Rest. (Man wahle die n -1
Reste 1, 2, ..., n-1 als Schubfacher.) Dann ist aber die Differenz dieser beiden Zahlen
durch n teilbar. Daraus folgt leicht die Behauptung.

Eine erste Verallgemeinerung des Dirichletschen Schubfachprinzips lautet:

Werden nk+1 Elemente in n Schubfacher verteilt, so enthait mindestens ein Schubfach
mehr als k Elemente, d.h. mindestens k+1 Elemente.

(Mache dir diese Aussage zunachst fiir die Spezialfdlle k=3 und k=4 Kklar! Beachte,
dass man nk Elemente stets so in n Schubfacher verteilen kann, dass in jedem Schub-
fach genau k Elemente liegen.)

Aufgabe 7): Wie viele Schiller muss eine Schule mindestens haben, damit mit Sicherheit
mindestens funf von ihnen am gleichen Tag Geburtstag haben?

Lésung: Es gilt hier n = 365 (Anzahl der Tage eines Jahres) sowie k+1=5, also k=4
und somit nk+1 = 1461 . Folglich muss die Schule mindestens 1461 Schiler haben,
damit die genannte Bedingung erfiillt ist.

Wenn man weiB, dass eine Aufgabe mit dem Schubfachprinzip |6sbar ist, dann kommt es
nur darauf an, die "Elemente" und die "Schubfacher" geschickt zu bestimmen. Hierin kann
die Hauptschwierigkeit einer solchen Aufgabe liegen.

Wie sieht man einer Aufgabe an, dass sie mit dem Schubfachprinzip I6sbar ist?

Hier kann man folgende Faustregel benutzen: Eine Aufgabe lasst sich mit dem Schub-
fachprinzip l6sen, wenn in der Aufgabenstellung eine Menge beschrieben wird, in der zwei
oder mehr Elemente gleich sein oder eine gewisse Bedingung erfillen sollen. Dabei
kommt in der Aufgabenstellung haufig die Formulierung "mindestens"” vor. Im aligemeinen
sind Existenzaussagen tber endliche Mengen mit dem Schubfachprinzip beweisbar.
Haufig kann der Aufgabentext so umformuliert werden, dass diese auBeren Merkmale
sichtbar werden.



1.2. Indirekte Beweise

(1) Sei A ein beliebiger Ausdruck (d.h. eine Aussage A oder eine Aussageform H(x,y,...,z) ).
Dann wollen wir (A A nicht A ) Widerspruch nennen und mit ¢ bezeichnen.
Wenn man zeigen kann, dass A = ¢ gilt, dann ist die Aussage A falsch.

Wenn man zeigen kann, dass H(x.y,...z) = ¢ gilt, dann ist die Aussageform H(x,y,...,z)
kontradiktorisch, d.h. ihre L6sungsmenge ist leer.

(2) Die logische Struktur indirekter Beweise:
Satz (S): V=B . Gegenannahme GA: "nicht B"
Indirekter Beweis von (S) :

Man zeigt, dass (V A nichtB)= ¢ gilt.

Folglich ist ( nicht B) falsch, da V als wahr angenommen wird.

Folglich ist B wahr und (da V als wahr angenommen wird) ist auch der Satz V = B
wahr, w.z.b.w. .

Den Nachweis, dass ( VA nicht B = ¢ ) gilt, kann man in Form des fur direkte Beweise
verwendeten Beweisschemas fiihren.

(3) Bei indirekten Beweisen kénnen Widerspriiche auftreten zu
(a) einer Voraussetzung des Satzes ;
(b) der Gegenannahme des Satzes ;
(c) bereits abgeleiteten Feststellungen, zu bewiesenen Satzen oder zu Axiomen.

(4) Indirekte Beweise werden in folgenden Féllen h&ufig angewendet.
(a) Beweis von Umkehrungen bereits bewiesener Satze ;
(b) Beweis von Aussagen der Form "Es gibt kein x mit der Eigenschaft H(x) " ;
(c) Beweis von Aussagen der Form "Es gibt héchstens ein x mit der Eigenschaft
H(x) ".

(5) Beim indirekten Beweis einer Umkehrung eines Satzes kann man oft
(a) auf Beweisgedanken zuriickgreifen, die beim direkten Beweis des Ausgangs-
satzes verwendet wurden ;
(b) den Ausgangssatz als Hilfsmittel verwenden .

Satz: "Wenn das Quadrat einer Zahl gerade ist, dann ist auch die Zahl selbst gerade. "
V: 2|x*, xeN ; Beh.: 2|x ; GA : nicht 2|x
Beweis (indirekt) :

GA = (1) Esgibtein neN,6sodass x=2n+1 ;[ Definition von 2|x; jede natirliche
Zahl ist entweder gerade oder ungerade ] .

(1) = (2) x*=4n?+4n+1=2(2n*+2n)+1 ; [ binomische Formel; Umformung] .
(2) = (3) Esgibtein meN, sodass x*=2m+1 ;[wenn neN, dann auch (2n?>+2n)eN]
(3) = (4) nicht 2|x* ; [ Definition der Teilbarkeit; jede na-

turliche Zahl ist entweder gerade oder ungerade ].
4)V=> ¢ . [Die Feststellung (4) widerspricht der Voraussetzung des Satzes ] .

Damit ist gezeigt, dass V = Beh. gilt, w.z.b.w.
(Unser Satz ist die Umkehrung des Satzes 2|x = 2|x* . Beim direkten Beweis des Aus-
gangssatzes wird dieselbe Beweisidee verwendet.. Beim indirekten Beweis der Irrationali-

tat von +/2 werden diese beiden Satze als Hilfsmittel verwendet.)
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Satz: Wenn a, b, ¢ von Null verschiedene natlrliche Zahlen sind, dann gibt es h6chs-
tens eine natirliche Zahl x, die Lésung der folgenden Gleichung ist:

ax+bx=cx .
GA: Es gibt zwei natirrliche Zahlen m, n mit m=n, die Lésung der obigen Gleichung sind.
Beweis: Es kann 0.B.d.A. angenommen werden, dass m <n gilt.

GA = (1) am+bm=cm und a"+b"=c¢c" mit m<n .

(1) > (2 a<c und b<c; [weil b>0 und a>0].
@ = (3 0<2<1 und 0<2<1; [weil ¢>0].

@ = @ 0<@ <A und 0<@<An ; [weil n>m>0].

@ = (6 0<@+Sr<@r+Om; [ Umformung ] .

M = 6 G+ =@Fm+An=1; [weil ¢>0].

(5),(6) = ¢ . (Widerspruch zwischen zwei abgeleiteten Feststellungen)

Daraus folgt, dass die Gegenannahme falsch, die Behauptung und damit auch der zu
beweisende Satz wahr ist, w.z.b.w.

Satz: Es gibt unendlich viele Primzahlen.
Wir formen zunéachst so um, dass eine negierte Existenzaussage entsteht.
Satz: Es gibt keine Primzahl p, so dass fur alle anderen Primzahlen q gilt: p>q.
GA: Es gibt eine Primzahl p, so dass fir alle anderen Primzahlen q gilt: p>q.
Beweis: Sei 2,3,5,...,p, .., p die Folge der Primzahlen, die mit der angeblich gréRten
Primzahl p endet.
Man bilde die Zahl P, = (2:3-5- ... -p; ... 'p) + 1, wobei n die Anzahl der Faktoren an-
ibt.
gDann git (1) P, lasst bei Division durch jedes der p; stets den Rest 1 ;
[ offensichtlich ] .
(1) = (2) P, istdurch keine der Primzahlen p; teilbar; [Definition der Teilbarkeit].
Danngilt (3) P,>p ; [ das folgt aus der Definition von P, ].
(2),(3) = (4) P, isteine Primzahl, die gréRer als p ist, oder P, istin Primzahlen
zerlegbar, die samtlich grofRer als p sind .
GA,(4) > ¢ . (Widerspruch zur Gegenannahme)
Daraus folgt, dass die Gegenannahme falsch, die Behauptung und damit auch der zu
beweisende Satz wahr ist, w.z.b.w.

(Bei diesem Beweis wird oft der Fehler begangen, dass aus (2) und (3) geschlussfolgert
wird, dass P, eine Primzahl sein muss. Folgendes Gegenbeispiel zeigt, dass das nicht

stimmt: Pg=2-3-5-7-11-13 + 1 = 30031 = 59-509 .)

Umkehrung des Peripheriewinkelsatzes:
V,: <<APB ist Peripheriewinkel von k(M;r) Giber dem Bogen AB ;

V,: <AQB= <APB (wobei Q aufderselben Seite von AB liegt wie P ) ;

Beh.: < AQB ist Peripheriewinkel von k(M;r), d.h. Qek(M;r) .
GA,: Q liegt auBerhalb des Kreises k(M;r) ;

GA,: Q liegt innerhalb des Kreises k(M;r) ;

GA & (GA, v GA)
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(Bei indirekten Beweisen kommt es recht oft vor, dass eine Fallunterscheidung vorge-
nommen werden muss. In unserem Fall muss zweierlei gezeigt werden:

V,AVL,AGA, = ¢ und V,AV,AGA, = ¢
Merke: Beim indirekten Beweis einer Umkehrung eines Satzes wird oft der Ausgangssatz
als Beweismittel verwendet. )

Beweis:

Gelte <APB=¢ und <AQB=vy .
Aus GA, folgt, dass es genau einen Punkt P' der Strecke

AQ gibt, der auf dem Kreis k(M;r) liegt.
Wegen V, liegt P' auf derselben Seite von AB wie der
Punkt P .
Also ist < AP'B ein Peripheriewinkel von k(M;r), der tber
demselben Bogen liegt wie der Peripheriewinkel < APB .
Nach dem Peripheriewinkelsatz folgt hieraus

(1) <APB=<APB=¢
Da P' auf der Strecke AQ liegt, ist < AP'B ein AuRenwin-
kel und <AQB = <P'QB = y ein nichtanliegender Innen-
winkel im Dreieck P'BQ .
Nach dem AuBenwinkelsatz folgt hieraus

(2) <AQB < <AP'B.
Aus (1) und (2) folgtdann <AQB < <APB , was der Vor-
aussetzung V, widerspricht.
Damit ist gezeigt, dass GA, falsch sein muss.
Analog folgt aus GA, , dass es genau einen Punkt P' auf dem
Kreis k(M;r) gibt, fir den Q auf der Strecke AP' liegt.
Analog lasst sich dann mit Hilfe des Peripheriewinkelsatzes
und des AuBenwinkelsatzes herleiten, dass <AQB > <APB
gelten wirde, was ebenfalls der Voraussetzung V, wider-
spricht.
Also muss auler GA; auch GA, falsch sein, woraus die
Falschheit von GA folgt und damit ein indirekter Beweis unse-
res Satzes erbracht ist.

13. Aussageformen und Mengen

(Wiederhole in diesem Zusammenhang die Abschnitte 1.3. und 1.1. aus dem "Arbeitsma-
terial fur Klasse 7" .)

Mit R bezeichnen wir die Menge der reellen Zahlen (das ist die Gesamtheit der rationa-
len Zahlen und der irrationalen Zahlen) . (Naheres hieruber erfahrst du in Klasse 9.)

Die reellen Zahlen lassen sich umkehrbar eindeutig abbilden auf die Punkte der Zahlen-
geraden (d.h. zu jeder reellen Zahl gehért genau ein Punkt der Zahlengeraden und zu je-
dem solchen Punkt gehért genau eine reelle Zahl).

abgeschlossenes Intervall (a;b) =pef Menge aller reellen Zahlen zwischen a und b,
die Randpunkte eingeschlossen, wobei a < b
gilt.

offenes Intervall (a;b) =pef Menge aller reellen Zahlen zwischen aund b,



halboffene Intervalle: (a;b), (a;b)
unendliche Intervalle: (-oo;b), (ajo) , (-om;0)=R

Jede Aussageform H(x); xeX bestimmt eindeutig eine (Erfillungs-) Menge
M= {xeX| H(x)} und damit eine Eigenschaft der Elemente des Grundbereichs X .

xeM ist gleichbedeutend mit H(x) .

Aussageform H(x) , xeR zugehérige Menge Eigenschaft (reeller Zahlen)
x>0 (0;00) positiv sein
x>0 (0;) nicht negativ sein
x<0 (- 0;0) negativ sein
2<x<5 (2;5) zwischen 2 und 5 liegen
X # X {}

0 oder {} bezeichnet die leere Menge , die kein Element enthalit.

Verkniipfung von Aussageformen:

Konjunktion:  H,(x) A Hx(x) gelesen: H,(x) und Hy(x)

Alternative: H,(x) v Hy(x) gelesen: H,(x) oder Hy(x)

Implikation: H,(x) = H,(x) gelesen Wenn H,(x), dann Hx(x)
Aquivalenz :  H,(x) < H,(x) gelesen: H,(x) genau dann, wenn H,(x)

Negation: ~H(x) gelesen: nicht H(x)

Verkniipfung von (Operationen mit) Mengen:
Durchschnitt:  MnN =5 {x]| xeM und xeN }  gelesen: M geschnitten N

Vereinigung: MON =5 { x| xeM oder xeN } gelesen: M vereinigt N
Differenz: M\N =p,:{x] xeM und x¢N } gelesen: M minus N

Beziehungen (Relationen) zwischen Mengen:
Teilmengenbeziehung: Mc N =y Wenn xeM, dann xeN

Gleichheit: M=N =y, xeM genau dann, wenn xeN
echte Teilmengenbeziehung: McN =4 McN und M=N

(Achte auf die Beziehungen zwischen A ; v, =, < bei Aussageformen sowie zwischen
N,uv,c,= beiden zugehdérigen Mengen!)

Veranschaulichungen:

MAN={} MAN=M

MnN MU N McN MnN={}
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Veranschauliche folgende Satze: Mc N genaudann, wenn MNAN=M ;
Mc N genaudann,wenn MUN=N .

Veranschauliche auf der Zahlengeraden:
(-3:2) " (0:3) = (0;2) ;  (3;2) L (0:3) = (-3;3) ; (-3:2)\ (0;3) = (-3,0) ;
(1:4)  (5:6) ={} ; (1:4) N (4;5) = {4} ; (1;2) = (1;3) .
Es gilt: {gerade Zahl} U { ungerade Zahl } = {ganze Zahl} = Z ;

{ gerade Zahl } » { ungerade Zahl} = {};

{ Rhombus } n { Rechteck } = { Quadrat} ;

{ Quadrat } c { Rechteck } c { Parallelogramm } { Trapez } c { Viereck } ;

{ Vielfaches von 2} n { Vielfaches von 3} = { Vielfachesvon6} ;

{ Vielfaches von 6 } c { Vielfachesvon 3} cZcQcR .
Bilde weitere Beispiele fur Durchschnitt und Vereinigung von Mengen sowie fir die Teil-
mengenbeziehung!
Merke: Zur Konjunktion von Aussageformen gehért der Durchschnitt ihrer Erfullungsmen-
gen.
Wiederhole in diesem Zusammenhang die Ausfiihrungen tiber die Methode der geome-
trischen Orter und Uber das Lésen von Bestimmungsaufgaben im Arbeitsmaterial fir
Klasse 7, Abschnitt 2.1. und 5.1. .

Aussageformen (speziell Ungleichungen) | Erfallungsmengen (speziell Losungen)
x>1 und x<2 L = (1;0) N (-0;2) = (1;2)
x<1 und x>2 L = (-0;1) n (2;0) = {}
2<x<5 oder 3<x<6 L = (2;5) U (3:6) = (2;6)

Veranschauliche dir dies auf der Zahlengeraden!

2. GEOMETRIE

21. Einige Begriffe und Sdtze aus der Stereometrie
Lagebeziehungen zwischen geometrischen Gebilden im Raum:
. Gerade - Gerade

und sie haben keinen Punkt gemeinsam;
man spricht von windschiefen Geraden.
und g #¢,
Beachte: Der Begriff "orthogonal" (aufeinander senkrecht stehend)
wird nicht nur fur schneidende Geraden, sondern auch fir windschiefe
Geraden angewendet.
So bezeichnet man etwa in dem nebenstehend gezeichneten Quader
nicht nur die einander schneidenden Geraden AB und BF als or- ,
thogonal, sondern etwa auch die windschiefen Geraden AB und CG A
. (Vgl. auch den untenstehenden Satz S3 .)

gceg, hcs,

(ay): Die beiden Geraden fallen zusammen. | g=h
(ay): Die beiden Geraden liegen in derselben Ebene ¢ | gnh = {}
und haben keinen Punkt gemeinsam. | mit g,hce
In diesen beiden Fallen nennt man die Geraden paralle/ | gllh
(b): Die beiden Geraden haben genau einen Punkt gemeinsam; |
man spricht von einander schneidenden Geraden. | gnh={S}
(c): Die beiden Geraden liegen nicht in ein und derselben Ebene, | gnh ={ } mit
I
I

®

\P______ DT




Il. Gerade - Ebene

(a,4): Die Gerade liegt in der Ebene ¢
(hat mit ihr alle Punkte gemeinsam).

| gce

(a,): Die Gerade hat mit der Ebene ¢ keinen Punkt gemeinsam| gne= {}

In diesen beiden Fallen heillt g parallel zu ¢ .

(b): g hat mit € genau einen Punkt gemeinsam;
man sagt, g schneidet ¢ .

[ dlle
| gne={S}
I

Ist s einer der beiden vom Schnittpunkt S ausgehenden
Strahlen auf g, dann gibt es in £ einen von S ausgehenden

Strahl s', firden < (s;s') < < (s,t) fiur alle in £ gelegenen / M
t

Strahlen t gilt, die von S ausgehen.

< (s;s") wird als Schnittwinkel zwischen g und e bezeichnet.

lll. Ebene - Ebene

(a4): Die beiden Ebenen fallen zusammen.
(a,): Die beiden Ebenen haben keinen Punkt gemeinsam.
In diesen beiden Fallen heien die Ebenen parallel .

(b): Die beiden Ebenen haben genau eine Gerade g gemeinsam;

man sagt, dass diese Ebenen einander schneiden .

Jede Ebene ¢, die auf der Schnittgeraden g der beiden
Ebenen g, und g, senkrecht steht, schneidet die Ebenen

g, und g, in zwei Geraden g, und g, , die einander eben-

falls schneiden.
<(94;9,) bezeichnet man als Schnittwinkel zwischen ¢,

und e, .

Zwei einander schneidende Geraden sowie zwei nicht zu-

| €158

[ gyney = {1}
| g |l &

I g1MNe; =g

sammenfallende parallele Geraden bestimmen stets genau eine Ebene (sie spannen die-

se Ebene auf).

Zu zwei windschiefen Geraden gibt es stets genau ein Paar
paralleler Ebenen, in denen diese Geraden liegen.

Es gibt auch stets genau eine Strecke, die auf beiden Ge-
raden senkrecht steht und deren Endpunkte zu dieser Ge-
raden gehéren. Die Lange dieser Strecke nennt man Ab-
stand der windschiefen Geraden ; man bezeichnet diesen
Abstand mit d(g;h) .

Entsprechend lasst sich der Abstand zwischen parallelen

a 9

Gebilden als Lange eines "gemeinsamen Lotes" definieren, den man mit d(g;h) , d(g;e)

bzw. d(e,;e,) bezeichnet.

Beachte, dass man - in einem erweiterten Sinne - auch davon spricht, dass windschiefe
Geraden einen Winkel einschlieRen. Verschiebt man eine dieser Geraden so im Raum,
dass sie die andere schneidet, dann bezeichnet man den Schnittwinkel ¢ dieser schnei-
denden Geraden als Winkel zwischen den windschiefen Geraden.

Bei parallelen Gebilden (Geraden oder Ebenen) ist es Ublich zu sagen, dass ¢ = 0° gilt.
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Einige stereometrische Sé&tze

S1) Die Parallelitat zwischen Geraden bzw. Ebenen ist transitiv, d.h. es
gitstets: a|l]babljlc = allc; g lles A &lles = & |l&s. c !
S2) Sind drei verschiedene Geraden paarweise parallel, dann ist jede

dieser Geraden parallel zu der von den anderen beiden Geraden auf- & b

gespannten Ebene. Speziell: a|lb A allc = a]|le(b;c).
S3) Wenn eine Gerade auf einer Ebene senkrecht steht, dann steht sie
auch auf jeder Geraden senkrecht, die in dieser Ebene liegt. h

gle A hce = glh.

S4) Wenn eine Gerade auf zwei einander schneidenden Geraden
senkrecht steht, dann steht sie auch auf der von diesen beiden Geraden

g
g
aufgespannten Ebene senkrecht. 7?
gLAB A gLlAC — g.legABC). //7: CR

S5) Zwei zur selben Ebene orthogonale Geraden sind stets parallel. [
gle A hle = gallh. g
g

U5) Steht eine von zwei parallelen Geraden auf einer Ebene
senkrecht, dann ist dies auch bei der zweiten Geraden der Fall.
gle A g]lh = hle.

S6) Zwei zur selben Geraden orthogonale Ebenen sind stets parallel. £
g_]_81 AN g_l_82 = 81”82.

E

E
U6) Steht eine von zwei parallelen Ebenen auf einer Geraden senkrecht, L‘j

dann ist dies auch bei der zweiten Ebene der Fall.
gle A glle = gles,. g

S7) gle A glh = hjle.

u7) gle A hlle = glh. E

§8) Schneidet eine Ebene zwei parallele Ebenen, dann sind die beiden [E_______ Z
Schnittgeraden parallel. /1 E,/ o

ENE = g1 A ENE =0y A &g = o9 7

— 7
S9) Steht jede von zwei einander schneidenden Ebenen auf einer dritten E- ——
bene senkrecht, dann steht auch ihre Schnittgerade auf dieser Ebene senk-
recht.

gele A &le A gnNeg =g = gl eg.
S$10) Rdumlicher Strahlensatz:
Wenn zwei Geraden zwei (oder auch mehrere) paralleleebenen schneiden, / A/
Bsg

dann verhalten sich die Abschnitte auf der einen Geraden so zueinander
wie die entsprechenden Abschnitte auf der anderen Geraden. //
B
A Ci
S11)Ist s die Lange einer Strecke und s' die Lange ihrer Projektion auf / 7 I
eine Ebene, dann gilt stets s > s'. Das Gleichheitszeichen gilt genau dann, / B!
wenn die Strecke zur Projektionsebene parallel ist. /A1 , I
b

a C

NAN
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S12) Ist J der Inhalt eines Vielecks und J' der Inhalt seiner Projektion

dann, wenn das Vieleck zur Projektionsebene parallel ist.

auf eine Ebene, dann gilt stets J > J'. Das Gleichheitszeichen gilt genau A (
m. B

)

S13) Zwei windschiefe Geraden besitzen stets genau eine Normaltrans- f\.
\J

1

den liegen und die auf beiden Geraden senkrecht steht).

versale (das ist eine Strecke, deren Endpunkte auf je einer dieser Gera- / \ @ H
1 :Bl

Die Normaltransversale ist die kurzeste aller Strecken, die Punkte zweier
windschiefer Geraden verbindet.

(Beachte, dass man erst auf der Grundlage dieses Satzes den Begriff /\\/
"Abstand windschiefer Geraden" definieren kann!) g

~

Mache dir den Inhalt dieser Satze anhand von Skizzen kiar! /‘\/ —

Wiederhole in diesem Zusammenhang aus dem Arbeitsmaterial fir Klas-

~~o
S~

se 7 den Abschnitt 1.2.2. (Das Umkehren von Satzen)!
Fasse die oben angegebenen Siatze nebst Umkehrungen jeweils zu ei-
nem "Genau-dann-wenn-Satz" zusammen!

2.2. Die algebraische Methode bei Konstruktionsaufgaben

Wiederhole im Arbeitsmaterial fur Klasse 7 den Abschnitt 2.1. (Konstruktionsaufgaben)!
Wiederhole in "Einige Regeln" auf Seite 7 die Regeln 3.1, 2.1 und 2.2, d.h. die Metho-
de der geometrischen Orter und die Methode der Hilfselemente !

Definition: Eine Konstruktion heilt elementar genau dann, wenn sie sich allein mit Hilfe
von Zirkel und Lineal (ohne MaReinteilung) durchfiihren lasst. Dabei werden folgende Axi-
ome zugrunde gelegt:

(A1) Es ist stets moglich, durch zwei verschiedene Punkte genau eine Gerade zu ziehen.

(A2) Der gemeinsame Punkt zweier nichtparalleler Geraden lasst sich stets eindeutig
konstruieren.

(A3) Es lasst sich stets genau ein Kreis zeichnen, wenn sein Mittelpunkt und mindestens
ein Punkt seiner Peripherie gegeben sind.

(A4) Zu einem gegebenen Kreis und einer gegebenen, diesen Kreis schneidenden Ge-
raden lassen sich stets die beiden Schnittpunkte eindeutig konstruieren.

(A5) Es ist stets moglich, die beiden Punkte eindeutig zu konstruieren, die zwei einander
schneidenden Kreisen gemeinsam sind.

Hinweis: Die Losbarkeit bzw. Unlésbarkeit einer Konstruktionsaufgabe hangt vor allem
davon ab, welche Zeichengerate als Hilfsmittel zugelassen sind. (So gibt es z.B. keine
elementare Konstruktion, die es gestattet, einen beliebigen Winkel in drei gleiche Teile zu
teilen. Dieses Problem der Winkeldreiteilung wird aber I6sbar, wenn man ein "Einschiebe-
lineal" als Hilfsmittel zulasst.)

Man kann zeigen: Alle geometrischen Konstruktionen, die nur mit Hilfe von Zirkel und Li-
neal (d.h. elementar) ausfiihrbar sind, sind auch mit dem Zirkel allein ausfuhrbar. Dabei
denkt man sich eine Gerade stets durch irgend zwei ihrer Punkte gegeben. Dagegen las-
sen sich nicht alle elementaren Konstruktionen allein mit dem Lineal durchfiihren.

Die bekanntesten elementar nicht I6sbaren Konstruktionsaufgaben sind:
"Wirfelverdoppelung"”, "Winkeldreiteilung", "Quadratur des Kreises", "Konstruktion eines
regelmafigen Siebenecks".
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Satz: Sind a und b die Langen zweier gegebenen Strecken (wobei die verwendete Lan-
geneinheit - als Lange einer "Einheitsstrecke" - mit vorgegeben ist), dann kann man
Strecken mit den folgenden Langen elementar konstruieren:

(@+b) und (a -b) fuir a>b ;

ra, wobei r eine positive rationale Zahl ist ;

a-b; a:b ; N
Man sagt kurz: Ein Term lasst sich elementar konstruieren genau dann, wenn er nur ratio-
nale Rechenoperationen oder Quadratwurzeln enthalt.

Hinweis auf einen Beweis:

(@+b) und (a-b) lassen sich durch "Streckenabtragung” konstruieren.

a-b und a: b lassen sich mit Hilfe des Strahlensatzes (der im Unterricht der Klasse 9
behandelt wird) konstruieren.

Ja lasst sich mit Hilfe des H6hensatzes konstruieren.

Auftrag: Eigne dir den Inhalt der Strahlensatze an (vgl. "Einige grundlegende planimetri-
sche Satze", Seite 8, Satz S8) !

Fuhre die in den untenstehenden Figuren angedeuteten Beweise selbst durch!

Uberzeuge dich, dass man diese Konstruktionen tatséchlich allein mit Zirkel und Lineal
auf der Grundlage der Axiome (A1) bis (A5) durchfiihren kann!

Auf die Verwendung eines Zeichendreiecks - etwa zum Konstruieren von Parallelen oder
von rechten Winkeln - kann man stets verzichten.

0

Satz:
Ein regelméaBiges n-Eck ist genau dann elementar konstruierbar, wenn die ungeraden
Primfaktoren von n untereinander verschiedene "Fermat-Primzahlen” der Gestalt
Fk= 22+ 1 sind.
Die einzigen bekannten Primzahlen dieser Form sind
Fo=3, F,=5, F,=17, F;=257, F,=65537 .
5 = 232+ 1 = 42949667297 = 6700417-641 ist keine Primzahl, sondern das Produkt

zweier Primzahlen, die keine Fermat-Primzahlen sind.
Folglich sind regelmaBige n-Eckemit n=7,9,11,13,14,18,19,21,23,25, ...
nicht elementar konstruierbar.

Hinweis: Findet man mit der Methode der geometrischen Orter oder mit der Methode der
Hilfselemente keinen Losungsweg, dann wende man folgende algebraische Methode an:
- Man suche ein Bestimmungsstiick (Streckenlange oder Winkelgrof3e), das eine "hinrei-
chende HilfsgréBe" ist, d.h. mit deren Hilfe sich die gesuchte GréRe konstruieren liele.

- Man driicke diese hinreichende Hilfsgrofte durch die Daten aus (wozu in der Regel ge-
ometrische Satze bendtigt werden). Erweist sich der so ermittelte Term als elementar
konstruierbar, dann hat man einen Lésungsweg gefunden.

Mit Hilfe der algebraischen Methode kann man auch nachweisen, dass eine Konstrukti-
onsaufgabe nicht elementar I6sbar ist
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Aufgabe: Zu konstruieren sind all_e Dreiecke ABE_ die _f_cﬂgeng_e_ Bedingungen erfiillen:
(a) =ACB=90°; (b) AB=c; (c) AB+BC + AC =u .

Zur Lésungsfindung: Die Aufgabe ware leicht I6sbar, wenn man die Hohenlange CH =

h des rechtwinkligen Dreiecks (als eine hinreichende HilfsgréRe) kennen wiirde.

u(u — 2¢)
2c

Es lasst sich zeigen, dass h = gilt (falls u>2c). Folglichist h aus u und ¢

elementar konstruierbar, und man hat einen Lésungsweg gefunden.

Auftrag: Leite die genannte Beziehung her und gib an, wie man eine Strecke mit der
Lange h aus zwei Strecken mit den Langen u und c konstruieren kann.

3. ZAHLENTHEORIE
31. Lineare Kongruenzen

Wiederhole im Arbeitsmaterial fur Klasse 7 den Abschnitt 3.3. "Das Rechnen mit Kongru-
enzen" !

Sei a,bmxeZ und m>1 .
Dann nenntman ax=b modm oderkirzer ax=Db (m) eine lineare Kongruenz
(nach dem Modul m) .

Lésbarkeitskriterium:
Eine lineare Kongruenz besitzt Lésungen genau dann, wenn ggT(a;m) ein Teiler von b
ist.

Satz (iber die Lésungsmenge:

Gilt ggT(a;m) =1 , dann lasst sich die Kongruenz stets auf die vereinfachte Form

x =c¢ (m) bringen. Sie besitzt dann die Lésungsmenge L ={ctkm,h keZ}, die man
"Restklasse nach dem Modul m " nenntund mit [c], bezeichnet.

Gilt ggT(a;m)=d>1 nebst d|b , dann darf man beide Seiten der Kongruenz und den
Modul durch d dividieren und erhélt so die zugehérige “gekdrzte Kongruenz" .

ax=b'" (m) mit ggT(a’m’)=1, wobei a=a'd und b=bd und m=m'd gelten.
Diese Kongruenz hat dann stets eine Restklasse nach dem Modul m' als Lésungs-
menge. Die Kongruenz ax=b (m) hatdann genau d Restklassen nach dem Modul m
als Lésung.

(Dividiert man nur die beiden Seiten der Kongruenz, nicht aber auch den Modul durch d |,
dann wirde man nur eine Restklasse als Lésung erhalten, d.h. es wéaren Lésungen "verlo-
rengegangen".)

Lésungsverfahren:

Um eine lésbare lineare Kongruenz auf die vereinfachte Form x=c¢ (m) zu bringen (de-
ren Lésungsmenge man dann sofort angeben kann), formt man (analog wie bei Glei-
chungen) aquivalent um. Dabei darf man folgende Umformungen vornehmen:

) Ersetzenvon a oder b durch Zahlen, die ihnen modulo m kongruent sind.
(Oft wahlt man dazu die absolut oder positiv kleinsten Reste bei Division durch m .)

i) Division beider Seiten durch einen gemeinsamen Faktor q, falls q und m teiler-
fremd sind. (Trifft dies nicht zu, dann geht man zunachst zu der oben genannten
"gekirzten Kongruenz" uber. )
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a) 12x=7 (10) ; ggT(12;10)=2 und 247, folglichgitt L={} .
b) 12x=8 (10) ; ggT(12;10)=2 und 2| ; Ubergang zur gekiirzten Kongruenz:8

6x=4 (5) ;
3x=2 (5) ;
3x=12 (5) ;
x=4 (5 ;

da 2 und 5 teilerfremd, Division durch 2 :
wegen 2=12 (5) Ubergang zu

da 3 und 5 teilerfremd, Division durch 3:
folglich L=[4], ={....-1,4.9, ..., 5k+4, ...}
bzw.  L={[4ko.[9ko} .

c) 12x=8 (10) ;wegen 12=2 (10) und 8=-2 (10) Ubergang zu
2x=-2 (10) ;ggT(2;10)=2 und 2|-2 ; Ubergang zur "gekirzten Kongruenz"

x=-1 (5)

.
¥

folglich L=[-1];=[4]; wie oben.

d) 21x=35 (77) ;ggT(21;77)=7 und 7|35 ;
x=5=27 (11) ;
x=9=-2 (11) ; folglich L=[9]; =[-2]

Das Rechnen mit Restklassen

Zu jedem Modul m gehéren genau m verschiedene Restklassen. Jede Restklasse be-
steht aus denjenigen (unendlich vielen) ganzen Zahlen, die bei Division durch m densel-
ben Rest lassen, d.h. die kongruent sind nach dem Modul m .

[@aln =pet {X€Z| x=a (m) }

Jedes Element einer Restklasse legt diese Restklasse eindeutig fest und kann als
"Repréasentant” (Vertreter) dieser Restklasse genommen werden. Meist werden die Rest-
klassen durch die positiv kleinsten oder die absolut kleinsten Reste charakterisiert.

[0Lh[1).[2); oder [-1]5,[0]s [ 1] bezeichnen die drei Restklassen modulo 3, die

aber etwa auch durch [91];,[22];,[ 32}, darstellbar sind.

In der endlichen Menge der Restklassen modulo m werden wie folgt eine Addition und
eine Multiplikation definiert:

[aln+[bln =per [atb ]y ; zB. [3]s+[4)s =[7)s =1[2]s .

[8lnTbln =per [3D ] ; zB. [3l5[4)s = [12]5 = [2]s -
Additionstabelle Multiplikationstabellen Potenztabelle fir a»
modulo 5 modulo 5 modulo 6 modulo 5
+10 1 2 3 4}-11 2 3 4}1-/1 2 3 4 5}}ja"|0 1 2 3 4 567 8
010 1 2 3 4({111 2 3 4|11 2 3 4 5111 11111111
111 2 3 4 0(|212 4 1 3||212 4 0 2 4}}12]1 2 4 3 1 2 4 3 1
212 3 4 0 1313 1 4 2||3}13 0 3 0 3}|3|1 34213421
313 401 2|}4]14 3 2 11414 2 0 4 2}}4|1 4 1 41 4 14 1
414 0 1 2 3 55 4 3 2 1151 0 0 0 0 000 O
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32. Lineare diophantische Gleichungen

Definition: ax +by = c¢ heit lineare diophantische Gleichung (mit 2 Variablen) genau
dann, wenn a, b, ¢ ganze Zahlen sind und wenn nur Paare (x;y) von ganzen Zahlen als
Lésungen gesucht werden.

Lésbarkeitskriterium:
ax + by = c besitzt L6sungen genau dann, wenn ggT(a;b) ein Teiler von c ist.

Hinweis: Gilt ggT(a;b) > 1 und ist das Lésbarkeitskriterium erfillt, dann dividiere man
beide Seiten der Gleichung durch ggT(a;b), so dass dann ggT(a;b;c) = 1 gilt.
Die so entstandene Gleichung hei3t Normalform der diophantischen Gleichung.

Beispiele:

2x +4y =5 besitzt wegen ggT(2;4)=2 und 215 keine (ganzzahligen) Lésungen.
2x +4y =6 besitzt wegen ggT(2;4)=2 und 2|6 ganzzahlige Lésungen.

x + 2y = 3 ist die Normalform dieser l6sbaren diophantischen Gleichung.

Satz (iber die Lésungsmannigfaltigkeit:

Jede losbare diophantische Gleichung besitzt stets unendlich viele Lésungen.

In Anwendungsaufgaben treten oft diophantische Gleichungen auf, bei denen der Grund-
bereich der Variablen zuséatzlich eingeschrankt ist. In solchen Féllen kénnen auch endli-
che Lésungsmengen auftreten.

Satz iiber die L6sungsmenge: Ist (x,;yo) eine spezielle Lésung der Normalform von
ax + by = c, dann lautet die Lé6sungsmenge dieser Gleichung:
L={(y)]| x = xotbk; y = ys-ak; keZ}.

Lésungsmethoden (fur die Normalform von ax+by = c):

(1) Erraten einer speziellen Lésung und Anwendung des Satzes liber die Lésungsmenge.

(2) Ubergang zu einer der beiden zugehorigen linearen Kongruenzen ax = ¢ (b) oder
by = ¢ (a); (man wahlt in der Regel die Kongruenz mit dem kleineren Modul) .

(3) Anwendung des Eulerschen Reduktionsverfahrens.

Beispiel zu Methode (2):

3x-7y =5 ;
Ubergang zu 7y =5 (3) .
Wegen -7=-1 (3) und 5=-1 (3) gilt -y=-1 3), also y=1 (3)
und damit y =1+3k mit keZ .
Einsetzen in die Gleichung liefert 3x-7-21k = 5, also 3x=12 + 21k
und somit X = 4+ 7k mit keZ .

Alle geordneten Zahlenpaare (x;y) = (4 + 7k; 1 + 3k) und nur diese sind Lésungen der
Gleichung. Eine Probe durch Einsetzen bestétigt die Richtigkeit. Hatte man die spezielle
Lésung (x;y) = (4;1) erraten, dann wiirde der Satz uber die Lésungsmenge zum selben
Resultat fuhren.

Das Eulersche Reduktionsverfahren
Regeln (in Kurzform):
1. Lése nach der Variablen mit dem absolut kleineren Koeffizienten auf!

[Im Beispiel: Auflésen nach x .]

2. Spalte vom entstandenen Bruch den (absolut gré3ten) "ganzzahligen Teil" ab!
(Probe nicht vergessen!) [Im Beispiel: (-y + 1) ]
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3. Bezeichne den entstandenen Bruch mit einer Hilfsvariablen; gehe zur zugehdrigen
diophantischen Gleichung tber! [ Im Bespiel: 55y - 72 = -179u ]

4. Fuhre die Schritte 1., 2., 3. so lange durch, bis eine diophantische Gleichung entsteht,
bei der eine der beiden Variablen den Koeffizienten +1 oder -1 besitzt!
[ Im Beispiel: v+ 3 = 14k]

5. Dricke (durch schrittweises Einsetzen und Umformen) die Hilfsvariablen und die
Variablen der Ausgangsgleichung durch die zuletzt eingefiihrte Hilfsvariable aus!
[Im Beispiel in der Reihenfolge v = -3 +14k; u = 13 - 55k; y = -41+ 179k
x = 55 - 234k ]

Beispiel fiir das Eulersche Reduktionsverfahren

179x + 234y = 251

x = RS (g q)4 ST X = (41-179k+1)+(13-55k) =
= 55 - 234k
Sy+72 =y 5q 55y - 72 = -179u

179

(- 39+165k+1)+(-3+14k) =
- 41 + 179Kk

-179u + 72 -14u +17
= = (-3u+1)+
y 55 ( 3 ) 55 y

“14‘;5"17 =v &aq 14u - 17 = -55v

u= -55y +17 = (-4V+1)+ v+3 u

” (12 - 56k+1)+k = 13 - 55k

k a4g v+3 = 14k v = -3+14k

Folglich lautet die gesuchte Lésungsmenge:
L={(xy)| x=55-234k; y = -41+179; keZ}.
Beim Losen eines diophantischen Gleichungssystems der Gestalt

a;x + b,y + c,z=d,
ax+byy+c,z=d,

eliminiert man in der Ublichen Weise eine der Variablen, 16st die so entstandene Glei-
chung mit zwei Variablen und gewinnt aus deren Lésung die Lésung des Gleichungssys-
tems.

Beispiel:
2x—5y—z=4'
Xx—2y+z=1
3x -7y =5 ;

Lésung dieser Gleichung siehe oben.

Durch Einsetzenvon x=4+7k und y=1+ 3k indie zweite Gleichung des Systems
erhdtman z=1-4-7k+2+6m=-1-k .

Folglich lautet die Lésungsmenge des Gleichungssystems
L={(xy;z)| x=4+7k; y=1+3k; z=-1-k; keZ} .
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4. GLEICHUNGEN , UNGLEICHUNGEN UND FUNKTIONEN
41. Einige wichtige Ungleichungen

Wiederhole aus dem Arbeitsmaterial fir Klasse 7 den Abschnitt 4.3. (Einige wichtige
Gleichungen und Ungleichungen) . Wiederhole in "Einige Regeln" auf Seite 14 die Regeln

221 und 2.2 .

Satz (iber das quadratische, arithmetische, geometrische und harmonische Mittel:
Far alle positiven reellen Zahlen a,, a,, ..., a, und fur alle natiirlichen Zahlen n>2 gilt:

a"+a,®+..+ap’ a; +a,+..+a, n
max(ay,...,a,) ZV’ 2 > - 2 fa@, a0 2 S - 2

> min(ay,...,a,) -

Prage dir diese Ungleichungen gut ein! Sie lassen sich beim Beweisen von Ungleich-
heitsaussagen oft als Hilfsmittel verwenden.

Aufgabe: Beweise, dass fir alle reellen Zahlen x, y gilt:
Wenn x,y>0 und %+%= 1, dann x+y>4 .

Lésungsfindung: Der Term (% + -:;) erinnert an das harmonische Mittel, der Term (x +vy)

an das arithmetische Mittel. Das legt die Anwendung des Satzes liber das arithmetische

und das harmonische Mittel nahe.

Vor: xy>0 - XY > 2

Xty »2 5 x+y>4

R
Vor.: 3 + v 1-
Aufgabe: Beweise, dass fir alle reellen Zahlen a, b, c gilt:
Wenn ab,c>0 und abc=1, dann a+b+c>3 .
Lésungsfindung: Beim Betrachten der vorkommenden Terme stdét man auf den Satz U-
ber das arithmetische und das geometrische Mittel als giinstiges Hilfsmittel.

Vor.: ab,c>0 — a—+—gi—° > 3/abc
]»—» a+g+°21 -~ a+b+c>3

Vor.: abc=1 ---

42. Funktionen und ihre Graphen
Wiederhole in diesem Zusammenhang den Abschnitt 1.3. "Aussageformen und Mengen" !

D(1) Werden den Elementen x einer Menge X eindeutig Elemente y einer Menge Y
zugeordnet, so heillt die dabei entstehende Menge f von geordneten Paaren (x,y) eine
Funktion .

X hei3t Definitionsbereich , Y heilt Wertebereich der Funktion f.

Die Elemente des Definitionsbereichs nennt man Argumente , die zugeordneten Ele-
mente des Wertebereichs nennt man Funktionswerte der Funktion f.

x —f o~y a (xyef



17

D(2) Git XcR und YcR , wobei R die Menge der reellen Zahlen bezeichnet, dann
nennt man f eine reelle reellwertige Funktion .

D(3) Kann man bei einer Funktion zu jedem Argument den zugehérigen Funktionswert
mit Hilfe einer Gleichung berechnen, dann nennt man die betreffende Gleichung Funkti-
onsgleichung dieser Funktion. y =f(x); xeX aq (x,y)ef; xeX .

Esgiltdann: f={(x,y)|]y=1(Xx);xeX} .

(Beachte: y = f(x) ist eine Aussageform; f ist die zugehdrige Erfullungsmenge; f(x) ist
ein Term .)

D(4) Ordnet man jedem Zahlenpaar (x,y)ef den zugehérigen Punkt P(x,y) in einem
Koordinatensystem zu, dann erhalt man eine ebene Punktmenge, die man Graph von f
bzw. von y =f(x) ; xeX nennt.

(Der Graph des Definitionsbereichs X ist eine Punktmenge auf der x-Achse; der Graph
des Wertebereichs Y ist eine Punktmenge auf der y-Achse .)

Beispiel:

y=fx)=4-|x-3| ; xe(14)

Definitionsbereich X =(1;4) ; Wertebereich Y =(2;4) ;
Abbildung: (1;4) —f_ (2:4)

2 £ 3 ag (2,3)ef aq 3=1(2)
Beachte dabei folgende Definition des Betrages einer reel-
len Zahl u :

u, wenn u=0 ;
|ul =Def{ —fp *

u, wenn u<g0 .

[ ST R e

X 2 *

D(5) Wenn u eine beliebige reelle Zahl ist, dann bezeichnet [ u] den "ganzzahligen
Anteil von u ", d.h. die gréte ganze Zahl, die nicht groRer als u ist.
Es soll also stets eine der folgenden, untereinander dquivalenten Beziehungen gelten:

(@ [ul<su<[ul+1; (b) u-1<[ul=<u; () u=fu]+a mit 0<a<1.

Beispiele: [2,71=2 ; [n]=3; [-4]=-4 : [-43]=-5 ; [_17?’. =3 .

1, wenn u>0 ;
D(6) sgn(u) =5 O, wenn u=0 ; ( gelesen: Signumvon u ).
-1, wenn u<0 .

y y
y=[x]
3
2 —
2 y = sgn(x)
11— ‘
1;
5 1 T2 3 4 % X
P——k -2 -1 1 2 3 4
—_—_—.__(.
*—c -2 2
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Aufgabe: Zeichne die Graphen der Funktionen, die zu folgenden Funktionsgleichungen
gehdren:

y=12x-1| ; xe(-1;2) y=[2x-1]; xe(-1;3) y =sgn(2x - 1); xe(-1;4)
y y
e
1 5= 4>
. X - X X
- a4 [/1 2 a7 2
-1~ ==
s

(Hierbei wurde der Graphvon y=2x-1 ; xe(-1;2) "gepunktet" mit eingezeichnet.)

Beantworte folgende Frage:

Wie erhalt man aus dem Graphen von y =f(x) den Graph von y=|f(x)] , y=[f(x)]
bzw. y=sgn(f(x)) ?

In obigem Beispiel wurde y =f(x) =2x-1 gewahlt. Bilde weitere Beispiele!

Unter einem Parameter wollen wir ein Zeichen fir eine beliebig wahlbare, dann aber
festgehaltene reelle Zahl verstehen.

Gegeben sei eine Funktionsgleichung y = f(x;p) , in der neben der unabhangigen Vari-
ablen x, der Variablen y sowie Konstanten noch ein Parameter p vorkommt.

Der Graph einer solchen parameterhaltigen Funktionsgleichung ist im allgemeinen eine
Kurvenschaar , namlich die Gesamtheit der Graphen aller parameterfreien Funktionsglei-
chungen , die man erhalt, wenn man fir den Parameter eine bestimmte reelle Zahl ein-
setzt. (Eine solche Kurvenschaar besteht aus unendlich vielen Kurven, von denen man
natirlich nur endlich viele zeichnen kann.)

Seien a und b Konstanten sowie p ein Parameter. Dannist y=p(x-a)+b die
Gleichung des Geradenbiischels mit dem Zentrum S(a;b) (mit Ausnahme der durch x =
a dargestellten Geraden).

T oy=plx-3)+2
! p=3
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43. Zum Loésen von Gleichungen und Ungleichungen

Wiederhole in diesem Zusammenhang den Abschnitt 1.3. "Aussageformen und Mengen",
aus dem Arbeitsmaterial fur Klasse 7 den Abschnitt 4.2. (Regeln fur das dquivalente Um-
formen) sowie in "Einige Regeln" auf Seite 15 die Regeln 2.1 und 5 .

Eine GlI/Ugl Iésen heifdt, (auf méglichst geschickte Weise) ihre Lésungsmenge ermitteln.

In vielen (aber keinesfalls allen) Fallen wird die Gl/Ugl zu diesem Zweck so lange umge-
formt, bis man eine vereinfachte Gl/Ugl erhélt, deren Lé6sungsmenge man sofort ablesen
kann.

Als Ldésungsgrundbereich einer Gl/Ugl bezeichnet man den Durchschnitt der Definitions-
bereiche aller in der Gl/Ugl vorkommenden Terme. Die Lésungsmenge einer Gl/Ugl ist
stets eine Teilmenge ihres Lésungsgrundbereichs.

Ermittle stets zunachst den Lésungsgrundbereich der zu I6senden Gl/Ugl ! Beachte auch
die Wertebereiche der vorkommenden Terme! Auf diese Weise lasst sich manchmal die
Losungsmenge der Gl/Ugl sofort ermitteln.

Beispiel: 2x-8 +J4-x2 =2 . Da Ja nurfur a>0 definiert ist, muss gelten:
2x-8 >0 und 4-x* >0,

2x >8 und X2 <4 ,
X >4 und Xl <2,
also D, =(4;0) und D, =(-2;2)

(Definitionsbereiche der beiden Wurzeln)
Lésungsgrundbereich: X =D;nD,=10
Wegen L c X muss daherauch L =0 gelten.

Auftrag: Ermittle jeweils die Losungsmenge der folgenden Gl/Ugl ohne &aquivalent umzu-
formen!

a) [x-2|+2>0; b) v2x-2 - 241-x =0 ; ¢) [x+1]+3=sgn(x+1) .
Oft ist es nitzlich, sich durch das graphische Lésungsverfahren zunéchst einen Uber-
blick iiber die Losungsmenge der Gl/Ugl zu verschaffen. Man geht dabei wie folgt vor:

- Bringe die Gl/Ugl in eine solche Form T,(x) < T,(x) , dass sich die Graphen von
y=T,(x) und y=T,(x) mdoglichst einfach zeichnen lassen.

- Ermittle die Schnittpunkte der beiden Funktionsgraphen.
Die Abszissen dieser Schnittpunkte sind die Lésungen der zugehdérigen Gleichung.

Alle diejenigen x, fur die der Graph von T, "unterhalb" des Graphen von T, liegt, bilden

die Lésungsmenge der zugehérigen Un- y
gleichung.

0
12x] + 1

1. Beispiel: [3x+4]-]2x] - 1

1 Ly =[1/2:x + 4]
[ox+4] :

Betrachte die Graphen von y = [ %x + 4]

und y=|2x|] +1.

Aus den Monotonieeigenschaften der zu-
gehorigen Funktionen folgt, dass es aulier
den in nebenstehender Abbildung festge-
haltenen drei Schnittpunkten keine weite- —
ren Schnittpunkte geben kann.

: R
-1 1152
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Folglich lautet die gesuchte Lésungsmenge L={-1;15;2} .
Eine Probe bestétigt die Richtigkeit.

2.Beispiel: x| + |x-1l< 2
IX|-2 < -|x-1]

Betrachte die Graphen von

y=[x|-2 und y=-|x-1|.
Man erhalt L = (- 0,5;1,5) .

Uberzeuge dich durch eine Probe, dass fir die
Randpunkte dieses offenen Intervalls Gleichheit gilt!

Das Quadrieren und das Multiplizieren beider Seiten einer Gl/Ugl mit einem Term ist nur
unter einschrankenden Bedingungen eine aquivalente Umformung (vgl. die Regein llabc
und IV im Arbeitsmaterial fiir Klasse 7).

Daher sind beim Anwenden dieser Regeln meist Fallunterscheidungen erforderlich.

Beispiel: : +% >2 ; x#-3 . Multiplikation mit (x + 3) (#0) fuhrt zu
x-2>2x+3)und x+3>0 \oder/ x-2<2(x+3)und x+3<0
X-2>2x+6 und X >-3 analog

-8>x und x >3 -8 <x und x<-3
(kein x erfillt diese Bedingungen) -8<x<-3
L,=0 L, = (-8;-3)

L=L,uL, = (- 8- 3)

Beachte: Zur Konjunktion zweier Aussageformen gehért der Durchschnitt ihrer Erfil-
lungsmengen; zur Alternative zweier Aussageformen gehort die Vereinigung ihrer Erfiil-
lungsmengen.
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