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Was ist eine Primzahl?

Was ist eine Primzahl?

Manche Zahlen lassen sich in ein Produkt zerlegen, wie 6 =2 -3
oder 50 = 2 -5 - 5, wobei die Faktoren groBer als 1 sein sollen.
Andere Zahlen lassen sich nicht zerlegen, wie etwa 2, 3, 5 und 7.

@ Eine Primzahl hat genau zwei Teiler, Eins und die Zahl selbst.
@ 1 ist keine Primzahl (hat nur einen Teiler).

o Wie viele Primzahlen gibt es zwischen 1 und 1007

2,3,5,7,11,13,17,19, 23,29, 31, 37,
41,43,47,53,59, 61,67,71,73,79,83, 89,97
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Primzahltest

Einfachster Test

Theorem (Hauptsatz der Zahlentheorie)

Jede natiirliche Zahl lasst sich als eindeutig als Produkt von
Primzahlen schreiben.

n=p-q-r---z,

wobei p,q, r, ...,z Primzahlen sind. Faktoren diirfen mehrmals
auftreten.

@ Angenommen n ist keine Primzahl. Dann gibt es einen Teiler
t>1mitn==t-sundeinen Teiler s mit t <s < n.

o Teiler treten stets paarweise auf: 2-18 =3-12=4.9=16-6.

@ Esgilt t < /n <s. Wenn n durch keine der Zahlen t < /n
teilbar ist, so ist n eine Primzahl.
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Primzahltest

Das Sieb des Erathostenes

Das Sieb des Eratosthenes ist ein Algorithmus zur Bestimmung
einer Tabelle aller Primzahlen kleiner oder gleich einer
vorgegebenen Zahl n.

@ Alle Zahlen 2,3,4, ..., n aufschreiben. Alle Zahlen sind
zunachst unmarkiert. Die kleinste unmarkierte Zahl ist immer
eine Primzahl.

@ Alle Vielfachen dieser Primzahl werden gestrichen (sind
zusammengesetzte Zahlen).

e Das Verfahren endet spatestens, wenn die Vielfachen von /n
gestrichen sind.

@ Alle nicht gestrichenen Zahlen sind Primzahlen.
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Primzahltest

Das Sieb des Erathostenes
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Wir streichen zunachst al-
le Vielfachen von 2, die
groBer sind als 2, also alle
geraden Zahlen ab 4.

Quelle: https://www.mathe-lexikon.
at/arithmetik/natuerliche-zahlen/
teilbarkeit/primzahlen/

sieb-des-eratosthenes.html

HHHHHHH
S = e -

N
EEHE@H@

() [F]

o ~J [4,] t [
B & B &
EEHE@E@

(4]

[=:]
EHHHHHH
~J -~ ~J ~J ~J ~ ~J

[=-] [=<]
EEHEEE.
w
o

Axel Schiiler = Primzahlen und Teilbarkeit 6/ 25


https://www.mathe-lexikon.at/arithmetik/natuerliche-zahlen/teilbarkeit/primzahlen/sieb-des-eratosthenes.html
https://www.mathe-lexikon.at/arithmetik/natuerliche-zahlen/teilbarkeit/primzahlen/sieb-des-eratosthenes.html
https://www.mathe-lexikon.at/arithmetik/natuerliche-zahlen/teilbarkeit/primzahlen/sieb-des-eratosthenes.html
https://www.mathe-lexikon.at/arithmetik/natuerliche-zahlen/teilbarkeit/primzahlen/sieb-des-eratosthenes.html

Primzahltest

Das Sieb des Erathostenes
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Primzahltest

Das Sieb des Erathostenes

_JEen ol i )|
ol HEE
HE:E<HEE=-H
S HEEE-HTHE
HIEIIIIII

Wir streichen nun alle Viel-
fachen von 5, die groBer
sind als 5.
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Primzahltest

Das Sieb des Erathostenes
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Wir streichen nun alle Viel-
fachen von 7, die groBer
sind als 7.
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Primzahltest

Das Sieb des Erathostenes
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Die iibrig gebliebenen Zah-
len kleiner 100 sind nun al-
les Primzahlen. Es gibt 25
Primzahlen von 1 bis 100.



Primzahltest

Fragen iiber Fragen

@ Wie viele Primzahlen gibt es zwischen 100 und 2007 Werden
es ,oben" mehr oder gibt es weniger Primzahlen?

o Gibt es 999 aufeinanderfolgende natiirlichen Zahlen, die alle
zusammengesetzt sind, also alle keine Primzahlen sind?

@ Wie viele Primzahlen gibt es iiberhaupt?

@ Wie groB ist die Summe der reziproken Primzahlen,

s = L EE L ks - 4F L +---7
2 3 5 7 '
@ Wie groB ist die Summe der reziproken Primzahlzwillinge,

b= 1+1 = 1+1 + iw-l +---?
~\3 ' 5 5 7 11 13 '
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Wie viele Primzahlen gibt es?

Wie viele Primzahlen gibt es?

Anzahl der Primzahlen bis 1000
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Immer neue Primzahlen

Neue Primzahlen |

Zu jeder Menge aus Primzahlen M = {p, q,r,...,z} gibt es eine
Primzahl x, die in dieser Menge noch nicht enthalten ist.

Beweis.

Produkt aller Primzahlen dieser Menge bilden und addieren 1:
n=p-q-r---z+1.

Diese Zahl n lasst bei Division durch alle Primzahlen p, q,r, ...,z

den Rest 1. Nach dem Hauptsatz der Zahlentheorie ist n das

Produkt von Primzahlen. Samtliche Primfaktoren von n sind

»neue" Primzahlen, die in M nicht vorkommen. L]

Theorem (Euklid)

Es gibt unendliche viele Primzahlen.
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Immer neue Primzahlen

Neue Primzahlen Il

Sei
x:=2-3-5-7-11-13-17-19-23-29+1

Dann ist
x = 331 -571 - 34231.
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Immer neue Primzahlen

Wie groB und wie klein kdnnen die Liicken zwischen zwei
benachbarten Primzahlen sein?

Es gibt 999 aufeinanderfolgende Zahlen, die alle nicht Primzahl
sind. Fiir n = 1000! sind die Zahlen

h=21r1-v .-. 00

5 n+/2l,n+03,...,n—|-1000
jeweils durch 2,3,... bzw. 1000 teilbar, denn

n+ 18 = 1000! + 18 = 18(1000!/18 + 1).

1000! ist durch alle natiirlichen Zahlen von 1 bis 1000 teilbar.
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Zwei ungeloste Probleme

Primzahlzwillinge

Wenn p und p + 2 beides Primzahlen sind, so spricht man von
einem Primzahlzwilling. Es sind (3,5), (101,103), (107,109)
Primzahlzwillinge.

Vermutung: Es gibt unendliche viele Primzahlzwillinge.
Terence Tao:
https://www.youtube.com/watch?v=pp060GD4m00

Theorem (Yitang Zhang, Mai 2013)

Der Abstand zweier benachbarter Primzahlen ist unendlich oft
kleiner als 70.000.000.
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Zwei ungeloste Probleme

Goldbach

GOLDBACH (1690 bis 1764) formuliert 1742 in einem Brief an
EULER diese Vermutung.

Starke Goldbachsche Vermutung: Jede gerade Zahl groBer als 2
ldsst sich als Summe zweier Primzahlen schreiben.

4=2+2, 6=3+3, 8=5+3, 10=5+5 12=5+7,
14=7+7, 16=13+3, 18=11+7, 20=13+7,
...48=29+19,...,100 = 97 + 3

Theorem (Schnirelmann, 1905-1938)

Jede natiirliche Zahl l3sst sich als Summe von héchstens 300.000
Primzahlen schreiben.

Axel Schiiler = Primzahlen und Teilbarkeit 17/ 25




Zwei ungeloste Probleme

Goldbach

U=U—3)+ 3

Schwache Goldbachsche Vermutung: Jede ungerade Zahl groBer als
5 lasst sich als Summe dreier Primzahlen schreiben.
Wie folgt aus der starken die schwache Goldbachsche Vermutung?

Theorem (Terence Tao, 2012)

Jede ungerade Zahl gréBer als 1 lasst sich als Summe von
héchstens 5 Primzahlen schreiben.

https://arxiv.org/pdf/1201.6656.pdf
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Mersenne Primzahlen

Mersenne

Die Zahlen M, = 2" — 1 heiBen MERSENNE-Zahlen. Ist n = pq
zusammengesetzt, so ist auch M, zusammengesetzt, denn teilbar
durch M, und M,. Ist M, eine Primzahl, so nennt man M,
Mersenne-Primzahl. Die ersten acht Mersenne-Primzahlen M, sind
die mit den Exponenten

n p=2,3,57,13,17,19, 31.

L-A= R24603= 43 ..

GIMPS = Great Internet Mersenne Prime Search. Viele Rechner
werden zusammengeschaltet, um immer groBere Primzahlen zu

entdecken. Die 51. Mersenne-Primzahl wurde 2018 entdeckt.
n=43.112.609 [=12.978.189 2008 GIMPS / Edson Smith

n=77.232.917 | =23.249.425 2017 GIMPS / Jonathan Pace
n=82589.933 | =24.862.048 2018 GIMPS / Patrick Laroche
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Mersenne Primzahlen

Vortrag ohne Worte

Im Jahre 1903 prasentierte FRANK NELSON COLE (1861-1926)
bei einem Treffen der American Mathematical Society in einem
ungewohnlichen Vortrag die Faktoren der Mersenne Zahl

Me7 = 257 — 1. Bereits 1876 hatte Edouard Lucas gezeigt, dass
diese Zahl, entgegen der Angabe von Marin Mersenne, keine
Primzahl ist. Primfaktoren dieser Zahl blieben aber unbekannt.

Bei seinem Vortrag ging Cole wortlos zur Tafel und berechnete den
Wert von Mg7. Sodann schrieb er auf die andere Tafelseite die
Aufgabe 193.707.721 - 761.838.257.287.
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Mersenne Primzahlen

Vortrag ohne Worte

Er fiihrte die langwierige Multiplikation handschriftlich aus und
zeigte am Schluss, dass beide Berechnungen zum gleichen Ergebnis
von 147.573.952.589.676.412.927 fiihrten. Ohne ein Wort
gesprochen zu haben, ging Cole an seinen Platz zuriick, wahrend
seine Kollegen aufstanden und ihm applaudierten. Cole gestand
spater, dass er fiir die Suche nach den Faktoren drei Jahre lang an
den Wochenenden gerechnet habe.
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Mersenne Primzahlen
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Mersenne Primzahlen

Teileranzahlen

@ Wie viele Teiler hat die Zahl n=2-2-2-2-2-2-2 (sieben
Zweien)? & Tel s
@ Wie viele Teiler hat die Zahl m = 2 3 5 11 2-7-')—'1'L=$l

© Eine Zahl mit ungerader Anzahl von Teilern ist eine
Quadratzahl (und umgekehrt).

Z/M—/\ 043 =123 .R§
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