
Kreispotenz und Spiegelung am KreisKlaus-Detlef Kürsten30. Juni 20071 KreispotenzDer Abstand der Punkte A, B der Euklidishen Ebene wird im Folgenden mit |AB| be-zeihnet.De�nition 1: Für einen Kreis K mit Mittelpunkt M und Radius r und einen Punkt Pwird
K(P )

def
= |MP |2 − r2Kreispotenz von P bezüglih K genannt.
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Ist P innerer Punkt von K und sind T , S Shnittpunkte einer Geraden g, die in P eineGerade durh M und P im rehten Winkel shneidet, so gelten nah Sehnensatz für dieSehnenabshnitte t = |PT | = |PS| die Gleihungen
−K(P ) = r2 − |MP |2 = (r − |MP |) · (r + |MP |) = t2.1
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Ist P äuÿerer Punkt von K und sind T , S die Berührungspunkte der Tangenten durh
P an den Kreis K, so gelten nah Sekanten-Tangenten-Satz für die Tangentenabshnitte
t = |PT | = |PS| die Gleihungen

K(P ) = |MP |2 − r2 = (|MP + r|) · (|MP | − r) = t2.Aufgabe 1: Man beweise folgende Aussage:Ist t > 0 eine vorgegebene Strekenlänge, so ist der geometrishe Ort aller Punkte P mit
K(P ) = t2 ein Kreis K ′ mit Mittelpunkt M und Radius r′, wobei r′ durh die Gleihung
r′2 = t2 + r2 bestimmt ist.Wir betrahten nun zwei Kreise K1 und K2 mit Mittelpunkten M1 bzw. M2 und Radien
r1 bzw. r2 und interessieren uns für Punkte P , für die Kreispotenzen K1(P ) und K2(P )bezüglih dieser Kreise übereinstimmen.Sind K1 und K2 vershiedene konzentrishe Kreise, so gibt es o�enbar keinen Punktmit K1(P ) = K2(P ).Shneiden oder berühren sih K1 und K2 in P , so gilt K1(P ) = K2(P ) = 0.Aufgabe 2: Man beweise folgende Aussage:Sind K1 und K2 nihtkonzentrishe Kreise und gilt K1(P ) = K2(P ) für einen Punkt P , sogilt K1(Q) = K2(Q) für alle Punkte Q der Geraden g durh P , die senkreht zur Geraden
gM1,M2

durh M1 und M2 ist.Aufgabe 3: Man beweise folgende Aussage:SindK1 und K2 nihtkonzentrishe Kreise und ist eine Strekenlänge t gröÿer als 1/2 |M1M2|,so werden Radien r3, r4 durh die Gleihungen r3
2 = t2 + r1

2 und r4
2 = t2 + r2

2 eindeutigbestimmt und die Kreise K3 und K4 mit Mittelpunkten M1 bzw. M2 und Radien r3 bzw.2



r4 shneiden sih in zwei Punkten, deren Kreispotenz bezüglih K1 und K2 jeweils gleih
t2 ist. Dies sind auh die einzigen zwei Punkte, für die die Kreispotenz bezüglih beiderKreise gleih t2 ist.Satz 1: Der geometrishe Ort aller Punkte P , die bezüglih zweier nihtkonzentrisherKreise K1 und K2 die gleihe Kreispotenz haben, ist eine Gerade g, die senkreht zur Ver-bindungsgeraden der Mittelpunkte der Kreise ist.Beweis: Nah Aufgabe 3 gibt es Punkte, die bezüglih K1 und K2 die gleihe Kreispotenzhaben.Nah Aufgabe 2 enthält der betrahtete geometrishe Ort eine Gerade g, die senkreht zurVerbindungsgeraden gM1,M2

der Mittelpunkte der Kreise ist.Um den Beweis zu vollenden, beweisen wir indirekt, dass unser geometrisher Ort keineweiteren Punkte enthält. Wir nehmen also an, das K1(P ) = K2(P ) für einen Punkt Pgilt, der niht auf g liegt. Dann liegt nah Aufgabe 2 die Gerade g′, die durh P geht undsenkreht zu gM1,M2
ist, ebenfalls im betrahteten geometrishen Ort. Wählt man nun thinreihend groÿ (z. B. gröÿer als die Summe der Abstände von M2 zu g und g′), so gilt

K1(Q) = K2(Q) = t2 im Widerspruh zur Aufgabe 3 mindestens für die vier Shnittpunktedes in Aufgabe 1 betrahteten (jetzt zu K2 konzentrishen) Kreises mit g bzw. g′.Bemerkung: Ein Punkt M der Geraden gM1,M2
erfüllt die Gleihung K1(M) = K2(M)genau dann, wenn gilt K1(M) − K2(M) = |M1M |2 − |M2M |2 − (r1

2 − r2
2) = (|M1M | +

|M2M |)·(|M1M |−|M2M |)−(r1+r2)·(r1−r2) = 0. Ohne Einshränkung der Allgemeinheitkann man r1 ≥ r2 voraussetzen. Dann ist entweder |M1M |+ |M2M | oder |M1M | − |M2M |gleih dem vorgegebenen Abstand |M1M2|. Ein alternativer Beweis von Satz 1 lässt sihnun auf der Grundlage von Aufgabe 2 und der folgenden Aufgabe 4 führen.Aufgabe 4: Man weise nah, dass sih |M1M | und |M2M | aus den gerade diskutiertenGleihungen eindeutig bestimmen lassen.De�nition 2: Der geometrishe Ort aller Punkte P , die bezüglih zweier nihtkonzentri-sher Kreise K1 und K2 die gleihe Kreispotenz haben, wird Potenzgerade oder Potenzliniedieser Kreise genannt.Aufgabe 5: Wie kann man die Potenzgerade zweier Kreise auf der Grundlage von Auf-gabe 3 konstruieren?
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De�nition 3: Ein Punkt P wird Potenzzentrum dreier paarweise vershiedener Kreisegenannt, wenn seine Kreispotenzen bezüglih aller dreier Kreise übereinstimmen.Aufgabe 6: Man beweise folgende Aussage:Liegen die Mittelpunkte der drei Kreise K1, K2 und K3 niht auf einer Geraden, so ha-4



ben diese Kreise ein eindeutig bestimmtes Potenzzentrum, welhes zugleih Shnittpunktder drei für jeweils zwei der Kreise de�nierten Potenzgeraden ist. Liegen die Mittelpunk-te dreier paarweise vershiedener Kreise auf einer Geraden, so haben diese Kreise keinPotenzzentrum.Aufgabe 7: Man gebe eine Konstruktion der Potenzlinie zweier nihtkonzentrisher Krei-se K1 und K2 an, die darauf beruht, dass man das Potenzzentrum von Kreisen K1, K2 und
K3 mit der Eigenshaft dass K3 sowohl K1, als auh K2 shneidet, sehr leiht konstruierenkann (falls es existiert).De�nition 4: Der Shnittwinkel zweier sih im Punkt S shneidender Kreise K1, K2ist die kleinste Gröÿe eines Winkels mit Sheitelpunkt S, dessen einer Shenkel auf derTangente zu K1 und dessen anderer Shenkel auf der Tangente zu K2 liegt, wobei jeweils
S der Berührungspunkt der Tangente ist.Aufgabe 8: Man bestimme den geometrishen Ort der Mittelpunkte von Kreisen, diezwei gegebenen nihtkonzentrisher Kreise K1 und K2 (beide gleihzeitig) im rehten Win-kel shneiden.Hinweis: Man zeige, dass dieser geometrishe Ort Teil der Potenzgerade von K1 und K2ist.Aufgabe 9: Man konstruiere einen Kreis, der jeden von drei gegebenen Kreisen K1, K2und K3, deren Mittelpunkte niht auf einer Geraden liegen, im rehten Winkel shneidet.Hinweis: Man zeige, dass der Mittelpunkt des gesuhten Kreises mit dem Potenzzentrumder drei gegebenen Kreise zusammenfallen muss.Aufgabe 10: Wie sollte man die Potenzgerade eines Kreises K1 und eies Punktes P2de�nieren. Wie lässt sie sih als geometrisher Ort beshreiben? Wie kann sie konstruiertwerden?Aufgabe 11: Man konstruiere einen Kreis, der den gegebenen Kreis K1 im rehten Win-kel shneidet und durh zwei gegebenen Punkte P2 und P3 geht.Aufgabe 12: Man konstruiere einen Kreis, der den gegebenen Kreis K1 berührt unddurh zwei gegebenen Punkte P2 und P3 geht.Hinweis: Sei K4 ein Kreis durh P2 und P3, der K1 in zwei Punkten shneide und bezeihne
K den gesuhten Kreis. Man zeige, dass die Berührungstangente der Kreise K1 und Kdurh den Shnittpunkt der Potenzgeraden von K1 und K4 mit der Geraden gP2P3

durh
P2 und P3 geht, falls ein solher Shnittpunkt existiert. (Ansonsten sind die drei Geradenparallel.)
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2 Spiegelung (oder Inversion) am KreisIm Folgenden bezeihne K einen Kreis mit Mittelpunkt O und Radius r. Für Punkte
A, B, C, A′, B′, C ′ usw. seien a, b, c, a′, b′, c′ die Abstände zum Punkt O.De�nition 1: Die Spiegelung am Kreis K ist die Abbildung σ, die jedem von O ver-shiedenen Punkt A der Euklidishen Ebene den Punkt σ(A) = A′ auf dem Strahl OA+zuordnet, für den a · a′ = r2 ist.Es ist günstig, die Euklidishe Ebene um einen (unendlih fernen) Punkt ∞ zu er-weitern, durh den de�nitionsgemäÿ jede Gerade, aber kein Kreis geht. Man de�niert
σ(O) = ∞ und σ(∞) = O. Damit wird die Spiegelung σ am Kreis K zu einer bijekti-ven Abbildung der erweiterten Ebene.O�ensihtlih ist σ(σ(A)) = A, d. h. σ2 = σ ◦ σ ist die identishe Abbildung. Somitist die inverse Abbildung σ−1 gleih σ. Auÿerdem lässt σ den Kreis K fest und bildet seinInneres in sein Äuÿeres und sein Äuÿeres in sein Inneres ab.Bemerkung: Identi�ziert man die erweiterte Ebene mit der erweiterten komplexen Zah-lenebene, so ist σ die stetige Fortsetzung der durh σ(z) = 1/z gegebenen Abbildung. Hierwird davon kein Gebrauh gemaht.
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Satz 1: Liegen die Punkte A, B, O niht auf einer Geraden und sind σ(A) = A′ und
σ(B) = B′ die entsprehenden an K gespiegelten Punkte, so sind die Dreieke ∆OAB und
∆OB′A′ entsprehend ähnlih.
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Beweis: Aus a · a′ = b · b′ = r2 folgt a : b = b′ : a′. In den Dreieken stimmen somit derInnenwinkel bei O und das Verhältnis der Längen der anliegenden Seiten überein.Aufgabe: Man konstruiere σ(A) für einen endlihen Punkt A 6= O.Hinweis: Liegt A auÿerhalb des Kreises K und ist T ein Punkt von K, der niht auf derGeraden gOA durh O und A liegt, so stimmen für A′ = σ(A) die Winkelgröÿen ∡OA′Tund ∡OTA überein. Bei gegebenem A oder A′ kann man T so konstruieren, dass zunähsteiner dieser Winkel ein rehter Winkel ist. Danah kann der zweite Punkt A′ oder A sokonstruiert werden, dass auh der zweite Winkel ein rehter Winkel ist.
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Satz 2: Die Inversion σ bildet Geraden und Kreise wieder auf Geraden und Kreise ab.Die folgende Tabelle gibt den Zusammenhang von Urbild und Bild genauer an.Urbild BildGerade durh O dieselbe GeradeGerade niht durh O Kreis durh OKreis durh O Gerade niht durh OKreis niht durh O Kreis niht durh OBeweis: Eine Gerade durh O wird o�ensihtlih durh σ in sih selbst abgebildet. Da diesauh für die inverse Abbildung σ−1 = σ gilt, wird die Gerade auf sih abgebildet.
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Wir bestimmen nun das Bild einer Geraden g, die niht O geht. Mit A werde der Fuÿpunktdes Lotes von O auf g bezeihnet. Ist B ein anderer Punkt von g und sind A′ = σ(A),
B′ = σ(B) die Bildpunkte, so liegt B′ wegen der Ähnlihkeit von ∆OAB und ∆OB′A′ aufdem Taleskreis mit dem Durhmesser OA′. Ist umgekehrt B′ ein von O und A′ vershie-dener Punkt dieses Taleskreises, so ist die Gerade gOB′ durh O und B′ niht parallel zu g(die Parallele zu g durh O ist Tangente an den Kreis mit Durhmesser OA′). Also shnei-det die Gerade gOB′ die Gerade g in einem endlihen, von A vershiedenen Punkt B. Da
σ(B) der von O vershiedene Shittpunkt des betrahteten Taleskreises mit gOB′ ist, folgt
σ(B) = B′. Beahtet man, dass σ(A) = A′ und σ(∞) = O gelten, so ist nahgewiesen, dass
g (einshlieÿlih des unendlih fernen Punktes) durh σ auf den betrahteten Taleskreisabgebildet wird.Wegen σ−1 = σ wird der gerade betrahtete Taleskreis durh σ auf die Gerade g abgebildet.8
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Um das Bild eines Kreises K1 mit Mittelpunkt M , der niht durh O geht zu bestimmen,betrahtet man die Shnittpunkte A, B einer Geraden durh O und M mit diesem Kreis
K1 sowie einen von A und B vershiedenen Punkt C dieses Kreises. Die Bildpunkte unter
σ seien A′, B′ und C ′. Aus Satz 1 folgt für die Winkelgröÿen ∡OCA = ∡OA′C ′ und
∡OBC = ∡OC ′B′.Liegt O niht zwishen A und B, so kann nah eventueller Vertaushung der Bezeih-nungen von A und B vorausgesetzt werden, dass A zwishen O und B liegt, d. h., dass
a < b gilt. Dann gilt aber auh b′ < a′, d. h. B′ liegt zwishen O und A′. Somit gilt fürdie Winkelgröÿen ∡ACB = ∡OCB − ∡OCA = ∡OB′C ′ − ∡OA′C ′ = ∡A′C ′B′. Die letz-te Gleihung folgt daraus, dass die Gröÿe ∡OB′C ′ des Auÿenwinkels des ∆A′B′C ′ gleih
∡A′C ′B′+∡OA′C ′ ist. Also liegt C ′ genau dann auf dem Taleskreis mit Durhmesser A′B′,wenn C auf dem Taleskreis mit Durhmesser AB liegt. Insbesondere bildet σ den Kreis K1in den Kreis K2 mit Durhmesser A′B′ ab. Genauso sieht man, dass σ = σ−1 den Kreis K2in K1 abbildet. Somit bildet σ K1 bijektiv auf K2 ab.
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Der verbliebene Fall, in dem O zwishen A und B liegt, kann unter Beahtung derVeränderten Lagebeziehungen ähnlih behandelt werden
b

b

b b BbA' OA r K B'
C'

bb

C
b

Bemerkung: Aus dem Beweis folgt auh, dass der Mittelpunkt des Bildes einer nihtdurh O gehenden Geraden g auf dem Lot von O auf diese Gerade g liegt.De�nition 2: Sind h1, h2 jeweils Geraden oder Kreise (Kreis und Gerade sind möglih),die niht zusammenfallen, so sagt man, dass sih h1 und h2 in einem Punkt der erweitertenEbene berühren, wenn sie genau diesen Punkt gemeinsam haben. Sie shneiden sih, wennsie genau zwei Punkte der erweiterten Ebene gemeinsam haben.Bemerkung: Somit berühren sih parallele Geraden im Punkt ∞. Geraden, die sih inder gewöhnlihen Ebene shneiden, shneiden sih auh noh im Punkt ∞.De�nition 3: Sind h1, h2 jeweils Geraden oder Kreise, die sih in einem endlihen Punkt
S shneiden, so ist der Shnittwinkel die kleinste Gröÿe eines Winkels mit Sheitelpunkt S,dessen einer Shenkel auf h1 oder auf der Tangente zu h1 und dessen anderer Shenkel auf
h2 oder der Tangente zu h2 liegt, wobei jeweils S der Berührungspunkt der Tangente ist.Berühren sih h1 und h2 (eventuell im unendlih fernen Punkt) oder fallen sie zusammmen,so ist der Shnittwinkel Null.Bemerkung: Der Shnittwinkel ist unabhängig von der Wahl des Shnittpunktes, sodass man vom Shnittwinkel von h1 und h2 sprehen kann. Dies wird im nähsten Beweisverwendet. 10



Satz 3: Sind h1, h2 jeweils Geraden oder Kreise, die sih shneiden oder berühren, sostimmt der Shnittwinkel ihrer Bilder unter σ mit ihrem Shnittwinkel überein.Beweis: Zunähst geht jeder Shnittpunkt und jeder Berührungspunkt von h1 und h2 beider Anwendung der bijektiven Abbildung σ in einen Shnittpunkt bzw. Berührungspunktder Bildkurven über, da die Anzahl der gemeinsamen Punkte (einer bei Berührung, zweibei Shnitt) erhalten bleibt. Daraus folgt insbesondere die Behauptung im Berührungsfall.Ferner ändert sih weder der Shnittwinkel der Urbilder noh der Shnittwinkel derBildkurven, wenn man etwa h2 durh einen Kreis oder eine Gerade ersetzt, der oder die
h2 im Shnittpunkt oder Berührungspunkt S von h1 und h2 berührt (weil man z. B. imFalle von Kreisen dieselben Tangenten behält). Im shon erledigten Berührungsfall könnteman bei dieser Prozedur allerdings zwei zusammmenfallende Geraden oder Kreise erhalten,was aber den Shnittwinkel Null niht ändern würde. Jedenfalls kann man im Rest desBeweises h2 gegebenenfalls durh seine Tangente ersetzen. Da h1 und h2 gleihberehtigtsind, brauht man also nur noh den Fall zu behandeln, in dem h1 und h2 Geraden sind,die sih shneiden.Shneiden sih nun zwei Geraden h1 und h2 in O, so gilt die Behauptung o�ensihtlih.Shneiden sie sih in einem von O vershiedenen Punkt S und geht eine der Geraden,etwa h1 durh O, So ist das Bild der anderen Geraden h2 ein Kreis durh O, dessenMittelpunkt auf dem Lot von O auf h2 liegt, dessen Tangente in O demzufolge parallel zu
h2 ist. Da das Bild von h1 gleih h1 ist, folgt die Behauptung.Shneiden sih zwei Geraden h1 und h2 in S und geht keine der Geraden durh O,so sind wieder die Tangenten an die Bildkreise im Punkt O parallel zu den gegebenenGeraden, woraus die Behauptung folgt.Berührungsproblem des Apollonius Dies ist das Problem der Bestimmung (oder derKonstruktion) von Geraden oder Kreisen, die drei gegebene Figuren F1, F2, F3, von denenjede ein Kreis, eine Gerade, oder ein Punkt ist, berühren bzw., im Falle eines Punktes,tre�en. Da auh noh Lagebeziehungen zu beahten sind, sind viele Fälle zu untersheiden.Die Spiegelung am Kreis ist ein wirkungsvolles Hilfsmittel bei vielen der entstehendenTeilaufgaben.Aufgabe 1: Es seien paarweise vershiedene Kreise K1, K2, K3 gegeben, die sih alledrei in einem Punkt shneiden. Man bestimme (oder konstruiere) alle Kreise, die jeden dergegebenen Kreise berühren.Hinweis: Spiegelung an einem Kreis, dessen Mittelpunkt der Shnittpunkt der gegebenenKreise ist.Aufgabe 2: Es seien vershiedene Kreise K1, K2 und ein Punkt P3 auÿerhalb dieserKreise gegeben. Man konstruiere alle Kreise, die jeden der gegebenen Kreise berühren unddurh P3 gehen.Hinweis: Spiegelung an einem Kreis, mit Mittelpunkt (oder Inversionszentrum) P3.11



Aufgabe 3: Es seien ein Kreis K1 und vershiedene Punkte P2, P3 auÿerhalb dieses Krei-ses gegeben. Man konstruiere alle Kreise, die den gegebenen Kreis berühren und durh P2und P3 gehen.Variante: P2 und P3 liegen im Inneren von K1.Aufgabe 4: Es seien Kreise K1, K2, K3 gegeben, von denen jeder im Äuÿeren der an-deren Kreise liege. Man bestimme (oder konstruiere) alle Kreise, die jeden der gegebenenKreise berühren.Hinweis: Es ist sinnvoll, Teilaufgaben zu betrahten, in denen zusätzlih vorgegeben wird,welhe der gegebenen Kreise den gesuhten Kreis von innen bzw. von auÿen berühren sol-len.Sollen etwa alle gegebenen Kreise den gesuhten Kreis K von innen berühren, und hat
K3 unter den gegebenen Kreisen den kleinsten Radius r3, so wird der zu K konzentrisheKreis mit um r3 verringertem Radius entsprehend verkleinerte zu K1 bzw. K2 konzentri-she Kreise berühren und durh den Mittelpunkt K3 gehen.Sollen manhe der gegebenen Kreise den gesuhten Kreis von auÿen berühren, so kann mananalog vorgehen. In solhen Fallen müssen vielleiht manhe Radien vergröÿert werden.Variante: Die Kreise K1 und K2 liegen im Inneren von K3, K1 liegt im Äuÿeren von K2und K2 liegt im Äuÿeren von K1.Bemerkungen: Die letzte Variante kann direkt gelöst werden. Es ist aber auh möglih,die gegebenen Kreise durh eine Spiegelung an einem geeigneten Kreis in drei Kreise zuüberführen, von denen jeder im Äuÿeren der anderen Kreise liegt.Haben im Berührungsproblem des Apollonius zwei der gegebenen Kreise oder Geradengemeinsame Punkte, so vereinfaht sih das Problem in der Regel durh eine Inversion aneinem Kreis, bei der solh ein gemeinsamer Punkt Inversionszentrum ist.Mit dem Trik der gezielten Änderung von Radien im Hinweis zu Aufgabe 4 kann manauh erreihen, dass sih derart veränderte gegebene Kreise tre�en.Satz 4: Sind A, B von O vershiedene endlihe Punkte mit den Bildpunkten σ(A) = A′und σ(B) = B′, so gilt für ihre Abstände die Gleihung

|A′B′| =
r2

a · b
· |AB|Beweis für den Fall, dass A zwishen O und B liegt: In diesem Fall liegt B′ zwishen O und

A′, so dass die Behauptung aus den Gleihungen |A′B′| = a′−b′ = r2/a−r2/b = r2

a·b
·(b−a)und |AB| = b − a folgt.Aufgabe 5: Man beweise den Satz in den anderen Fällen.
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De�nition 4: Für paarweise vershiedene endlihe Punkte A, B, C, D ist das Doppel-verhältnis de�niert als
DV (ABCD) =

|AC|

|CB|
:
|AD|

|DB|
.Ist einer der Punkte gleih ∞, so sind in dieser De�nitionsgleihung die zwei Streken-längen, in denen dieser Punkt vorkommt, durh irgendeine (in beiden Vorkommensfällengleihe) Strekenlänge zu ersetzen, die sih dann wegkürzt.Bemerkung: Bezeihnet man für Punkte A, B, C einer Geraden mit TV (C; AB) = |AC|

|CB|das Verhältnis, in dem C die Streke AB teilt, so ist das Doppelverhältnis DV (ABCD)von vier Punkten einer Geraden das Verhältnis TV (C; AB) : TV (D; AB) von Teilungs-verhältnissen. In unserer De�nition brauhen die vier Punkte aber niht auf einer Geradenliegen. Auh sind hier alle Doppelverhältnisse positiv, während Teilungsverhältnisse aufGeraden oft mit Vorzeihen versehen werden.Aufgabe 6: Man überzeuge sih davon, dass folgende Vertaushungseigenshaften gelten:
DV (BACD) = DV (ABDC) =

1

DV (ABCD)
,

DV (ABCD) = DV (BADC) = DV (CDAB).Satz 5: Für paarweise vershiedene Punkte A, B, C, D der erweiterten Ebene mit denBildpunkten σ(A) = A′, σ(B) = B′, σ(C) = C ′ und σ(D) = D′ gilt stets
DV (A′B′C ′D′) = DV (ABCD).Beweis: Fall 1: Die vier Punkte A, B, C, D sind endlih und vershieden von O. In die-sem Fall folgt die Behauptung durh Einsetzen der in Satz 4 gegebenen Formeln für Ab-stände von Bildpunkten in die De�nitionsformel für DV (A′B′C ′D′). Nah Kürzung bleibt

DV (ABCD) übrig.Fall 2: Einer der Punkte ist gleih O. Dann kann man auf der Grundlage der Vertaushungs-eigenshaften des Doppelverhältnisses annehmen, dass D = O ist. Dann ist D′ = ∞ undes gelten |AD|
|DB|

= a
b
und DV (A′B′C ′D′) = |A′C′|

|C′B′|Fall 2.1: Die Punkte A, B, C sind endlih. Dann folgt unter Verwendung von Satz 4
DV (A′B′C ′D′) =

|A′C ′|

|C ′B′|
=

r2

a·c
· |AC|

r2

c·b
· |CB|

=
|AC|

|CB|
:
a

b
= DV (ABCD).Fall 2.2: C = ∞. Dann gelten C ′ = O, D′ = ∞ und folglih

DV (A′B′C ′D′) =
|A′O|

|OB′|
=

a′

b′
=

r2

a
:
r2

b
= 1 :

|AD|

|DB|
= DV (ABCD).Fall 2.3: Einer der Punkte A, B ist unendlih. In diesem Fall kann man auf der Grundlageder Vertaushungseigenshaften des Doppelverhältnisses annehmen, dass B = ∞ ist. Die13



Doppelverhältnisse sind dann durh DV (A′B′C ′D′) = |A′C ′|/|C ′O| und DV (ABCD) =
|AC|/|AO| gegeben und die Behauptung folgt aus

|A′C ′|/|C ′O| =

(

r2

a · c
· |AC|

)

:
r2

c
= |AC|/a = AC|/|AO|.Fall 3: Einer der Punkte ist unendlih. Dann ist einer der Bildpunkte gleih O und dieBenutzung der im Fall 2 shon bewiesenen Behauptung für die Punkte A′, B′, C ′, D′ (an-stelle A, B, C, D) ergibt DV ((A′′B′′C ′′D′′) = DV (A′B′C ′D′), wobei A′′ = σ(A′) = A,

B′′ = σ(B′) = B, C ′′ = σ(C ′) = C und D′′ = σ(D′) = D die entsprehenden Bildpunktesind. Damit ist der Satz auh im dritten Fall bewiesen.Die Falluntersheidung ist o�ensihtlih vollständig. Die Fälle übrshneiden sih, was aberniht shadet.De�nition 5: Paare (A, B) und (C, D) paarweise vershiedener Punkte eines Kreisestrennen sih gegenseitig, wenn die Punkte jedes der Paare auf vershiedenen der vomjeweils anderen Punktepaar bestimmten Kreisbögen des Kreises liegen, d. h., wenn dieStreken AB und CD Diagonalen eines konvexen Sehnenviereks sind.Paare (A, B) und (C, D) paarweise vershiedener endliher Punkte einer Geraden tren-nen sih gegenseitig, wenn von den Punkten jedes der Paare genau einer zwishen denPunkten des jeweils anderen Paares liegt.Paare (A, B) und (C, D) paarweise vershiedener Punkte einer Geraden, von deneneiner unendlih ist, trennen sih gegenseitig, wenn der Partner des unendlihen Punkteszwishen den (endlihen) Punkten des anderen Paares (zu dem er niht gehört) liegt.Aufgabe 7: Man Weise nah, dass sih Paare (A, B) und (C, D) paarweise vershiedenerPunkte eines Kreises oder einer Geraden genau dann gegenseitig trennen, wenn sih dieBildpunkte der Bild�gur (unter σ) gegenseitig trennen.Aufgabe 8: Man beweise den folgenden Satz.Satz 6: Paare (A, B) und (C, D) paarweise vershiedener Punkte der erweiterten Ebenesind genau dann einander trennende Punktepaare eines Kreises oder einer Geraden, wenn
DV (CBAD) + DV (CABD) = 1 gilt.Hinweis: Man führe den allgemeinen Fall durh eine geeignete Spiegelung am Kreis aufden Fall D = ∞ zurük.Aufgabe 9: Man beweise den folgenden Satz.Satz 7 (Satz des Ptolomäus): In jedem konvexen Sehnenvierek ist die Summe derProdukte gegenüberliegender Seiten gleih das Produkt der Diagonalen.14


