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1 Konstruktionen mit Bewegung

1.1 Zentrische Streckung

Mit Hilfe der Versuch-und-Irrtum-Methode konnen eine Reihe von Konstruktionsaufgaben mit-
tels zentrischer Streckung durchgefiihrt werden. Spéter stellt sich heraus, dass mitunter andere Be-
wegungen schneller zum Ziel fiihren konnen.
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Aufgabe 1 Gegeben sei ein Dreieck ABC. Konstruiere ein
Quadrat PQRS, so dass PQ auf der Seite AB, R auf BC und
S auf C A liegt.

Losung: Es wird zunéchst ein beliebiges Quadrat P’Q’R’S’
s/ R konstruiert mit P/,Q’ € AB, S’ € AC. Der Punkt R’ ist da-
mit festgelegt. Er liegt i.a. nicht auf BC. Durch zentrische
Streckung mit Zentrum A erhilt man R € BC nimlich als
Schnittpunkt von AR’ mit BC.

Aufgabe 2 (Sichs. Korresp. 9/10 2006/7) Gegeben sei ein
Quadrat ABC D. Konstruiere einen Kreis k durch D, der die
D C  Seiten AB und BC beriihrt.

Lésung: Wir wihlen einen beliebigen Punkt M’ auf der Dia-
gonalen BD, fille das Lot auf AB und zeichne den Kreis k’
mit Mittelpunkt M’, der AB und BC beriihrt. Sein Schnitt
D mit der Diagonalen sei D’. Féllt man das Lot von D’ auf AB,
so erhilt man als Fulpunkt A’. SchlieBlich verschiebt man
A’N parallel durch A und erhilt als Schnitt mit der Diago-
nalen BD den Mittelpunkt M des gesuchten Kreises. Fazit:
A A’ B Der HIlfskreis k¥’ um M’ wird gestreckt mit Zentrum B, bis
er durch D verlduft.

Aufgabe 3 (Apollonius) Gegeben sei eine Gerade r und zwei Punkte P und Q auf derselben Seite
von g.
Konstruiere einen Kreis k durch P und Q, der r beriihrt.

Losung: Diese Aufgabe ist eines der Apollonischen Beriihrungsprobleme: Gegeben sind drei Stiicke
(Kreis oder Gerade oder Punkt), man konstruiere einen Kreis, der alle drei Stiicke bertihrt. Ist zumin-
dest ein Punkt P in der Aufgabe enthalten, so betrachte man die Spiegelaufgabe. Man wihle einen
beliebigen Inversionskreis i mit Mittelpunkt P. Dann geht P ins Unendliche iiber und gesucht ist
eine Gerade, die die anderen beiden gespiegelten Stiicke beriihrt. Spiegelt man diese Gerade an i
zurtiick, so erhilt man den gesuchten Kreis durch P.

Die Menge der Mittelpunkte der Kreise k, die durch P und Q gehen, liegen auf der Mittelsenkrechten
mp. Die Mittelpunkte der Kreise, die von P und r denselben Abstand haben, bilden eine Parabel
(die sich allerdings nicht konstruieren lasst).

Es sei Z der Schnittpunkt von r und mpq. Wir betrachten alle méglichen zentrischen Streckungen
von Kreisen k’, deren Mittelpunkt auf m liegt und die r beriihren. Die korrekte zentrische Streckung
findet man, wenn man die Gerade PZ betrachtet, die k’ etwa in P, und P, schneidet. Dementspre-
chend gibt es genau zwei Steckungen von P, nach P und P, nach P und damit zwei Losungen k;
und k,.

Aufgabe 4 Gegeben sei ein spitzwinkliges Dreieck ABC. o

(a) Konstruiere ein gleichseitiges Dreieck PQR mit P auf BC, Q auf AC und R auf AB, so dass QR L
AB.

(b) Es sei P auf BC fixiert. Konstruiere ein gleichseitiges Dreieck PQR mit Q auf der Geraden AC
und R auf AB.

Lésung: (a) Es wird zunéchst ein beliebiges gleichseitiges Dreieck P’Q’R’ konstruiert mit P’ € BC
und Q’ € AC was dann mit Zentrum C gestreckt wird.

(b) Drehe AC um P um —60° (im Uhrzeigersinn). Der Schnittpunkt mit BC ist der gesuchte Punkt
Q.



Aufgabe 5 Gegeben seien drei parallele Geraden g, k und k. Man konstru-
iere ein gleichseitiges Dreieck ABC mit Ae g, Be hund C € k.

Losung: Wir fixieren B € h und wéhlen einen beliebigen Punkt C” auf k.
Zu diesem Paar konstruieren wir ein gleichseitiges Dreieck BC’A’. In der
Regel wird A’ nicht auf g liegen. Wir machen das selbe noch einmal mit B
und einem weiteren Punkt C” auf k und erhalten A”.

Nun erkennt man, dass die Menge der Punkte A®), die mit B und einem festen Punkt C(*) ein gleich-
seitiges Dreieck bilden, die um 60° um B gedrehte Gerade k ist. Diese bezeichnen wir mit k’. Der
Schnittpunkt von k’ und g ist der gesuchte Punkt A.

Eindeutigkeit: Natiirlich kann man nun das Dreieck ABC beliebig verschieben und an einer zu g,
h, k senkrechten Geraden spiegeln.

Aufgabe 6 Gegeben seien zwei Geraden g und h und ein
D Kreis k in der Ebene. Man konstruiere ein Quadrat ABC D
mitA,Ce€h,Degund Bek!

Losung: Es sei S der Schnittpunkt der Geraden g und h. Wir
konstruieren zunichst ein Quadrat A’B’C’D’, das bis auf
B’ € k alle Bedingungen erfiillt. Dann strecken wir das Qua-
‘ drat mit dem Zentrum S und erhalten die zwei Losungen
SN ABCD und A”B”C” D" als Schnittpunkte der an h gespie-
gelten Geraden g mit k: B und B”.

Aufgabe 7 Gegeben seien drei konzentrische
Kreise k;, k, und k3 mit den Radien 3, 4 und 5.
Konstriere ein rechtwinkliges Dreieck ABC mit
a=60° B =30°und y =90° sodass A, Bund C
jeweils auf k;, k3 bzw. auf k, liegen.

i Losung: Zunichst fixieren wir einen beliebigen
& f Punkt A auf k; und drehen k, um A um 60° und er-
halten k; mit Mittelpunkt M’. Dann strecken wir
k; mit Zentrum A und Faktor 2. Als Ergebnis er-
halten wir den Kreis k;’ mit Mittelpunkt M” und
dem Radius 8. Seine Schnittpunkte mit k3 sind die
gesuchten Punkte B und B;.

1.2 Drehungen

Aufgabe 8 (Séchs. Landesseminar 2002, Klasse 9/10) Gegeben sei ein Punkt P. Man konstruiere
ein Quadrat ABC D, so dass P von den Punkten A, B bzw. C die Abstiande 1, 2 bzw. 3 hat.

Lésung: Die ,Umkehraufgabe“ist genau Aufgabe 35. Die Drehung um B um 90° im Uhrzeigersinn
fiihrt auf ein konstruierbares rechtwinklig-gleichschenkliges Dreieck P BP’ mit Schenkelldnge 2.
Uber P P’ ldsst sich dann nach SSS das Dreieck P P’C konstruieren.

Bem. Die Punkte A, P und P’ liegen auf einer Geraden, da nach Umkehrung des Pythagoras einer-
seits gilt: ZC P’A=90°. Andererseits ist AP L A’P’.

Aufgabe 9 (BWM 1995.1.2) Gegeben sei eine Gerade g in der Ebene und ein Punkt A au8erhalb von
g.

Bestimme alle Punkte P, fiir die es einen Punkt Q auf g gibt, so dass das Dreieck APQ gleichseitig
ist.



Lésung: Der gesuchte geometrische Ort sind die beiden Geraden g, und g_, die man erhilt, wenn
man g um A um +60° dreht. Jedem Punkt P auf g entspricht ein Bildpunkt P, € g, mit AP = AP,
und ZPAP, =60°. Damit ist PAP, gleichseitig.

Aufgabe 10 Gegeben seien vier Strahlen a, b, c und d mit gemeinsamen Anfangspunkt 2.

(a) Man konstruiere ein Rhombus ABCD so, dass die Punkte A, B, C und D auf den gegebenen
Strahlen a, b, ¢ bzw. d liegen!

(b) Gleiche Aufgabe wie in (a), wobei der Innenwinkel des Rhombus, der bei A liegt gleich 60° sein
soll.

(c) Gleiche Aufgabe wie in (a) fiir ein Quadrat.

Aufgabe 11 Gegeben seien in der Ebene vier Punktmengen (Geraden, Kreise, Vierecksfldche, o. &.).
Konstruiere ein Quadrat ABC D, so dass die Punkte A, B, C und D jeweils in einer der gegebenen
Punktmengen liegen!

1.3 Spiegelungen

Aufgabe 12 Gegeben seien zwei sich schneidende Kreise k;
und k,. Einer der Schnittpunkte sei S.

Konstruiere eine durch S gehende Gerade, die k; und k, au-
Rer in S noch in den Punkten P bzw. Q so schneidet, dass S
der Mittelpunkt von PQ ist.

Losung: Man punktspiegle k; an S — das ist das selbe wie
eine Drehung um S um 180°. Der zweite Schnittpunkt mit
k2 ist Q

Aufgabe 13 Gegeben seien drei benachbarte Quadrate wie in der ne-
benstehenden Skizze. Zeige, dass a + 8 =45°.

P’ C  Lésung: Wir spiegeln die 3 Quadrate an der unteren Kan-
te und erhalten ein gleichschenklig-rechtwinkliges Dreieck
/ ABC mit Basiswinkel a + 8 = 45°. In der Tat, die Schenkel

sind gleich lang, da es sich jeweils um die Diagonale in ei-
Q0 nem 1 x 2-Domino handelt. Der Winkel an der Spitze ist ein
rechter, da das Rechteck BQAP bei Drehung um B um 90°

im Uhrzeigersinn in das Rechteck BQ’C P’ iiber geht.

P B o’

Aufgabe 14 Gegeben sei ein Quadrat ABCD. Der Punkt P auf AC
teile die Strecke im Verhiltnis 4 : 1, der Punkt Q teile die Strecke
AB im Verhiltnis 3 : 2. Beweise, dass PQD ein gleichschenklig-
4 rechtwinkliges Dreieck ist.

Lésung: Man erkennt, dass O P und P D beides Diagonalen in zuzein-
ander senkrechten Rechtecken vom Format 1 x 4 sind.




Aufgabe 15 (IMO 1983) Gegeben seien zwei sich
in P schneidende Kreise k; und k, mit den Mit-
telpunkten M; bzw. M,. Von P aus bewegen sich
Punkte R; bzw. R, auf k; bzw. k, mit gleicher Win-
kelgeschwindigkeit im Uhrzeigersinn; das heilst,
wenn R; einen Halbkreis durchlaufen hat, so auch
R, auf k,.

Man beweise, dass es einen Punkt der Ebene gibt,
der von R; und R, zu jedem Zeitpunkt gleichweit
entfernt ist.

Losung: Wir spiegeln k; an der Mittelsenkrechten zu M; M,, so dass k] und k, konzentrisch sind.
Wir zeigen, dass der Bildpunkt P’ von P der gesuchte Punkt ist.

Es sei R der R, entsprechende Punkt auf k. Da ZPM,R, = ZPM,R, nach Voraussetzung, gilt
ZP'M,R] = ZPM,R,. Zieht man den gemeinsamen Anteil ZPM,P’ ab, so hat man ZPM,R, =

ZP'M,R,. Folglich gilt AP M, R; = AP’M, R, nach Kongruenzsatz SWS. Also ist PR; = P'R, = P'R.

2 Beweise mit zentrischer Streckung

2.1 Ahnlichkeitslage

Zwei Figuren befinden sich in Ahnlichkeitslage, wenn die Verbindungsgeraden einander entspre-
chender Punkte parallel sind. Es gibt im wesentlichen vier Fille von Figuren in Ahnlichkeitslage.
Sind die Figuren kongruent, so gibt es eine Verschiebung, die die eine Figur in die andere tiberfiihrt
oder aber eine Drehung um 180°. Sind die Figuren dhnlich und nicht kongruent, so gibt es entwe-
der eine zentrische Streckung mit positivem Faktor oder mit negativem Faktor, welche die Figuren
ineinander iiberfiihren. Im ersten Fall liegt das Streckungszentrum stets aufSerhalb der Strecke P P/,
im zweiten Fall stets innerhalb. Die zweite Abbildung kann man sich auch als Komposition einer

Steckung mit positivem Faktor und einer 180°-Drehung um das Zentrum vorstellen.
Aufgabe 16 Gegeben seien drei Paare paralleler Geraden

gllg’, hl|h/ und k|| k’. Es seien A, B und C die Schnittpunkte
von g, h bzw. g, k bzw. h, k. Analog seien A’, B’ und C’ die
Schnittpunkte der entsprechenden Geraden g’, h’ und k’.
(a) Beweise, dass die Dreiecke ABC und A’B’C’ einander
dhnlich sind.

(b) Beweise, dass die Geraden AA’, BB’ und CC’ durch
einen gemeinsamen Punkt verlaufen.

In der Ebene seien zwei einander #hnliche Dreiecke
AABC ~ AA’B’C’ gegeben, wobei einander entsprechen-
de Seiten parallel seien, das heit, AB||A’B’, BC||B’C’ und
AC|A'C.




Beweis.
Da gl|g’ und h||h’, sind die durch g und h bzw. durch g’ und

¢ h’ eingeschlossenen Winkel bei A bzw. A’ gleich groR. Somit

) sind die Dreiecke ABC und A’B’C’ einander #hnlich nach

. : : dem Ahnlichkeitssatz WW. Der Ahnlichkeitsfaktor sei g > 0.

X Es sei Z der Schnittpunkt der Geraden AA’ und BB’ und S
der Schnittpunkt von BB’ mit C C’. Dann gilt

ZA:ZA'=ZB:ZB'=q=SB:SB’=SC:SC.

Nun gibt es zwei Fille: Z und S liegen beide auRerhalb oder beide innerhalb der Strecke BB’. Der
dritte denkbare Fall, dass einer der Punkte innerhalb und der andere auBerhalb der Strecke BB’
liegt, entfillt aus anordnungsgeometrischen Argumenten - --.

Da in beiden Fillen das Teilungsverhiltnis gleich ist, folgt in beiden Fillen Z = S. Insbesondere
geht im ersten Fall A’B’C’ aus ABC durch eine zentrische Streckung mit Zentrum Z und Faktor ¢
hervor; im zweiten Fall handelt es sich um eine zentrische Streckung mit dem Faktor —¢q, das ist die
Verkniipfung der zentrischen Streckung mit anschlienf$eder Drehung um 180° um Z. |

Bemerkung 1 Wendet man die obige Aufgabe auf das Mittendreieck eines Dreiecks an — die Ver-
bindung der Mitten liefert zu den Seiten parallele Geraden — so hat man, dass sich die Seitenhal-
bierenden in einem Punkt schneiden.

Aufgabe 17 (MO 471313) Die Kreise k; mit dem Mittelpunkt M; und k, mit dem Mittelpunkt M,
schneiden sich in zwei verschiedenen Punkten A und B. Die Gerade AM; schneidet k; auller in A
noch im Punkte C; die Gerade AM, schneidet k, auller in Anochin D.

Man zeige, dass die Geraden M; M, und C D parallel sind, und dass B auf der Geraden C D liegt.

Offenbar geht das Dreieck AM; M, bei zentrischer
Streckung mit dem Faktor 2 mit Zentrum A in
das Dreieck AC D tiber. Daher (oder nach Umkeh-
rung des Strahlensatzes) sind M; M, und C D par-
allele Geraden. Spiegelt man A an M; M,, so er-
hédt man aus Symmetriegriinden B. Folglich gilt
fiir den Schnittpunkt N von AB und M; M,, dass
AN = NB. Somit ist B der Bildpunkt von N bei
obiger Streckung. Da N auf M; M, liegt, liegt B auf
CD.

Aufgabe 18 (BWM 1996.2.3) Uber den Seiten eines Dreiecks ABC sind nach aufen Rechtecke
ABB;A;, BCC; B, und CAA,C, errichtet.

Beweise, dass sich die Mittelsenkrechten der Strecken A; A,, B; B, und C; G, in einem gemeinsamen
Punkt schneiden.

Beweis.



Esseien E, F und G die Umkreismittelpunkte der
Dreiecke AA; A,, BB, B, bzw. CC, C,. Ferner sei-
en g, h und k die Mittelsenkrechten von A;A,,

Ay B1

‘ L
[~

BB, bzw. C;C,. Dann ist nach obiger Aufgabe
(16) EF G ein zu ABC dhnliches Dreieck. Wir be-
zeichnen mit x, y, u, v, a und b die Innenwinkel
der Dreiecke AA;A,, BBy B, bzw. CC,C,, die bei
Ay, Ay, By, By, C; bzw. G, liegen. Wegen der Ortho-
gonalitdt der Schenkel sind dann die Winkel, die
durch die Geraden g, & und k bei E, F und G ab-
geteilt werden ebenfalls x, y, u, v, a bzw. b.

Nach der Umkehrung des Satzes von CEVA geniigt es also zu zeigen, dass

Dazu verschieben wir das Dreieck AA; A, und erhalten das Dreieck C P C,. Analog erhalten wir durch
Verschieben von Dreieck BB, B, da Dreieck C P C;. Diese Konstruktion ist méglich und fiihrt auf
einen eindeutigen Punkt P, da die Seiten AA; und B B; wie auch die Seitenpaare BB, und C C, sowie
AA; und C G, parallel und gleich lang sind. Somit ist P C; C, ein Dreieck mit innerem Punkt P, der
mit den Eckverbindungen zu C, C; und P und den Dreiecksseiten die folgenden Winkel einschlie3t:

sinx sinu sina

siny sinv sinb

¥, u, v, a, b und x. Nach dem CEVAschen Satz gilt dann

siny sinv sinb

sinu sina sinx

Dies beweist (1) und somit schneiden die Mittelsenkrechten einander in einem Punkt.

Somit schneiden sich AA’, BB’ und CC’ im Inkreismittelpunkt I des Dreiecks ABC. Ferner sind
A’B’, A’C’ und B’C’ parallel zu den entsprechenden Seiten AB, AC bzw. BC, da die drei Kreise k;,

Aufgabe 19 (MO 421142) Im Innern
des Dreiecks ABC liegen vier kon-
gruente Kreise ki, k», k3 und k; mit
den Mittelpunkten A’, B/, C’ und M’
wie in der nebenstehenden Skizze
angedeutet. Dabei beriihren k;, k, und
ks jeweils zwei Seiten des Dreiecks
und k, von aullen. Beweise, dass M’
auf der Geraden durch In- und Um-
kreismittelpunkt von Dreieck ABC
liegt.

(a) Nach Konstruktion liegen A’, B’ bzw. C’ auf den Win-
kelhalbierenden von a,  und 7, da der Kreis k; die Seiten
c und b des Dreiecks ABC beriihrt. Da die Tangentenn-
abschnitte der beiden Tangenten ¢ und b von A aus an k;
gleichlangsind, hat A’ von ¢ bzw. b den selben Abstand und
liegt damit auf der Winkelhalbierenden w,,.



K, und k3 gleiche Radien haben. Somit ist A’B’C’ das Bild von ABC bei einer Stauchung mit dem
Zentrum .

(b) Wir zeigen, dass M’ der Umkreismittelpunkt von Dreieck A’B’C’ ist. Da k, die drei anderen Krei-
se von aullen beriihrt und da die Beriihrungspunkte alle auf den Verbindungen der Mittelpunkte
liegen, gilt M’A’ = M’B’ = M’C’ =2r,wenn r der Radius der vier Kreise ist. Somit hat M” von A’, B/
und C’ den gleichen Abstand, ist somit Umkreismittelpunkt von A’B’C’.

(c) Bei einer zentrischen Streckung/Stauchung liegen einander entsprechende Punkte auf einer
Geraden durch das Streckungszentrum. Das gilt insbesondere fiir den Umkreismittelpunkt M von
ABC und den entsprechenden Umkreismittelpunkt M’ von A’B’C’. Somit liegen M, M’ und I auf
einer gemeinsamen Geraden. |

Bemerkung 2 Der Beweis verlduft ganz genauso, wenn nur vorausgesetzt wird, dass die 3 Kreise k,
k, und k3 die gleichen Radien besitzen.

Aufgabe 20 (Baltic Way 1992) Gegeben sei ein
Kreis k in der Ebene und zwei Kreise k; und k,
die k von innen in den Punkten A bzw. B be-
rithren. Ferner sei ¢ eine gemeinsame Tangente
von k; und k, so, dass k; und k, beide auf der
selben Seite von ¢ liegen. Es seien C und D die
Beriihrungspunkte von ¢ mit k; bzw. k.

Beweise, dass die Geraden AC und BD sich in ei-
nem Punkt F schneiden, der auf k liegt.

Beweis. Es seine F; bzw. F die Schnittpunkte von AC bzw. BD mit k. Bei einer zentrischen
Streckung mit Zentrum A gehe k; in k iiber. Dabei geht C in F iiber und die Tangente ¢ in eine
Tangente f; an k in F. Analog betrachten wir die zentrische Streckung mit Zentrum B, die k, in k
uiberfiihrt. Hierbei geht D in F iiber und die Tangente ¢ in eine Tangente ¢, an k in .

Da aber die Tangenten #;, t und #, parallel sind, miissen #; und #, iiberein stimmen. Folglich
stimmen auch F und F iiberein. ]

Aufgabe 21 Gegeben seien drei kongruente Kreise k;, k, und k3, die
durch einen gemeinsamen Punkt M verlaufen und sich paarweise au-
Rer in M noch in den Punkten A, B und C schneiden.

Beweise, dass der Umkreis k, von ABC kongruent zu den drei Aus-
gangskreisen ist.




Beweis. Es seien P, Q bzw. R die Mittelpunkte der Kreise
k1, k, und k3. Nach Voraussetzung — alle drei Kreise haben
denselben Radius r — ist dann M der Umkreismittelpunkt
von Dreieck PQR, welcher auch den Radius r hat.

Da PQ die Symmetrieachse der Kreise k; und k; ist, ist
MQCP ein Rhombus. Insbesondere halbieren einander
die Diagonalen PQ und M C. Das Bild bei der zentrischen
Streckung des Dreiecks PQR mit Zentrum M und Faktor 2
sei das Dreieck P’Q’R’, dessen Ecken auf den Kreisen k;,
k, bzw. auf k3 liegen. Nach der obigen Bemerkung {iber die
Rhomben ist C der Bildpunkt des Mittelpunktes D von PQ
bei dieser Streckung.

Insbesondere ist C der Mittelpunkt von P’/Q’. Somit ist ABC das Seitenmittendreieck von P’Q’R’
und hat als solches den halben Umkreisradius von P’Q’R’. Andererseits hat P’Q’R’ den doppelten
Umbkreisradius 2r von PQR. Also sind die Dreiecke ABC und PQR kongruent (iiber eine Punkt-
spiegelung), Das Dreieck AB C hat also ebenfalls den Umkreisradius r. O

Aufgabe 22 (Variante 1) Gegeben seien drei kongruente Kreise k;, k, und ks, mit den Mittelpunk-
ten P, Q bzw. R, die durch einen gemeinsamen Punkt M verlaufen und sich paarweise auller in M
noch in den Punkten A, B und C schneiden. Dabei sei A der zweite Schnittpunkt von k, und k3, B
der von k; und k3 und C der von k; und k,.

Beweise, dass sich die Geraden AP, BQ und CR in einen gemeinsamen Punkt schneiden.

Beweis. Nach dem Beweis der vorangegangenen Aufgabe ist klar, dass die Dreiecke ABC und PQR
tiber eine Drehung um 180° um einen Punkt Z (dem Mittelpunkt von Héhenschnittpunkt und
Umkreismittelpunkt von ABC) kongruent sind. Dies ist aber gleichzeitig eine Punktspiegelung
an Z, so dass alle Geraden, die einander entsprechende Punkte miteinander verbinden durch Z
gehen. Insbesondere schneiden sich AP, BQ und CR in Z. |

Aufgabe 23 (Variante 2) Gegeben sei ein Dreieck ABC mit den Seitenmitten K, L, bzw. M von CA,
BC bzw. AB.

Beweise, dass sich die drei Umkreise der Dreiecke AK M, BK L und C LM in einem Punkt schnei-
den.

Beweis. Wir benutzen die Figur von Aufgabe 21 und benennen A, B, C um in K, L und M sowie
P’, Q" und R’ um in A, B bzw. C. Ferner seien, wie in der Skizze, P, Q und R die Mittelpunkte der
obigen kongruenten Kreise. Dann gilt fiir den Mittelpunkt M des Umkreises von PQR Argument
verbessern!!! [

Aufgabe 24 Gegeben seien drei paarweise inkongruente,
sich nicht schneidende Kreise in der Ebene.

Beweise: Die drei Schnittpunkte der duern gemeinsamen
Tangenten je zweier Kreise liegen auf einer gemeinsamen
Geraden.




Aufgabe 25 (Variante) Gegeben seien drei paarweise in-
kongruente, sich nicht schneidende Kreise in der Ebene.
Beweise: Die drei Schnittpunkte gebildet aus einem Paar
dullerer gemeinsamen Tangenten und zwei Paaren von in-
neren gemeinsamen Tangenten liegen auf einer gemeinsa-
men Geraden.

Aufgabe 26 (Variante) Gegeben seien drei paarweise parallele, gleichorientierte Strecken AA’, BB’
und C C’ verschiedener Linge.

Zeige, dass die drei Schnittpunkte der Geradenpaare AB, A’B’, AC und A’C’ sowie BC und B’C’
auf einer gemeinsamen Geraden liegen.

Beweis. Beweis wie oben oder mit dem Satz von Desargues. |

2.2 Der Feuerbachsche Kreis

Wir wollen zeigen, dass in jedem Dreieck ABC der
Umkreis des HohenfuBpunktsdreiecks A; B; C; und des
Mittendreiecks A’ B’C’ zusammen fallen und dass die-
ser Kreis auch noch durch die drei Mittelpunkte der
oberen Hohenabschnitte A,, B, und C, verlduft. Dies
ist der Feuerbachsche Kreis.

Dies folgt alles aus der genaueren Betrachtung einer geeigneten Strauchung: Sie habe als Zen-
trum den Schwerpunkt S (Schnittpunkt der Seitenhalbierenden) und den Faktor —3. Die Hohen des
groBen Dreiecks ABC gehen dabei iiber in die Hohen des kleinen Mittendreiecks A’B’C’, welches
gleichzeitig die Mittelsenkrechten von AB C sind. Somit liegen Hohenschnittpunkt H, Schwerpunkt
S und Umbkreismittelpunkt O von ABC auf einer gemeinsamen Geraden, der Eulerschen Geraden.
Wegen der Streckung gilt |[HS|:|SO| =2 : 1. Ferner geht der Umkreismittelpunkt des grof3en Drei-
eck O in den Umkreismittelpunkt N des kleinen Dreiecks A’B’C’, wobei gilt |OS| = 2|SN|. Damit
halbiert N die Strecke H O und es gilt

H r N S 0 |[HN|:|NS|:|SO|=3:1:2. )

Nach Strahlensatz folgt sofort [N A;| = ’N A { und analog fiir B und C. Somit fallen die Umkreise von
A’B’C’ und A, B; C; zusammen.

Die obige Stauchung mit Faktor —% und Zentrum S kann man nun auch als Hintereinanderausfiih-
rung von

(a) einer Stauchung mit Zentrum H mit Faktor 3 und einer
(b) einer Drehung um N um 180°



auffassen. In der Tat bleibt dabei der Schwerpunkt S invariant, denn wegen (2) geht er bei der Stau-
chung mit Zentrum H in T {iber mit
H T N S o |HT|:|ITN|:INS|=2:1:1.

Und bei der anschlieBenden Punktspiegelung an N geht T wieder in S iber. Somit stimmt die Kom-
position tatsdchlich mit der eingangs beschriebenen Stauchung mit Faktor —% tiberein.

Verfolgt man den Punkt A bei der Komposition, so geht er zunédchst in den Mittelpunkt A; des obe-
ren Hohenabschnitts {iber und dann, bei der Punktspiegelung an N, in den Seitenmittelpunkt A’.
Der Umkreis von AB C geht zunichst in den Umkreis von A; B; C; und dann in sich selbst — Drehung
um den Mittelpunkt um 180°. Damit ist auch die zweite Behauptung iiber den Feuerbachschen Kreis
gezeigt.

Bemerkenswert ist, dass der Feuerbachsche Kreis den Inkreis und die drei Ankreise des Drei-
ecks ABC beriihrt. Die Beweise findet man in der empfehlenswerten Broschiire von Emil Donath
[Don69, S. 37 ff.].

Aufgabe 27 (MO 450833) Drei kongruente Kreise mit den Mittelpunkten M;, M, und M3 und dem
Radius r verlaufen durch einen gemeinsamen Punkt D. Diese Kreise schneiden einander aullerdem
in weiteren Punkten, die mit A, B und C bezeichnet werden.
a) Beweise, dass man einen Punkt S konstruieren kann, der von den drei Punkten A, B und C
den gleichen Abstand hat.
b) Vergleiche den Radius des Kreises um S durch A, B und C mit dem Radius r.

Aufgabe 28 (MO 460936) Gegeben sei ein spitzwinkliges Dreieck AB C. Der Hohenschnittpunkt sei
H.

Beweisen Sie, dass es vier kongruente Kreise mit den Mittelpunkten A, B, C und H gibt, von denen
sich je drei in einem Punkt schneiden.

Aufgabe 29 (IMO 1983) Gegeben seien
zwei sich im Punkt A; schneidende
Kreise k; und k, mit den Mittelpunk-
ten M, bzw. M,. Die Gerade g durch M,
und M, schneide die gemeinsame Tan-
gente ¢ in S. Von den Beriihrungspunk-
ten P, und P, der Tangente ¢ an k; und
k, werden die Lote auf g gefillt — die
FuBBpunkte seien Q; und Qs.

Beweise, dass ZQ;A1M; = ZQ,A1 M,
gilt.

k

2

Lésung: Durch zentrische Streckung von k; mit Zentrum S gehe k; in k;, tiber. Dabei gehen automa-
tisch P, My, Qq, A; in P, M,, Q, bzw. A, liber. Es geniigt zu zeigen, dass ZQ,A; M, = ZQ,A, M, gilt.
Dies ist aber dquivalent zu: Q, M, A, A; ist ein Sehnenviereck. Dazu geniigt es, die Umkehrung des
Sekantensatzes zu verwenden und zu zeigen, dass

SQ28M2=SA1 SAZ (3)

gilt. Nach Kathetensatz im Dreieck SM, P, ist aber SQ,-SM, = 8_1322. Andererseits ist nach Sekanten-
Tangentensatz im Kreis k,, SA; - SA, = S_Pzz. Hieraus folgt, dass (3) gilt.



3 Beweise mit Verschiebungen

y Aufgabe 30 Gegeben sei ein Parallelogramm
D/‘g\c ABCD und im Innern ein Punkt P mit
= 4 LAPB+/CPD =180°.

4 o\ . Beweise, dass ZPAB =/PCB.

Beweis. Wir verschieben das Dreieck ABP parallel um AD und erhalten Q als Bildpunkt von P. We-
gen ZDQC +/ZDPC =180° ist DP CQ ein Sehnenviereck. Folglich gilt nach Peripheriewinkelsatz

/PAB=/QDC=/QPC.

SchlieBlich ist nach Konstruktion PQ || BC und somit ZQP C = ZBCP (Wechselwinkel). Hieraus
folgt die Behauptung. n

4 Die Winkelhalbierende

Der erste Satz spielt eine wichtige Rolle bei Beweisen und Konstruktionsaufgaben. Er benutzt nur
den Peripheriewinkelsatz.

Satz1 Essei ABC ein Dreieck. Dann schneidet die Winkelhalbierende w, die Mittelsenkrechte m,
auf dem Umkreis des Dreiecks.

Ferner gilt, dass der Inkreismittelpunkt I des Dreiecks genausoweit von diesem Schnittpunkt ent-
fernt ist wie A und B.

Beweis. Es sei P der Schnittpunkt der Winkel-
halbierenden w, mit dem Unkreis k. Der Mittel-
punkt von k sei M. Da die zugehorigen Periphe-
riewinkel ZACP = /ZBCP =1v/2 gleich grol sind,
sind die entsprechenden Kreisbdgen gleich lang:

AP = BP. Somit sind auch die zugehoérigen Seh-
nen gleich lang, AP = BP. Folglich liegt P auf m,.
Da I auf allen drei Winkelhalbierenden liegt, gilt
ZIBC = /ZIBA = /2. Nach AuBenwinkelsatz im
Dreieck I BC gilt somit ZPIB = (f +y)/2. Nach
dem Peripheriewinkelsatz gilt ZABP = y/2 und
somit ZPBI = ZPIB = (f3 + y)/2. Folglich ist das
Dreieck P BI gleichschenklig mit PI = PB. m




Folgerung 1 In jedem Dreieck gilt
d*=R*-2Rr,

wobei R und r jeweils die Radien des Um- und
Inkreises von ABC sind und d = |01| ist der Ab-
stand der Mittelpunkte.

Wir skizzieren den Beweis aus [Don69, S. 40]. Es
sei D der Lotfullpunkt von I auf BC, so dass
|ID|=r gilt und Q sei der von P verschiededene
Schnittpunkt der Mittelsenkrechten m mit dem
Umbkreis k. Dann gilt ATDC ~ AP BQ, da sie in
den rechten Winkeln und dem Innenwinkel y/2
? tibereinstimmen. Folglich gilt

r:|CI|=|DI|:|IC|=|BP|:|PQ|=|PB|:(2R).
Nach obigem Satz ist aber |P B| =|PI]|, so dass

r:|CI|=|PI|:(2R)=2rR=|PI||IC]|.
Wendet man nun den Sehnensatz auf die Sehnen PC und EF an, so hat man
2rR=|PI||IC|=|FI||IE|=(R—d)R+d)=R*-d?

was zu zeigen war.
Wegen d? > 0 erhilt man hiermit R2>2rR bzw. R > 2r.

Satz 2 (Uber die Winkelhalbierende) In einem Dreieck teilt die Winkelhalbierende die gegeniiber-
liegende Seite im Verhéltnis der anliegenden Seiten.

Beweis. Der Schnittpunkt der Winkelhalbierenden w, mit
AB sei E und E teile AB in die beiden Teilstrecken b’ = AE
und a’ = E B. Behauptet wird a’ : b’ = a : b. Wir verldngern
AC iiber C hinaus um a und erhalten dort den Punkt D.
Nach konstruktion ist also das Dreieck BCE gleichschenk-
lig mit den Basiswinkeln ¢. Nach dem Auflenwinkelsatz gilt
dann 26 =y bzw. 6 =y/2. DaZECB =6 =v7/2=/ZCBD
ist und dies Wechselwinkel an geschnittenen Geraden sind,
sind diese Geraden parallel, also CE || D B. Nach dem Strah-
lensatz gilt dann a’ : b’ = a : b. Man kann a’ und b’ sogar
explizit ausrechnen und erhalt

C I
I , ac , bc
= , d b= .
v a a+b un a+b

A b E a’ B
Analog zeigt man, dass die Winkelhalbierende des Au-

RBenwinkels die Gegenseite von auflen im Verhiltnis der
anliegenden Seiten teilt. |

Aufgabe 31 Gegeben sei ein konvexes Viereck PQRS. Konstruiere ein Quadrat ABC D, so dass die
Punkte P, Q, R und S jeweils auf den Geraden AB, BC, CD bzw. D A liegen.



Analyse. Es sei ABCD ein Quadrat mit den ge-
forderten Eigenschaften. Wir zeichnen die Krei-
se k; und k, mit den Durchmessern PQ bzw.
RS. Nach der Umkehrung des Thalessatzes lie-
gen dann B und D auf k; bzw. auf k,. Nach dem
obigen Satz verlduft die Winkelhalbierende von

/P BQ durch den Mittelpunkt Y des Bogens PQ.
Entsprechend verlduft die Winkelhalbierende des
Winkels ZSD R durch den Mittelpunkt X des Bo-

gen SR. Da diese beiden Winkelhalbierenden mit
der Diagonalen BD des Quadrates ABCD fiiber-
einstimmen hat man somit zwei Punkte X und Y,
die auf BD liegen.

Konstruktionsbeschreibung. Wir zeichnen die Kreise k; und k, mit den Durchmessern PQ bzw. RS.
Die Punkte X bzw. Y seien die Mittelpunkte der im Innern von PQRS gelegenen Bogen RS bzw.

PQ. Man erhélt B bzw. D als Schnittpunkte von X Y mit k; bzw. k,.

Diskussion. Die Konstruktion funktioniert nur fiir den Fall, dass die gegebenen Punkte im Innern
der Seiten des Quadrats liegen. Fallen X und Y zusammen, so gibt es unendlich viele Losungen.
Das ist zum Beispiel der Fall, wenn PQRS selbst ein Quadrat ist.

Die Aufgabe ist identisch mit Eckard Spechts [Spe01, A.65, S.107]. Die dort angegebene Losung ist
aber vollig verschieden von der hier beschriebenen. Es ist ein Beispiel angegeben, wo 6 Losungen
existieren.

Aufgabe 32 (Baltic Way 1994) Der Inkreis eines
Dreiecks ABC beriihre die Seiten AB, BC bzw.
CAinden Punkten D, E bzw. F. Ferner seien P, Q
und R die Inkreismittelpunkte der Dreiecke AD F,
BED bzw. ECF.

Beweise, dass die Geraden PE, QF und RD sich
in einem Punkt schneiden.

A D B

Beweis. Es sei I der Mittelpunkt des Inkreises k von Dreieck ABC, 6 : ZDIB und ¢ := ZDEB. Da
DI 1 AB, ist 6 = 90° — /2. Da die Tangentenabschnitte BD = BE gleich lang sind, ist ADBE
gleichschenklig mit Basis DE folglich gilt nach dem Innenwinkelsatz ¢ = 90° — 3/2; also 6 = &.
Somit ist D BEI ein Sehnenviereck und damit liegt I auf dem Umbkreis von Dreieck BD E. Nach
Satz 1 ist also ID = IQ. Damit liegt Q auf dem Inkreis k.

Wegen DQ = QE liegt Q auRerdem auf der Mittelsenkrechten von DE. Wendet man erneut den
Satz 1 an, so folgt, dass QF die Winkelhalbierende von ZD F E ist. Somit schneiden sich QF, PE
und D R im Inkreismittelpunkt von Dreieck D E F. ]



Aufgabe 33 (IMO 2006.1) Essei ABC ein Dreieck mit Inkreismittelpunkt /. Ein innere Punkt P er-
fiille die Bedingung
/PBA+/PCA=/PBC+/PCB.

Man zeige, dass |AP| > |AI| und Gleichheit gilt nur fiir P = I.

4.1 Apolloniuskreise

Der folgende Satz lisst sich mit Hilfe des obigen Satzes leicht zeigen.

Satz 3 (Apolloniuskreis) Gegeben seien zwei Punkte A und B sowie eine positive reelle Zahl g # 1.
Der geometrische Ort aller Punkte P der Ebene, so dass das Abstandsverhiltnis PA: PB = q ist, ist
der Kreis mit dem Durchmesser M N, wobei die Punkte M und N die Strecke AB von innen bzw.
aullen im Verhdltnis g teilen.

Der Kreis mit dem Durchmesser M N heilst Apolloniuskreis zu den Punkten A und B und zur Zahl

g.Im Falle g = 1 entartet der Apolloniuskreis zur Mittelsenkrechten von AB.
Beweis. Wir benutzen die Umkehrung

des obigen Satzes. Da M und N die
Strecke AB von innen bzw. aufen im
Verhéltnis a : b teilen, liegen M bzw.
N auf den Winkelhalbierenden von
Innen- bzw. Aullenwinkel bei P. Das
heil3t aber, dass ZAPQ =2x+2y =180°

gilt bzw. x + y = 90°. Somit ist
. ZMPN = 90° und P liegt auf dem
Thaleskreis iiber M N [

Aufgabe 34 Essei ABC ein Dreieck und ¢q;, g, und g3 seien positive reelle Zahlen. Ferner seien k,
k, und k3 die Apolloniuskreise zu AB, BC bzw. zu C A und den reellen Zahlen ¢, g, bzw. g3.
Man beweise, dass sich kj, k, und k3 genau dann in einem gemeinsamen Punkt P schneiden, wenn

q19293 = 1.

Beweis. Wenn P auf den genannten Apolloniuskreisen liegt, so gilt

IPAl IPB| PC|

ﬁ—fhy m—%» M—ﬂs-

Multipliziert man diese 3 Gleichungen, so hat man ¢q; ¢, g3 = 1. Die umgekehrte Richtung ldsst sich
durch indirekten Beweis zeigen. |

Aufgabe 35 Gegeben sei ein spitzwinkliges Dreieck ABC.
Kostruieren Sie einen Punkt P im Innern von ABC, sodass gilt:

A:PB:PC=1:2:3.

Losung: Wir konstruieren zur Strecke AB den Apolloniuskreis zu g; = % und zu BC den Apollonius-
kreis zu g, = % Der von B verschiedene Schnittpunkt ist der gesuchte Punkt P.



Aufgabe 36 (MO 451036) In einem
konvexen Viereck ABCD sei ein Punkt
P auf der Seite AB derart gewihlt, dass
|AP|:|PB|=|AD|:|D C]und zuséitzlich

0 /ADP = /DCB gilt.
Beweisen Sie, dass dann ZADC =
¢ 2/PDBgit.
A P B

Losung: Es sei ED die Winkelhalbierende von § = ZAD C; wobei E auf der Diagonalen AC liege.
Nach Satz?2 istdann |AD|:|D C|=|AE]|:|E C|. Nach Voraussetzung gilt also

|AE|:|EC|=|AP|:|PB|.

Nach Umkehrung des Strahlensatzes sind daher die Geraden PE und BC parallel. Die Stauchung
mit Zentrum A und Faktor g = |AP| : |AB| tiberfiihre das Dreieck BCD in PEQ. Insbesondere gilt
/ZQEP = /D CB. Da nach der zweiten Voraussetzung dariiber hinaus ZQDP = /DCB = ZQEP
gilt, folgt nach der Umkehrung des Peripheriewinkelsatzes, dass P, E,D und Q auf einem gemein-
samen Kreis liegen. Folglich gilt nach Peripheriewinkelsatz ZPQE = /P D E und weiter wegen der
Stauchung

/PQE=/PDE=/BDC.

Damit gilt Z/PDB = /EDC = 3§, was zu beweisen war.

Aufgabe 37 (MO 451136) Gegeben sei
ein spitzwinkliges Dreieck ABC mit
Umbkreis k. Es sei ¢ die Tangente an k in
C. Die Tangenten an k in den Punkten
Aund B schneiden ¢ in den Punkten M
bzw N und der FuBpunkt des Lotes von
C auf AB sei miit P bezeichnet.

Man beweise, dass die Gerade PC den
: pr p- c - v Winkel ZN P M halbiert.

Beweis. Es sei D der Schnittpunkt von AB mit M N. Es sei Q der Schnittpunkt der Tangenten an
k in Aund B und m, n und q seien die Seitenldngen des Dreiecks M Q N mit Inkreis k; wir setzen
s=(m+n+gq)/2. Dann gilt fiir die Tangentenabschnitte |CN|=|BN|=s—n, [ MC|=|MA|=s—m
und |QB| = |QA| = s — g. Nach dem Satz von Menelaos angewandt auf die Gerade AB und das
Dreieck MQN ist dann

_IND| [MA| [QB| _ IND| (s—m)s—q)
IDM| TAQI IBN| ~ IDM] (s—q)s—n)’

Folglich gilt
IND| s—n [NC]|

IDM| s—m |CM|

Folglich liegen C, D und P auf dem Apolloniuskreis iiber CD beziiglich M N. Nach Satz3 bzw.
seiner Umkehrung ist P C die Winkelhalbierende von ZM PN. |



5 Beweise mit Hilfe von Drehungen

Aufgabe 38 Uber den Seiten AB und D A eines Parallelogramms AB C D werden nach aulen gleich-
seitige Dreiecke ABQ bzw. AD P errichtet.
Beweise, dass das Dreieck PQC gleichseitig ist.

Beweis. Die Dreiecke PAQ und CQ B sind kongruent nach
SWS und gleich orientiert. Tatsdchlich gilt PA= DA = BC
und QA= QB und ZPAQ = 360°—120°—a = 240°—a, wobei
a=/BAD und 8 = ZABC = 180° — « ist. AuBBerdem gilt
ZQBC =60°+ B =60°+180°—a =240°—a.

Wegen der gleichen Orientierung und des gemeinsamen
Eckpunktes gibt es eine Drehung, die QPA in QC B iiber-
fithrt. Wegen ZAQB = 60° ist es eine 60°-Drehung um Q.
Somit ist Dreieck AQ B gleichseitig. |

5.1 Alternierende Streckensumme
Aufgabe 39 Gegeben sei ein gleichseitiges Dreieck ABC.
Zeige, dass fiir alle Punkte X des Bogens AB des Umkreises

c

von Dreieck ABC gilt AX +BX =CX.
Losung: Verlingert man BX iiber X hinaus um die Linge
AX so erhalte man dort den Punkt Y. Da im Sehnenvier-
eck AXBC sich die gegeniiber liegenden Innenwinkel zu
180° ergidnzen, ist ZBXA = 120° und damit /Y XA = 60°.
Nach Konstruktion ist damit das Dreieck AY X gleichsei-

B N . tig. Wir zeigen die Drehkongruenz der Dreiecke XAC und

YAB. In der Tat gilt XA = YA (gleichseitiges Dreieck) und
ebenso AC = AB. SchlieRlich sind die von diesen Seitenpaa-
ren eingeschlossenen Winkel gleich, ZXAC = ZYAB. Die
Dreiecke sind demnach kongruent nach SWS und folglich
XC=YB=XA+XB.

Aufgabe 40 Gegeben sei ein gleichschenkliges Dreieck ABC mit |AC|=|BC| und mit Umkreis k.
Zeige, dass fiir alle Punkte X auf dem Bogen AB von k gilt

|IXC|  |AC]|
|XA|+|XB| |AB|’

Beweis. Die Grundidee ist die selbe, nur sind nun die Dreiecke YAB und XAC nur noch dhnlich
nach SWS. [

Die vorangegangene Aufgabe ?? hat eine erstaunliche Verallgemeinerung auf beliebige regulire n-
Ecke.

Aufgabe 41 Es sei n eine ungerade natiirliche Zahl n > 3 und P, P,--- P, ein reguldres n-Eck, das
einem Kreis k einbeschrieben ist. Ferner sei X ein Punkt auf seiner Peripherie zwischen P, und P,,.



Beweise, dass die alternierende Abstandsssumme
| XP|=|XP|+-—|XPy_1|+|XP,|=0
verschwindet.

Beweis. [PS96, p. 35] [ ]

[PS96, p. 35]

Aufgabe 42 Es sei ABCD ein Quadrat, das einem Kreis k einbeschrieben ist und P ein Punkt auf

dem Bogen BC.

Beweise, dass
|PA|+|PC| _|PD|

|PB|+|PD| |PA|

Aufgabe 43 Es sei ABCD EF ein reguldres Sechseck und P ein Punkt auf dem Bogen BC.
Beweise, dass gilt
|PE|+|PF|=|PA|+|PB|+|PC|+|PD|.

Aufgabe 44 Gegeben seien ein Dreieck AB C und ein Punkt
P auf der Strecke AB. Wir drehen nun P um B um f und
erhalten P, € BC. Dann drehen wir P, um C um y und er-
halten P, € AC. SchlieRlich drehen wir P, um A um a und er-
halten Q € AB. Mit Q verfahren wir nun genauso, wie mit P
und erhalten nach den drei Drehungen einen Punkt R € AB.
Beweise, dass P = R gilt.

Ny

A Q P B

Lésung: Wir benutzen, dass die Komposition von zwei Drehungen in der Ebene um « bzw. f§ eine
Drehung um «a + f§ ist oder, falls a + # = 360°, eine Verschiebung.

Da die Summe der Innenwinkel gleich 180° ist, erhalten wir als Hintereinanderausfitihrung der er-
sten drei Bewegungen eine Punktspiegelung an X € AB, wobei X der Beriihrungspunkt des Inkrei-
ses an AB ist. Da Tangentenabschnitte gleich lang sind, bleibt dieser Punkt fest. Die Komposition
zweier identischer Punktspiegelungen ist aber die Identitét.



Aufgabe 45 Gegeben sei der nebenstehen-
de Fiinfeckstern. Ermittle die Summe seiner
Innenwinkel.

Beweis. Wir zeigen, dass die Summe dieser Winkel
gleich 180° ist. Dazu betrachten wir die Komposi-
tion der Drehungen (4, @), (D, 0), (B, ), (E, ) und
(C,7), wobei a, 8, r, 6 und ¢ die Innenwinkel des
Sterns bei A, B, C, D und E seien. Verfolgt man
die Bewegung der Geraden g = AC bei diesen
5 Bewegungen, so erkennt man, dass sie in sich
selbst tibergeht. Dabei geht C nicht in sich tiber,
sondern in C5; und F geht in F; {iber, so dass die
Gesamtbewegung eine Drehung um 180° oder
eine Verschiebung in sich ist. Die Verschiebung
kommt nicht in Frage, da C_Cs # FE; Es handelt
sich daher um eine Drehung um 180° um den
Mittelpunkt von C Cs. |

Aufgabe 46 Gegeben sei ein Siebeneck-Stern in der nebenstehenden
E Art. Beweise, dass die Summe seiner Innenwinkel gleich 540° ist.

c

Aufgabe 47 Gegeben sei ein Viereck ABC D mit den Innenwinkeln ¢, 8, y und 6. Wie in der vorigen
Aufgabe fiithren wir nacheinander Drehungen um B, C, D und A um die Winkel 3, 7, 0 bzw. a aus.
Man beweise, dass die Hintereinanderausfiaiihrung die Identitét ist genau dann, wenn ABCD ein
Tangentenviereck ist.

Lésung: Da a+ 3+ 7+ 0 = 360°, ist die Komposition eine Verschiebung. Da bei einem Tangenten-
viereck ABCD der Berithrungspunkt mit AB fest bleibt, ist die gesuchte Verschiebung in diesem

Falle die Ruhe. Offen: Wenn ABC D kein Tangentenviereck ist.
Aufgabe 48 (BWM 1993.2.3) Gegeben sei ein

Dreieck ABC. Ferner sei A’ der Schnittpunkt der
Winkelhalbierenden w, mit der Mittelsenkrech-
ten auf AB, B’ der Schnittpunkt der Winkelhal-
bierenden wg mit der Mittelsenkrechten von BC
und C’ der Schnittpunkt der Winkelhalbierenden
wy mit der Mittelsenkrechten von AC.

Man beweise: 1. Das Dreieck ABC ist genau dann
gleichseitig, wenn A’ und B’ zusammmen fallen.

2. Wenn die Punkte A’, B’ und C’ verschieden
sind, gilt ZB’A’C’ =90°— 3/BAC.

Beweis. Esmégen «, f und y bzw. ¢/, 8/ und ¥’ die Innenwinkel der Dreiecke ABC bzw. A’B’C’ sein.
Teil 1. Wenn das Dreieck gleichseitig ist, so fallen offenbar Inkreis- und Umkreismittelpunkt {iberein.
Damit fallen alle 3 Punkte zusammen A’ = B’ = C’. Ist umgekehrt A’ = B’, so stimmen der Umkreis-
mittelpunkt M und der Inkreismittelpunkt I {iberein. Dann ist aber Dreieck ABI gleichschenklig
und somit a/ = /2. Analog folgt /2 =y/ und somit a = =y — das Dreieck ist gleichseitig.



Teil 2. Wir betrachten die drei Drehungen D4, Dg und D¢ um die Punkte A’, B’ bzw. C’ um die
Winkel @ = ZAA’B, B” = ZBB’C und y” = ZC C’ A. Nach Konstruktion ist AF die Symmetrieachse
im gleichschenkligen Dreieck ABA’ mit den Basiswinkeln @/2. Somit gilt

a’=180°—a, PB"=180°—pB, y’=180°—7.
Nach Satz ?? ist die Komposition v := D°Dg°D 4 eine Drehung um den Gesamtwinkel
o’ +B"+y"=3-180°—(a+ B +7)=360°.

Das heif3t, die Komposition ist eine Verschiebung v. Da nacheinander
Ain B in C in A iiber geht, ist A ein Fixpunkt der Verschiebung, das
heillt, die Verschiebung ist die Ruheabbildung (v ist der Nullvektor).
C » Wir verfolgen die Bahn des Punktes A’ unter den drei Drehungen. Bei
D, ist A’ Drehpunkt, bleibt also fest. Bild von A’ unter D sei A” und
schlieBlich geht A” bei D wiederin A’ {iber, da die Gersamtabbildung

o die Ruhe war.

Folglich ist A’B’A”C’ ein Drachenviereck mit B’A’ = B’A” und C’A” = C’A’. Somit gilt mit dem
Innenwinkelsatz

1 a
2a'+ﬁ”+r”=360°=>2(1/+360°_ﬁ_7=3600=>a/=E(ﬂ +y):90°—5.

D
Aufgabe 49 Gegeben sei ein regulédres Siebeneck

ABCDEFG und X seider Schnittpunkt derr Dia-
gonalen AC und BD.
A G  Beweise, dass gilt AD = AX + AB.

Lésung: Durch Drehung des 7-Ecks um A um a =
71/7 erhilt man das 7-Eck AB’C’D’D F’G’. Durch
Winkelbetrachtungen zeigt man, dass B € BD

E und D’ € AC gilt. Da XD’C’B’ ein Parallelo-
gramm ist, hat man

AD=AD'=AX+XD’=AX +B'C/,

B was zu zeigen war.

\ Aufgabe 50 Uber den Seiten BC und AC eines
s S g spitzwinkligen Dreiecks AB C werden nach auflen
Quadrate BPQC und CRSA errichtet. Es sei M
der Mittelpunkt von AB.
a) Beweise, dass die Geraden M C und QR senk-
» recht aufeinander stehen.
b) Beweise, dass QR doppelt so lang ist wie M C.
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Beweis. Eine Drehung von ABC um M um 180° liefert das Pasrallelogramm AD B C. Analog liefert
eine Drehung von CQR um den Mittelpunkt von RQ um 90° ein Parallelogramm CQTR. Diese
Parallelogramme sind kongruent, da sie in den Paaren von Gegenseiten tibereinstimmen und es
gilt

ZQCR =360°—90°—90°—ZACB =180°—ZACB.
Dabei entspricht die Diagonale DC der Diagonalen QR. Dreht man ADBC um 90° um C im
Uhrzeigersinn, so liegen die beiden Parallelogramme parallel. Dies beweist die Orthogonalitit

von M C und RQ. Da sich die Diagonalen im Parallelogramm halbieren, folgt auch die zweite
Behauptung. |

K Aufgabe 51 Gegeben sei ein rechtwinkliges Drei-
eck ABC, iiber dessen Seiten nach aullen die
Quadrate ABHF, BCLE und ACKD errichtet
D C wurden. Ferner sei Dreieck H F G zu ABC gleich-
gerichtet kongruent.
E Man zeige, dass die Strecken CG = ED gleich
lang und orthogonal sind.

Beweis. Man zeigt, dass die Vierecke CAGF
und BAED mach SWSW S kongruent sind und
gleichgerichtet. Damit gibt es eine Drehung um
A, die das erste in das zweite Viereck tiberfiihrt.
Der Drehwinkel ist gleich ZCAD = 90°. Folglich
sind die einander entsprechenden Strecken D E
und CG gleichlang und orthogonal. |

Aufgabe 52 Die Punkte A, B, D und C liegen
in dieser Reihenfolge auf einer Geraden. Uber
den Strecken AB und BC werden nach unten
gleichschenklig-rechtwinklige Dreiecke AP B und
BQC errichtet, wobei die rechten Winkel bei P
bzw. Q liegen. Ferner werden nach oben iiber AD
und D C rechtwinklig-gleichschenklige Dreiecke
ASD und DRC mit rechten Winkeln bei R bzw.
S.

Beweise, dass die Strecken SQ und PR gleich lang
sind und aufeinander senkrecht stehen.

Beweis. Wir bezeichnen die Lingen der folgenden Strecken 2x := AB, AC =2 und 2y := AD. Ferner
seien S’ und Q’ die Lotfulpunkte von S und Q auf die Geradse AD. Dann heben wir

XQ=AC—-AS—Q'A=2—y—(1—x)=14+x—y, XS=XS+85§=QQ'=(1—x)+y=1—x+y.

Analog erhidlt man PY =1—x+y und YR = 1— y + x. Somit sind die Dreiecke SQX und PYR
kongruent nach SWS. Da die einander entsprechenden Seiten XQ und RY bzw. SX und PY senk-
recht aufeinander stehen, muss auch das dritte Paar einander entsprechender Seiten zueinander
orthogonal und gleich lang sein: SQ L PR. Die beiden Dreiecke gehen durch eine 90°-Drehung
ineinander tiber. |
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Aufgabe 53 (BWM 1998.1.3) Uber den Seiten
BC und CA eines spitzwinkligen Dreiecks
ABC werden nach aullen gleichschenklig-
rechtwinklige Dreiecke BX C und C Y A errichtet.
Es sei M der Mittelpunkt von AB.

Beweise, dass das Dreieck X M Y gleichschenklig-
rechtwinklig ist.

Beweis. 1. Losung. In Aufgabe 50 wurde gezeigt,
dass die Parallelogramme DBCA und RCQT
kongruent und gleich orientiert sind. Nach Satz??
gibt es eine Drehung oder Verschiebung, welche
das das erste in das zweite Parallelogramm tiber-
fiihrt. Der Schnittpunkt X der Mittelsenkrechten
einander entsprechender Seiten BC und CQ
ist das Drehzentrum. Offensichtlich geht das
Parallelogramm D BCA durch Drehung um 90°
im Uhrzeigersinn um X in das Parallelogramm
RCQT fiiber.

Insbesondere ist Dreieck M X M’ gleichschenklig-
rechtwinklig. Aus Symmetriegriinden gilt das
auch fiir das Dreieck M Y M’. Somit ist das Vier-
eck MXM'Y ein Quadrat, und die Behauptung
ist damit bewieden. |

2. Losung In M errichten wir auf AB die Mittelsenkrechte.
Auf ihr liege Z so, dass das Dreieck AM Z gleichschenklig-
rechtwinklig ist.

Wir zeigen, dass das Dreieck AZY zum Dreieck ABC &hn-
lich ist mit dem Faktor g = %«/E zunichst gilt /ZYAZ =a =
/CAB,da ZYAC = /ZAM = 45°. Ferner ist YA = gb und
AZ = qgc. Nach Ahnlichkeitssatz SWS sind die beiden Drei-
ecke dhnlichund esgilt YZ =qgaund ZYZB = .

Dann sind aber die Dreiecke YZM und X BM kongruent nach SWS (/YZM =/ZXBM =45°+ f3).
Da sie gleich-orientiert sind, gibt es eine Drehung um M um 90°, welche Y ZM in X M B iiberfiihrt.
Insbesondere ist das Dreieck Y M X gleichschenklig-rechtwinklig.

In Folge stellen wir nun drei Aufgaben, die alle auf der selben Idee beruhen: Zunéchst konstruiert
man ein zum Ausgangsdreieck dhnliches Dreieck und dann daraus zwei kongruente, die durch eine
gegeignete Drehung ineinander tiber gehen.

Y

Aufgabe 54 Uber den Seiten BC und CA eines
spitzwinkligen Dreiecks AB C werden nach auf3en
dhnliche rechtwinklige Dreiecke BXC und AY C
errichtet mit rechten Winkeln bei X und Y und
entgegengesetzter Orientierung. Es sei M der Mit-
telpunkt von AB.

Beweise, dass das Dreieck XM Y gleichschenklig
ist.
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Beweis. Uber der Strecke AB errichten wir ein rechtwinkliges Dreieck ABZ, das dhnlich und glei-
chorientiert ist zu Dreieck AC Y mit rechtem Winkel bei Z. Dann gilt b": ¢/ = b : c. Ferner gilt wie
oben LYAZ = a = /CAB, Nach Ahnlichkeitssatz SWS sind die beiden Dreiecke dhnlich und es gilt
YZ=a'mita’:b’=a:bund £YZB = 3. Da das Dreieck AM Z gleichschenklig ist, gilt

0 =({MAZ=/MZA=/XBC.

und somit /Y ZM =0+ = £ZX BM.Damit sind die Dreiecke Y M X und X M B nach SWS kongruent
und insbesondere gilt Y M = X M. |

Eine unmittelbare Folgerung aus dieser Aufgabe ist hier.
Aufgabe 55 (BWM 2003.2.3) Gegeben sei ein konve-

D xes Sehnenviereck ABCD mit Diagonalenschnitt-
punkt S; die FuBpunkte der Lote von S auf AB und auf
CD seien E bzw. F.
Beweise: Die Mittelsenkrechte der Strecke E F halbiert
die Seiten BC und AD.

A Beweis. Es sei M der Mittelpunkt von BC. Nach dem
N F Peripheriewinkelsatz sind die Dreiecke SEB und SF C

E : einander dhnlich nach WWW. Nach Aufgabe 54 liegt

< M auf der Mittelsnkrechten von E F. Analog gilt dies

B o ¢ fiir den Mittelpunkt von AD. [

Aufgabe 56 (BWM 1999.1.3) Gegeben sei eine Strecke AC mit einem inneren Punkt B. Uber den
Basen AC und C A werden auf der selben Seite von AC gleichschenklige Dreiecke ABP und BCQ
mit den Basiswinkeln von 30° errichtet. Ferner wird iiber AC ein weiteres zu den ersten beiden Drei-
ecken dhnliches Dreieck ACR errichtet, so dass P und R in verschiedenen Halbebenen von AC lie-
gen.

Beweise, dass das Dreieck PQR gleichseitig ist.

Beweis.
s Es sei S der Spiegelungspunkt von R an AC. Dann sind ARS
0 und RCS beide gleichseitig. Nach Konstruktion ist PBQS
2 ein Parallelogramm und somit AP = PB = SQ. Damit sind
i 5 ¢ die Dreiecke ARP und SRQ konguent nach SWS, denn sie

stimmen aullerdem noch tiberein in

% AR=SR, /PAR=60°=/QSR.

Da die beiden Dreiecke gleich orientiert sind und einen gemeinsamen Punkt R haben, gibt es eine
Drehung um R, die ARP in SRQ {iiberfiihrt. |
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Die folgende Aufgabe ist als ,Satz von Napoleon“ bekannt.
Wir werden spéter noch einen anderen Beweis angeben.

Aufgabe 57 Uber den Seiten eines Dreiecks ABC werden
nach aullen gleichseitige Dreiecke errichtet.

Beweise, dass die Mittelpunkte dieser drei gleichseitigen
Dreiecke ein gleichseitiges Dreieck bilden.

Aufgabe 58 (MO 460834) Uber den Seiten eines Dreiecks
ABC werden nach auen gkleichseitige Dreiecke ABC’,
BCA’ und AC B’ wie in der Zeichnung errichtet.

Beweise, dass unter diesen Voraussetzungen die Strecken
AA’, BB’ und C C’ gleich lang sind.

o
Beweis. Die Dreiecke ACA’ und B’CB sind kongruent nach SWS, denn |AC| = {B’ C | = b,
A'C|=BC=aund ZB’CB=/ACA’ =60°+7. Somit sind auch die dritten Seitenpaare gleich lang,
B'B|= |A’ A|. Analog folgt }B’ B| = | c'c | Aullerdem zeigt der Beweis, dass die beiden kongruenten

Dreiecke durch eine 60°-Drehung um C ineinander iiber gehen. Daher schneiden sich AA” und
C C’ ebenfalls im Winkel von 60°. ]

Beweis. Es seien X, Y und Z die Mittelpunkte der nach
aullen aufgesetzten gleichseitigen Dreiecke. Der an AB
gespiegelte Punkt Z sei U, so dass AZU ein gleich-
seitiges Dreieck ist. Wegen ZBAU = ZCAY = 30° giilt
LUAY = /BAC = a. Ferner gilt AU = ¢’ = ¢/+/3 und
AY = b’ = b/+/3. Folglich sind die Dreiecke ABC und AU B
nach SWS einander dhnlich mit Ahnlichkeitsfaktor 1/+/3.
Insbesondere gilt /ZYUZ = f+60°und YU = a’ = a/+v/3.
Wegen UZ = BZ = c/+/3 sind die Dreiecke ZYU und
Z X B kongruent nach SWS. Da sie gleich orientiert sind
und einen Punkt gemeinsam haben gibt es nach Satz??
eine Drehung um 7 , die ZY U in Z X B iiberfiihrt. Wegen
LUZB = 60° ist dies eine 60°-Drehung. Folglich ist XY Z
gleichseitig. |
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Aufgabe 59 Uber den Seiten BC und CA eines Dreiecks ABC
werden nach auflen gleichseitige Dreiecke errichtet, deren Mit-
telpunkte X bzw. Y seien. Uber der Seite AB werde nach innen
ein gleichseitiges Dreieck mit Mittelpunkt Z errichtet.

Beweise, dass XC Y Z ein Parallelogramm ist.

Aufgabe 60 (Sichs. Landessem. 2005, Klasse 9/10) Uber
den Seiten AB und AC eines spitzwinkligen Dreiecks ABC
werden nach auflen dhnliche gleichschenklige Dreiecke
ABP und ACR errichtet. Uber BC wird nach innen ein
zu den anderen Dreiecken #hnliches gleichschenkliges
Dreieck BCQ errichtet.

Man beweise, dass APQR ein Parallelogramm ist.

Beweis. Die Dreiecke RCQ und PQB sind beide nach
SWS dhnlich zum Dreieck AC B. Somit gilt |RQ| = ¢’ und
¢’ P8 |[PQ| = b’. Also sind im Viereck APQR die gegeniiberlie-
genden Seiten jeweils gleich lang. |

5.2 Komplexe Zahlen und Geometrie

Es ist oft sehr fruchtbar, bei Aufgaben mit Drehungen oder mit Ahnlichkeitsabbildungen die kom-
plexen Zahlen zu verwenden. Hierbei kdnnen die folgenden beiden Hilfssdtze wichtig sein.

Dabei identifizieren wir die Punkte der Ebene mit komplexen Zahlen. Die Wahl des Ursprunges ist
hierbei beliebig.

Lemma 1 Esseien w = e?™/3 = c0s120° +isin 120° und & = e™/3 = cos 60° +isin 60°.

(a) Genau dann ist PQR ein positiv orientiertes gleichseitiges Dreieck in der komplexen Ebene,
wenn P + wQ + w?R =0 gilt.

(b) Genau dann bilden X Y Z ein gleichschenkliges Dreieck mit Basis X Y und Winkel an der Spitze
LY ZX =120° wenn

wX—Y+(1—w)Z=0 bzw. (w—1)X+(w?—1)Y+3Z=0.
(c) Genau dann ist ABC ein gleichschenklig-rechtwinkliges Dreieck mit Basis AB, wenn
(1-i)A+(1+i)B=2C.

Beweis. (a) Zunichst ist £ — 1 = €2 = w und —& = w?. Formuliert man nun die Tatsache, dass das
Bild von Q bei der Drehung um 60° um P (mathematisch positiv) den Punkt R liefert, so ist das eine
Multiplikation von Q — P mit £ und wir haben:

(Q—P)e=R—P=0=R+(1—¢)P—eQ=R+wP + Q.

Multipliziert man diese Gleichung mit w?, so hat man (a).

(b) X Y Z ist das beschriebene Dreieck genau dann, wenn (X —Z)w =Y —Z giltbzw. 0o X - Y +(1—
w)Z = 0. Multipliziert man diese Gleichung mit 1 — w? und beachtet w® =1, (1— w)(1 — w?) =3, so
ergibt sich die zweite Form von (b).

(c) Folgtausi(A—C)=B—C. [ ]
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Aufgabe 61 (IMO Ubungsaufgaben, Heft 8, A1) Es seien
ABC,ADE, BF G und CH I positiv orientierte gleichseitige
Dreiecke in der Ebene.

Man beweise, dass die Mittelpunkte P, Q und R der
Strecken EF, G H bzw. I D ein gleichseitiges Dreieck bilden.

Beweis. Nach Voraussetzung gilt

A+wB+w?’C=0, A+wD+w?E =0,
B+wF+w’G=0. C+wH+w’I=0.

Nach Lemma 1 miissen wir zeigen, dass

D+I E+F ,G+H
+w + =

w 0.
2 2 2

Multipliziert man die zweite Gleichung mit w? und die vierte Gleichung mit w und addiert beide,
so hat man
[+D+wC+wE+w*H+w*A=0,

die zweite und dritte Gleichung bzw. die dritte und vierte liefern analog
W(E+F)+w*(A+G)+B+D=0, und o’(G+H)+w(F+C)+I+B=0.

Addiert man diese 3 Gleichungen, so hat man

(D+ 1)+ w(E+F)+0*(G+H)+(B+®F +0w?G)+(D +wE + w?A)+
+([+wC+w?H)+(w?A+B+wC)=0.

Nach Voraussetzung sind die letzten vier Summanden auf der linken Seite dieser Gleichung gleich
Null. Hieraus folgt die Behauptung. |

Beweis. (von Aufgabe 57) Nach Lemma 1 (b) gilt

(w—1)B+(w?—1)A+3Z =0,
(w—1)C +(w?>—1)B+3X =0,
(w—1)A+(w?—1)C +3Y =0.

Multipliziert man die erste dieser Gleichungen mit 1, die zweite mit w und die drittre mit w? und
addiert alle diese Gleichungen, so hat man

0=3Z+43wX +30w?Z+(w—1)B+(w?—1)A+(w?>—w)C+(1—w)B+(1—w?)A+(w—w?C,

also 0=Z + wX + w?Y und die drei Punkte X, Y und Z bilden ein gleichseitiges Dreieck. [

Aufgabe 62 In der Ebene seine zwei gleichorientierte, ahnliche Dreiecke ABC und A’ B’C’ gegeben.
Es sei g €R eine reelle Zahl. Die Strecken AA/, BB’ und C C’ seien durch die Punkte A”, B” bzw. C”
im Verhiltnis ¢ geteilt, so dass also |AA’ / | : {AA’ | =q.

Man zeige, dass das Dreieck A” B” C” zu ABC dhnlich ist.
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Beweis. Wir identifizieren die sechs gegebenen Punkte mit komplexen Zahlen. Wegen der Ahnlich-
keit gibt es eine komplexe Zahl z mit

z(B—A)=C—A und z(B'—A)=C'-A.

Ferner gilt
A"=(1-q)A+qA’, B"=(1-q)B+qB’, C"=(1-q)C+qC’.
Hieraus folgt
Z(B”—A//)= c” — A"

und das Dreieck A” B” C” ist dhnlich zu Dreieck ABC. n

Aufgabe 63 (MO 461143) Wir nennen zwei Dreiecke ABC
und A’B’C’ gleichorientiert dhnlich, wenn die Eckpunk-
te A, B, C und A, B/, C’ den gleichen Umlaufsinn haben
und wenn die entsprechenden Innenwinkel {ibereinstim-
men: ZABC = /A'B’C’, /BCA = /B’C’A’. Man beweise
die folgende Aussage: Sind ALT, ARM, ORT und U LM vier
gleichorientiert dhnliche Dreiecke, so ist A der Mittelpunkt
von OU.

Losung: Wir betrachten die Punkte A, L, T, R, M, U, O als
komplexe Zahlen in der Gaul8schen Zahlenebene. O. B. d. A.
sei A= 0der Ursprung. Wegen der Ahnlichkeit ARM ~ ALT
gibt es eine komplexe Zahl n mit M =nRund T =nL. Dabei
ist i) nicht reell, da ARM ein nichtausgeartetes Dreieck ist,
insbesondere ist 1) # 0, 1. Aus der Ahnlichkeit ARM ~ U LM
folgt M — U = n(L — U); umgestellt nach U liefert das mit
M=nR

N
n—1
Analog folgt aus der Ahnlichleit ARM ~ ORT, dass T —O =1(R— O) bzw.

Un—-1)=nL—M=n(L—R) = U= (L—R).

O(l—n)=T-nR=n(L—R) = o=%(L—R).

Folglich gilt O + U = 0=2A. Demnach ist A der Mittelpunkt von OU.

\ Aufgabe 64 Uber den Seiten eines spitzwinkligen Dreiecks ABC
werden nach aullen Dreiecke BCX, CAY und ABZ errichtet
und zwar so, dass ZZAB = /ZBA=15° LYAC = /XBC =45°
und LYCA=/XCB=30°.

Beweise, dass das Dreieck X Y Z rechtwinklig-gleichschenklig ist.

Es sei U der Punkt der oberen Halbebene zu AB, so das
AZU ein gleichseitiges Dreieck ist. Dann gilt wegen ZA =
ZB=ZU

LUZB=/AZB—60°=180°—15"—15"—60°=90°. (4)
LZUB=45°

LUAB=/UAZ—/BAZ =60°—15° =45° (5)
LAUB=/AUZ+/ZUB=60°+45"=105"=

/ZABU =180°—105°—45°=30°

(6)
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Somit ist Dreieck UAB dhnlich zu Dreieck Y AC und Dreieck X BC nach WWW. Folglich gilt AU = ¢’
unda’:b’:c¢’=a:b:c,wobeia’=BX und b’ = AY.Demnach ist Dreieck AU Y dhnlich zu Dreieck
ABC nach Ahnlichkeitssatz SWS, denn es ist /Y AC = ZUAB = 45°. Zieht man den gemeinsamen
Winkel ZUAC ab, so hat man /Y AU = a. Insbesondere gilt Y U = a’ = X B. SchlieRlich gilt

LYUZ=P+60°=p+15°+45°=/LXBZ.

Also sind die Dreiecke Y U Z und X BZ kongruent und gleich orientiert. Somit gibt es eine Drehung
um Z, die die beiden Dreiecke ineinander tiberfiihrt. Wegen (4) ist der Drehwinkel gleich 90°. Somit
ist YZ X gleichschenklig-rechtwinkligmit YZ =ZX und ZY ZX =90°. |

Aufgabe 65 Uber den Seiten eines Parallelogramms ABC D seien nach
aulen Quadrate errichtet.
Beweise, dass die Mittelpunkte dieser Quadrate ein Quadrat bilden.

2 Jn Beweis. Nach Aufgabe53 sind X bzw. Y die Mittelpunkte der

N - B iiber den Seiten des Dreiecks errichteten Quadrate und XM Y ist
k ) gleichschenklig-rechtwinklig. Bei Drehung um M um 180° geht dann
XMY in ZMU iiber, was demnach ein Quadrat ist. ]

Beweis. Wir geben einen zweiten Beweis von Aufgabe 65 unter Verwendung der komplexen Zahlen
und Lemma 1 (c). Nach Voraussetzung gilt D — C = A— B (ABCD ist ein Parallelogramm) und

2U = B(1—1)+ A(1 +1),

2X =C(1—i)+ B(1+i),
2Z =A(1—i)+D(1+i).

Folglich gilt
21—10)X +2(141)Z =—2iC+2B+2A+2iD =2(1—i)A+2(1+i)B =4U,
was zu zeigen war. ]
Aufgabe 66 Uber den Seiten eines Parallelogramms ABC D
4 c seien nach aulen einander dhnliche Rhomben errichtet,
m die aber abwechselnd verschieden orientiert sind.
! } Beweise, dass die Mittelpunkte der Rhomben ein Rechteck

bilden.

Beweis. Da die Diagonalen im Rhombus senkrecht aufeinander stehen, sind die Dreiecke BX C und
DY C rechtwinklig und einander dhnlich. Nach Aufgabe 54 gilt fiir den Mittelpunkt M von Strecke
DB, dass MX = MY. Durch Drehung der gesamten Figur um M um 180° erhélt man dadurch
ein Parallelogramm ABCD mit MX =MY = MZ = MU. Da bei der Drehung um 180° um M die
Punkte X in Z und Y in U {iiber gehen, ist U XY Z ein Viereck mit sich halbierenden gleich lange
Diagonalen, also ein Rechteck. |
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Aufgabe 67 Uber den Seiten eines Parallelogramms
werden nach auBen zueinander &hnliche aber
entgegengesetzt-orientierte  Parallelogramme  errich-
tet.

c Beweise, dass die Mittelpunkte dieser Parallelogramme
wieder ein Pasrallelogramm bilden.

Beweis. Der Beweis folgt eifach aus der Drehsymmetrie
v der Figur be Drehung um M um 180°. Dabei ist M der
Schnittpunkt der Diagonalen von ABCD. |

6 Beweise mit Drehstreckungen

Aufgabe 68 (MO 451323) Zwei Rechtecke verschiedener Gro3e haben das gleiche Seitenverhéltnis.
Sie liegen so iibereinander, dass auf dem Inneren jeder Seite des grolleren Rechtecks ein Eckpunkt
des kleineren Rechtecks liegt.

Fiir welche Seitenverhiltnisse ist dies méglich?

Losung: Das kleinere Rechteck A’B’C’D’ geht durch Drehung um einen Winkel ¢ um den gemein-
samen Mittelpunkt der beiden Rechtecke M und durch Stauchung von AB C D mit Zentrum M und
Faktor g aus dem groBen Rechteck hervor. Dann sind die Dreiecke AA’M und D D’M kongruent
nach SWS (die Diagonalen im Rechteck halbieren einander und sind gleichlang). AuBerdem ist
aber Dreieck AA’D’ dhnlich zu Dreieck D D’C’ nach WWW. Folglich sind die Dreiecke sogar kon-

gruent und C’D’ = D’A’. Die Rechecke sind also Quadrate.
Aufgabe 69 (Bay Area Mathematical Olympiad 1999)

Uber den parallelen Seiten AB und CD eines Trapezes
ABCD werden nach auflen Quadrate errichtet. Es sei P
der Schnittpunkt der Diagonalen AC und BD des Trapezes
P, und P, und P, seien die Mittelpunkte der beiden Quadrate
{iber AB bzw. iiber CD.
Beweise, dass die drei Punkte P, P, und P, aufeiner Geraden
liegen.

P Beweis. Wir zeigen, dass das Quadrat ABEF bei einer
Drehstreckung um P um 180° mit dem Faktor ¢ = PC: PA
in das Quadrat CD HG tiber geht. In der Tat geht A in C
tiber, nach Definition der Abbildung. nach Strahlensatz ist
aberauch PB: PD = g und somit geht P in D iiber. Folglich
geht das gesamte Quadrat ABE F, das durch die Strecke AB
eindeutig bestimmt ist, in das gesamte Quadrat CDHG
tiber. Insbesondere wird der Mittelpunkt P, des ersten
Quadrats auf den Mittelpunkt P, des zweiten Quadrates
abgebildet. Da bei der beschriebenen Abbildung stets
Original-, Bild- und Drehpunkt auf einer Geraden liegen,
ist alles gezeigt. =

-
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Aufgabe 70 (Baltic Way 1990.6) Essei ABCD ein konvexes
Viereck mit AD = BC und a + f3 = 120°. Ferner sei P ein 4du-
L Rerer Punkt des Vierecks, so dass Aund P aufverschiedenen
Drer— Lo Seiten von C D liegen und Dreieck D P C gleichseitig ist.
K C Beweise, dass auch das Dreieck AP B gleichseitig ist.

Aufgabe 71 (BWM 2005.2) Zwei Kreise k; und k,
schneiden sich in A und B. Eine erste Gerade
durch B schneidet k; in C und k; in E. Eine zwei-
te Gerade durch B schneidet k; in D und k, in F;
dabei liege B zwischen den Punkten C und E so-
wie zwischen den Punkten D und F. Schlieflich
seien M und N die Mittelpunkte der Strecken C E
- bzw. DF.

B S Man beweise: Die Dreiecke ACD, AEF und

F AM N sind zueinander dhnlich.

Beweis. Nach dem Peripheriewinkelsatz gilt

LADF =/ACE, /ZAFD=/AEC.

Somit sind die Dreiecke ADF und ACF einander dhnlich (und gleich orientiert) nach dem Ahn-
lichkeitssatz WW. Daher gibt es eine Drehstreckung, die das erste Dreieck ins zweite tiberfiihrt;
genauer, es handelt sich um eine Drehung um A um den Winkel ZDAC mit anschlieRender
Streckung mit Zentrum A und Faktor |E| : |E| Hieraus folgt sofort die Ahnlichkeit der oben
genannten Dreiecke, da D in C, N in M und F in E iiber gehen. Die Dreiecke sind paarweise
einander dhnlich nach dem Ahnlichkeitssatz SWS. |

Aufgabe 72 (IMO 2005) Auf den Seiten eines
gleichseitigen Dreiecks ABC werden sechs
Punkte folgendermalfien gewdhlt: A; und A, auf
BC, B, und B, auf AC sowie C; und C, auf AB,
wobei diese Punkte ein gleichseitiges konvexes
Sechseck A; A, B; B, C; C, bilden.

Man beweise, dass sich die Geraden A;B,, B;C,
und C; A, in einem Punkt schneiden. (Ruminien)

Beweis. Zunichst fiihren wir die Winkel x, y, u, v, a, b, a, B, 7, &, f” und 7’ ein, wie in der obigen
Skizze. Da das Sechseck gleichseitig ist, haben die AuBenwinkel bei A;, A,,..., C, jeweils die GréRe
2v,2a,...,2u. Da ABC ein gleichseitiges Dreieck ist, hat man

X+y=u+v=a+b=60°. @)

Damit ergibt sich, dass alle doppelt gestrichenen Winkel in der Skizze gleich 60° sind (fiir 6 und 6’
kommt der Beweis unten). AuBerdem folgt aus (7) unter Beachtung der gestreckten Winkel an den
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Eckpunkten des Sechsecks

a=ad =u+b,

B=p=a+y,
y=y'=b+u.

Hauptidee: Folglich sind die Dreiecke A; B, C; und A, B, C, einander dhnlich und gleich orientiert
nach Ahnlichkeitssatz WWW. Folglich muss es eine Drehstreckung um einen Punkt Z geben mit
Faktor ¢. Bei dieser Drehstreckung geht auch AA;ZB; in AA,Z B, tiber. Da der Winkel zwischen
A1 B; und A, B, gleich 60° ist, gilt fiir den Drehwinkel dieser Bewegung

0=/AZA,=60°=¢".

Somitist & =60° = ZA, PA, und damit ist das Viereck A; A, P Z ein Sehnenviereck. Folglich gilta’ = a
(Peripheriewinkelsatz). Analog ist auch B; B,Z P ein Sehnenviereck, was zur Folge hat, dass b’ = b.
Somit gilt schlieBlich ZA,Z B, = a’+ b’ = a+b =60°. Damit ist aber ZA; Z B, = §+60°+6’ = 18 =° ein
gestreckter Winkel. Das selbe gilt fiir ZC,Z B; und ZA,Z C;. Damit ist die Behauptung gezeigt. |

Aufgabe 73 Die Eckpunkte eines reguldren n-Ecks moégen alle auf dem Z x Z-Gitter liegen (das
heif3t, sie haben alle ganzzahlige Koordinaten).
Beweise, dass n =4 ist.

Beweis}

X Wir betrachten den Fall n > 4 und fiihren einen indirekten
| Beweis mit Hilfe des Maximumprinzips und mit einer Stau-
chung. Angenommen, es gibt ein reguléres Gitterpunkts-7-
Eck, dann hat es eine gewisse Seitenlédnge a mit a? = x?+y?,
2 x1, ) € N.Dadie Menge der ganzzahligen Lésungen (x, y) €
N x N der Ungleichung 1 < x2 + y? < a? fiir festes a > 0 im-
mer endlich ist, gibt es insbesondere eine minimale Seiten-
lange a, € N, also ein kleinstes reguldres n-Eck P P,--- P,
P, €7? i=1,...,nim Gitter.

Es sei nun Q; der Bildpunkt von P; bei der Drehung um P;_; um 90° entgegen dem Uhrzeiger. Da der
Innenwinkel a,, = %00 (n—2)>90° fiir n > 4, liegen alle Q; im Innern des n-Ecks P; -+ P,,. Aullerdem
sind alle Q; wiederunm Gitterpunkte in Z?, da Z? bei einer Drehung um einen Gitterpunkt um 90°
in sich tiber geht.

Aus Symmetriegriinden ist Q; Q, - -- Q,, ebenfalls ein regulédres n-Eck, aber mit echt kleinere Seiten-
ldnge a < ay. Dies ist aber ein Widerspruch zur Minimalitidt von a,. Folglich kann es ein solches

n-Eck nicht geben. |
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Beweis. Fall n = 3. Angenommen, P, P, P; ist ein gleichsei-

tiges Gitterpunktdreieck minimaler Seitenldnge a,. Nun sei

Q; der Bildpunkt von P, bei der Drehung um P, um 90°. Dies

2, o, istwieder ein Gitterpunkt. Sei ferner Q, der Bildpunkt von

n | P beider Drehung um P, um —90° — auch ein Gitterpunk.

Die Drehung um den Mittelpunkt M € Z/2 x Z/2 des Qua-

drates P, P,Q,Q; um 180° {iberfiihrt Z? wieder in Z? und ins-

besondere den Gitterpunkt P; in einen Gitterpunkt Q3 im
Innern von P, P P;.

Q;* ""Q Fiihrt man die selbe Konstruktion mit den Basispunkten

V N . P,, P; und dann mit P; und P, jeweils noch einmal aus,

) 0, so erhdlt man Gitterpunkte Q, und Qs. Dann ist aber

o “p Q3Q4Q;5 ein gleichseitiges Gitterpunktdreieck mit kleinere

Seitenldnge a < ay, — Ein Widerspruch zur Minimaltédt von

ay. [

7 Raumliche Aufgaben

7.1 Verschiebung

Aufgabe 74 Beweise: Bei einem beliebigen Tetraeder
ABCD bilden die Kantenmitten E, F, G und H der Kanten
BD, CD, CA bzw. AB ein Parallelogramm. Im Falle eines
regulidren Tetraeders bilden sie ein Quadrat.

Beweis. Nach Umkehrung des Strahlensatzes ist E F parallel
zu BC und halb so lang. Analog ist HG parallel zu BC und
haljb so lang. Folglich sind die Strecken EF und HG gleich
lang und parallel. Somit ist EF G H ein Parallelogramm.

Im reguldren Fall gilt iiberdies FF = FG = GH = HE
und auch die Diagonalen dieses Rhombus EFGH sind
aus Symmetriegriinden gleich lang EG = HF. EFGH ist
damit ein Quadrat. [

E F Aufgabe 75 (MO 440923, MO 441023) Gegeben sei eine
Pyramide ABC D E mit quadratischer Grundfliche ABCD,
deren Seitenflichen ABE, BCE, CDE und D AE samtlich
gleichseitige Dreiecke sind. Auf der Seitenfliche CDE sei
nach auBBen ein regelméRBiges Tetraeder C D E F aufgesetzt.
Untersuche, wie viele Seitenflichen der Kérper ABCDEF
B c hat.

Lésung: Der entstandene Korper ist eine schiefe dreiseitige Pyramide mit den dreieckigen Grund-
und Deckflichen ABC, CDF und den beiden Rhomben BCFE und AD FE und dem Quadrat
ABCD als Seitenflachen. Der Kérper hat also nur 5 Fldchen und nicht 7. Schiiler der Klasse 10 konn-
te hier den Kosinussatz anwenden, um jeweils die Winkel zwischen den Seitenflichen der Pyramide
bzw. des Tetraeders zu berechnen. .

Zum Beweis. Wir betrachten die Verschiebung mit dem Verschiebungspfeil BC. Hierbei gehen B in
C und Ain D iiber. Das Bild von E sei X. Es geniigt zu zeigen, dass X = F ist, denn dannliegen E, F,
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B, C in einer gemeinsamen Ebene. Der beweis ist erbracht, wenn E C D X ein regulédres Tetraeder ist.
Als Bild von ABE ist D C X gleichseitig mit der Kantenlénge a. Ferner ist nach Voraussetzung CD E
gleichseitig mit der selben Kantenlinge a. SchlieRlich ist EX = a, das die Verschiebung die Linge
a hatte. Somit sind alle Kantenldngen des Tetraeders C D E X gleich a. Da es bis auf Kongruenz nur
ein reguldres Tetraeder der Seitenldnge a gibt, muss CD EX = CD E F gelten. Somit ist X = F und
alles ist gezeigt.

Beweisvariante: Man kann sich ABC D E F in ein reguldres Tetraeder der doppelten Seitenldnge 2a
eingebettet denken, wobei F eine Ecke ist und A, B, C, D, E sind Kantenmitten des grol3en Tetra-
eders. Nach Aufgabe 74 ist dann ABC D ein Quadrat.

Aufgabe 76 (Variante von Aufgabe 24) Gegeben seien vier paarweise nicht kongruente sich nicht
schneidende Kugeln K;, i = 1,...,4 im Raum. Fiir i # j sei P;; die Spitze des Kegels, welcher den
Kugeln K; und K; umbeschrieben ist.

Beweisen Sie, dass die sechs Punkte P; ;

;j» 1 # J in einer gemeinsamen Ebene liegen.

Aufgabe 77 (Variation von Aufgabe 23, MO ?22?) Gegeben sei ein Tetraeder. Durch jeden Eck-
punkt und die benachbarten Kantenmitten wird eine Kugel gelegt.
Beweise, dass sich die entstandenen vier Kugeln in einem Punkt schneiden.

Aufgabe 78 Zeige,dass das folgende rdumliche Analogon von Aufgabe 21 nicht gilt: Wenn sich vier
kongruente Kugeln in einem gemeinsamen Punkt schneiden, dann liegen die vier anderen Schnitt-
punkte je dreier dieser Kugeln auf einer zu den Ausgangskugeln kongruenten Kugel.

Beweis. Als Gegenbeispiel dient das rechtwinklig-gleichschenklige Tetraeder (als die 4 Mittelpunkte
der 4 Kugeln), wo die 4 Schnittpunkte je dreier Kugeln (das sind gerade die 4 Mittelpunkte der
Umkreise der Seitenflichen des Tetraeders) in einer Ebene liegen. |

7.2 Drehung

Aufgabe 79 Gegeben sei ein gerader Kreiszylinder der Hohe /1 mit Radius r, der randvoll mit Wasser
gefiillt ist.
Wie viel Wasser flief$t heraus, wenn man ihn um 30° kippt?

Lésung: Verdoppelt man den Leerkérper durch Drehung um 180° um die in die Deckflache ver-
schobene Drehachse (kleine Halbachse der Ellipsenfldche), so erhélt man einen Zylinder, dessen
Volumen berechnet werden kann.

Aufgabe 80 Essein AyA;---A,_; ein n-Eckin der Ebene und By B, --- B,,_; das n-Eck, dessen Mittel-
punkte genau die Mittelpunkte der {iber den Seiten des n-Ecks Ag--- A,_; nach aullen errrichteten
reguldren n-Ecke.

Zeige dass By b, -+ b, regulidr ist genau dann, wenn Ay --- A,,_; affin regulér ist.

Aufgabe 81 Ein Fiinfeck in Raum, das gleichseitig und gleichwinklig ist, liegt in einer Ebene.

8 Kiirzeste Linien
Aufgabe 82 Gegeben sei eine Gerade g in der ebene und zwei verschiedene Punkte A und B auf der

selben Seite von g. o
Bestimmen Sie einen Punkt C auf g, so dass der Steckenzug ACB AC + C B minimale Lénge hat.
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Aufgabe 83 Gegeben sei ein Punkt P im Innern eines Winkels Z(a, b).
Bestimmen Sie zwei Punkte Q € a und R € b, so dass das Dreieck A PQ R minimalen Umfangbesitzt.

Aufgabe 84 Gegeben sei ein spitzwinkliges Dreieck ABC bestimmen Sie drei Punkte P, Q, R auf
den Seiten, so dass das Dreieck PQR minimalen Umfang hat.

Aufgabe 85 (Fermat-Punkt) Gegeben seiein Dreieck ABC, bei dem alle Innenwinkel kleiner gleich
120° sind.

Bestimmen Sie den Punkt F der Ebene, so dass die Summe der Streckenlingen FA+FB+ FC mi-
nimal wird.

Aufgabe 86 Gegeben sei ein konvexes Viereck ABCD.
Bestimmen Sie alle Punkte F, so dass die summe der Absténde von F zu den Eckpunkten FA+F B+
F C + FD minimal wird.

H G

0 Aufgabe 87 Eine Schnecke kriecht auf der Oberfldche eines

E (= F o Wiirfels ABCD EFGH der Kantenlinge 1 vom Punkt P auf
[ P der Kante AE zum Punkt Q auf der Kante CG. Dabei liegen
! P und Q genau in der Hohe %.
pi ¢ Bestimmen Sie den Verlauf des kiirzesten Weges und dessen
’ Lange.
A B

Aufgabe 88 (MO 460932) Ein Apfel hat die Gestalt einer Kugel vom Radius 1. Eine ganz kleine Made
hat sich durch den Apfel gefressen. Sie drang im Punkt P der Oberfldche in den Apfel ein und verlie3
den Apfel im Punkt Q der Oberfliche wieder. Dabei war ihr Weg eine Linie der Lange 2, welche nicht
unbedingt gerade war.

Zeigen Sie, dass man den Apfel durch einen ebenen Schnitt so in zwei gleich grol3e Hélften zerlegen
kann, das das Innere einer der beiden Hélften vom Weg der Made frei bleibt.

Beweis. Die Grundidee liegt im Spiegelungstrick, ndmlich in der Konstruktion einer Ebene ¢ durch
den Mittelpunkt M der Kugel, so dass der kiirzeste Weg von P nach Q iiber ¢ mindestens die Linge
2 hat.

Es sei w die Winkelhalbierende von ZP M Q und ¢ die Ebene, die durch M geht und senkrecht auf
w steht. Der Spiegelungspunkt von Q an ¢ sei Q’. Verbindet man P mit Q’ durch eine Gerade, so ist
M ihr Schnittpunkt mit der Ebene €. Ist N irgend ein vom M verschiedener Punkt auf ¢, so folgt aus
der Dreiecksungleichung im Dreieck Q' N P:

QN+NP=Q'N+NP>Q'P=2.

Folglich hat jeder Weg von P nach Q {iber ¢ eine Linge > 2. Umgekehrt heil3t das, dass jeder Weg
von P nach Q, der héchstens die Lange 2 hat, die Ebene € nicht schneidet. Somit enthélt der offene
Halbraum von ¢, der nicht P und Q enthilt keinen Punkt des Weges der Made. |
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