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1 Geometrie der Ebene

Wir betrachten zunéchst das abgewandelte Spiel SET2, bei dem jede Karte nur zwei
Eigenschaften besitzt, etwa Anzahl und Form und diese Eigenschaften wie im Origi-
nalspiel jeweils drei Auspriagungen haben 1, 2,3 und Rechteck, Welle bzw. Oval.

Satz 1 (Hauptsatz) Zu je zwei verschiedenen Karten aus SET (SET2 bzw. SETS)
gibt es genau eine Karte, die diese beiden Karten zu einem Set ergdnzt.

Wir werden spéter einen Beweis skizieren.

Aufgabe 1: (a) Wie viele Karten hat SET2?
(b) Wie viele Sets hat SET2, wie viele Nicht-sets (Nsets) hat SET27

Losung zu 1. (a) Da jede der beiden Eigenschaften genau 3 Ausprigungen hat, gibt
es 3-3 =9 Karten in SET2. Analog hat SET3 genau 3 - 3 -3 = 27 Karten und das
Originalset hat 81 Karten.

(b) Wir bezeichnen die Menge der sets mit G;, i = 2,3,4, je nachdem ob wir SET2,
SET3 oder SET betrachten. Dabei steht GG auch fiir ,,Gerade®. Nach dem Hauptsatz
kann man beliebige zwei Karten wéhlen, die dritte liegt dann fest, will man ein Set
haben. Beachtet man, dass es bei diesem Tripel nicht auf die Reihenfolge der Wahl
ankommt, so liefern die 6 Permutationen dasselbe Set:

|Go| =9-8/6 =12, |G3] =27-26/6 =9-13 =117, |G4] =81-80/6 = 27-40 = 1080.
Analog erhélt man fiir die Mengen NG9, NG5 und NG der Nicht-Sets:
INGy| =9-8:6/6 =72, |NG3|=27-26-24/6 = 2808,|NG4| = 81-80-78/6 = 93960.

DEFINITION. Es sei ¢ = 2,3, 4. Ein ¢-cap ist eine Teilmenge von SETI, i = 2, 3,4, die
kein Set enthélt.

Wir werden uns griindlich mit maximalen i-caps beschéftigen und obere und untere
Schranken fiir maximale i-caps angeben.



1.1 Die Restklassen modulo 3

Die Menge der Restklassen modulo 3 bezeichnen wir mit 3, also F3 = {0, 1, 2}. Hierbei
steht "F” fiir , field“ denn diese drei Elemente bilden einen “Kérper®. Das bedeutet im
Wesentlichen, dass man in Fj3 addieren, subtrahieren, multiplizieren und dividieren
kann. Bildet man das Mengen-Kreuzprodukt von 3 mit sich selbst, so erhalten wir
die Vektorraume

F3 =3 x F3={(a,b)|a,b € F3}, Fi=F3xF3xF3 F;=1IF;xIF;xIF;xTFFs.

Ebenso wie man R? sowohl als Punktmenge als auch als Vektorraum ansehen kann,
wollen wir auch 2, '3, '3 als Punktmengen ansehen. Dementsprechend koénnen wir
iiber Geraden, Ebenen, Parallelitdt und Schnitte reden.

Wir kénnen nun SET2 mit F3, SET3 mit '3 und SET mit F3 identifizieren, indem wir
die erste Koordinate mit der Anzahl, die zweite Koordinate mit der Form, die dritte
mit der Farbe und die vierte mit der Fiillung identifizieren. Nun ldsst sich ganz einfach
beschreiben, was ein Set ist:

DEFINITION. Ein Set ist eine Menge von 3 Punkten A, B und C' aus SETi mit
A+B+C=0.
Fir SET2 wiirde das mit A = (a1, as), B = (b1, b2) und C = (c1, ¢2) bedeuten, dass

a;+b;+c; =0 (mod 3) und as+bs + o =0 (mod 3).
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Bemerkung . (a) Jede Gerade enthilt genau drei Punkte. Sind A und B in F% gegeben,
so hat die Gleichung A + B + C = 0 genau die eine Losung C' = —A — B = 2A + 2B.
Das beweist den obigen Satz (1).

(b) Zwei Geraden in F? sind entweder parallel oder sie schneiden sich in genau einem
Punkt. Es sind immer je drei Geraden mit jeweils drei Punkten parallel in 2, d. h.,
alle 9 Punkte konnen immer auf drei parallele Geraden verteilt werden.
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(c) Es gibt genau 4 verschiedene Richtungen, in die Geraden verlaufen kénnen und
somit Gy = 4 - 3 = 12 verschiedene Geraden. Die Richtungen sind durch die Vektoren
(1,0),(0,1),(1,1) und (1,2) gegeben. ]

Satz 2 (a) Es gibt ein vierelementiges 2-cap.
(b) Je 5 Punkte aus F% enthalten ein Set (die drei Punkte einer Geraden,).

Beweis . Wenn man von den drei Restklasse, eine Restklasse , verbietet”, etwa Rest-
klasse 2 und nur mit Koordinatenwerten 0 und 1 Punkte bildet, so erhdlt man je-
weils vier Punkte, die kein Set (keine vollstindige Gerade) enthalten, etwa M =
{(0,0),(0,1),(1,0),(1,1)}. Man priift leicht nach, dass C' = 2A + 2B stets eine Koor-
dinate 2 hétte, wenn man A, B aus M wiahlt, also C & M.

(b) Es sei N eine Menge aus 5 Punkten von F%. Angenommen, N enthilt kein Set.
Verteilt man die Punkte von N auf die drei parallele Geraden gq, g1, g2, dann miissen
sich die fiinf Punkte wie 5 = 2 + 2 + 1 auf die drei Geraden verteilen, da andern-
falls bereits ein Set vorldge. O.B.d.A. moge gy nur einen Punkt Py aus N enthalten.
Dann miissen aber die anderen 4 Punkte aus N sich auf den restlichen 3 Geraden
durch F, befinden. Denn die vier Geraden durch F, enthalten alle 9 Punkte der Ebene
(4Geraden - 2Punkte/Gerade + 1 Punkt(FPy) = 9). Keine zwei der 4 - 2 = 8 Punkte der
vier Geraden koénnen gleich sein, da sonst zwei verschiedene Geraden zwei identische
Punktepaare hiatten Fy und einen weiteren Punkt. Verteilt man also die restlichen 4
Punkte aus N auf die restlichen 3 Geraden durch F,, so miissen auf mindestens einer
dieser Geraden zwei weitere Punkte von N liegen. Diese bilden zusammen mit P, eine
vollstédndige Gerade (Set).

O

2 Geometrie im dreidimensionalen Raum 3

Die Anzahl der Punkte (p3 = |Ps| = 27) und der Geraden (g3 = |G3| =913 = 117)
wurden bereits berechnet. Wir wissen auch, dass es genau 3 Punkte pro Gerade gibt
(py = 3) und in jeder Ebene genau 4 Geraden durch jeden Punkt der Ebene gibt. Ferner
gibt es stets 9 Punkte in jeder Ebene und 12 Geraden (4 Richtungen) in jeder Ebene.

Wir wollen bestimmen wie viele Geraden des Raumes durch einen Punkt gehen, g,,
wie viele Ebenen des Raumes durch einen Punkt (e,) gehen und wie viele Ebenen des
Raumes durch eine Gerade gehen (e,).

Wir bestimmen g, auf zwei unabhéngigen Wegen: Zunéchst gibt es durch den Nullpunkt
(0,0,0) die 4 Geraden der Ebene z = 0. Auflerdem gibt es zu jedem der 9 Punkte der
Ebene z = 1 eine weitere Gerade. Alle diese Geraden sind voneinander verschieden
und weitere Geraden durch (0,0, 0) gibt es nicht. Fazit g, = 4 + 9 = 13. Zweiter Weg



(doppeltes Abzihlen): Es gilt g, - p3 = py, - g3. Daher gilt
Dy 93 3-9-13
gp —= g g
P3 27
Die Zahl der Geraden durch einen Punkt gibt gleichzeitig die Anzahl der Richtungen
an, die im Raum existieren. Zu jeder Richtung gibt es genau drei parallele Ebenen, die

13.

senkrecht zur Richtung stehen. Somit gilt e3 = 3 - 13 = 309.

Satz 3 Drei nicht auf einer gemeinsamen Geraden
liegende Punkte A, B,C € T3 spannen genau eine
Ebene aus 9 Punkten auf.

Beweis . Man berechnet Z = 2B+2C, X = 2A+2B,
A ? W  V =2A4+2C und erhilt, da B, V, Y ein Set bilden
Y = 2B+ 2V = 2B + A+ C. Analog bestimmt
i I\ man U und V. Tatséchlich bilden diese 9 Punkte
X U v eine Ebene wie F2.
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Zweiter Beweis fiir e3 = 39. Es gibt in 3 genau ngs = [NG3| = 3% -8 - 13 = 2808
Nsets, die nach Satz (3) alle genau eine Ebene erzeugen. Diese Ebene wird aber von
allen ngs = [NG3| = 8 -9 = 72 in ihr enthaltenen Nsets erzeugt. Also gilt

ngs 3%-8-13
=——=—=3-13=39.
“ ngo 8-9
Durch doppeltes Abzéhlen berechnen wir nun noch die fehlenden Parameter e, = An-
zahl der Ebenen durch einen Punkt, e, = Anzahl der Ebenen durch eine Gerade:

_ Peres  9-3-13

ep = =13,
P D3 27
ge - €3 12-3-13
69 — = —
Js 9-13
Jede Gerade liegt also in 4 verschiedenen Ebenen.
(0,2,0) 2200 (1.2.2) Satz 4 (a) Es gibt ein 9-
‘( 3 elementiges 3-cap.
i G i (b) Unter beliebigen 10 Punk-
- [ | ten emistiert immer eine
0,0,0) 2.00) o2

vollstindige Gerade.

Beweis . (a) In der nebenstehenden Skizze ist ein solches maximale 3-cap aus 9 Punkten
zu sehen. Man priift leicht nach, dass tatséichlich A+ B+ C # 0 gilt fiir alle Tripel aus
verschiedenen Punkten.

(b) Es sei nun M eine Menge aus 10 Punkten. Angenommen, M enthélt kein Set (=
keine vollstdndige Gerade). Dann kénnen sich die 10 Punkte nur in folgender Art auf
drei parallele Ebenen verteilen:

10=3+3+4=4+4+2.
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Wiren in einer Ebene 5 Punkte, dann wiirde in dieser Ebene nach Satz (2) (b) ein Set
enthalten sein. Es gibt also eine Ebene e, die maximal 2 oder 3 Punkte X; und X5 aus
M enthélt. Zumindest 7 weitere Punkte liegen aulerhalb der Geraden g; = [X;X5].
Da genau 4 Ebenen durch g; gehen, also neben e; nur noch drei weitere Ebenen, konnen
sich die 7 Punkte auf die 3 weiteren Ebenen nur wie folgt verteilen:

7T=1+1+5=3+2+2=3+3+1.

In allen Fillen, sind mindestens 3 weitere Punkte in einer der drei Ebenen. Zusammen
mit Xy und X; sind das dann aber mindestens 5 Punkte in einer Ebene. Also enthélt
M ein Set — im Widerspruch zur Annahme. U

Aufgabe 2: Die |G4] = 1080 Sets in F3 kénnen in die vier disjunkten Mengen von
i-Sets, i = 0,1,2,3, Gy; unterteilt werden. Bei einem i-Set seien genau ¢ Koordinaten
der drei Punkte gleich, etwa

Gy = {{A,B,C}|A+B+C’: 0,aq 7é by, as #bz,% 75 bs}

und {(1,2,0,0),(1,1,0,1),(1,0,0,2)} € G4a, weil die ersten und dritten Koordinaten
iibereinstimmen und die zweiten und vierten nicht.

Bestimmen Sie die Anzahl der Elemente der vier Set-Mengen Gy, G41, Gaz, G43.

Satz 5 (a) In FY gibt es stets ein n-cap aus 2" Elementen
(b) Ein n-cap hat hiochstens (3" + 1)/2 Elemente.

Beweis . (a) Die Menge M = {(ay,...,a,)|a; € {0,1}} besteht aus 2" Elementen ohne
ein Set. Denn mindestens ein Punkt muss mindestens eine Koordinate haben, die gleich
2 ist, damit ein Set vorliegt.

(b) (nach Lisa Sauermann, Festvortrag Bundesrunde 60.Mathematikolympiade 2021)
Es sei M ein n-cap, also eine Menge ohne Set. Wir wollen zeigen, dass |M| < (3"+1)/2.
Sei X ein Punkt aus M. Dann lassen sich nach Satz (1) die restlichen 2k = 3" —1 Punkte
in k Paare {(A1, B1), (A2, Ba), ..., (Ax, Bi)} so einteilen, dass (A;, B;, X) immer ein
Set bildet. Die neu gefundenen B; sind dabei von allen vorangegangenen A; und B;
verschieden. Da M kein Set enthélt, kann es von allen Paaren immer nur eine Hélfte
enthalten. Also gilt |M| <k+1=(3"+1)/2.

U
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