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In diesem Handout werden einige einfache und weniger einfache Sätze aus der ebenen Geome-
trie vorgestellt und bewiesen. Dabei werden wichtige Begriffe beispielhaft demonstriert, die
beim Beweisen geometrischer Sachverhalte eine Rolle spielen.

1 Sätze über die Ecktransversalen im Dreieck

1.1 Mittelsenkrechte

Satz 1 Die Mittelsenkrechten mAB, mAC und mBC eines Dreiecks ABC schneiden sich in
einem Punkt M . Dieser Punkt ist der Mittelpunkt des Umkreises dieses Dreiecks.

Der Beweis verwendet den Begriff der Ortslinie:

Die Mittelsenkrechte mAB besteht aus genau den Punkten P der Ebene, die von
A und B den gleichen Abstand haben.

Eine Ortslinie verbindet eine geometrische Eigenschaft (Mittelsenkrechte als Gerade) mit einer
logischen (P mit |AP | = |BP |). Ihre Beweiskraft entwickeln Ortslinien aus dem Zusammen-
spiel beider Seiten.

Beweis: Sei ABC das gegebene Dreieck, D,E, F
die Mittelpunkte der Seiten BC,AC,AB und
M der Schnittpunkt der beiden Mittelsenkrech-
ten mAB und mBC . Wir zeigen, dass M dann
auch auf der dritten Mittelsenkrechten liegt. Im
Folgenden bezeichnet d(M,A) den Abstand der
beiden Punkte M und A.

M ∈ mAB ⇒ d(M,A) = d(M,B)

M ∈ mBC ⇒ d(M,B) = d(M,C)

Daraus folgt d(M,A) = d(M,C), also M ∈
mAC . �

A

B

C

A′

B′

C ′

Abbildung 1: Die Mittelsenkrechten

Aus dem Beweis ergibt sich außerdem, dass der Schnittpunkt M von allen drei Eckpunkten
gleichweit entfernt ist, also der Umkreismittelpunkt ist.
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Abbildung 3: Inkreis und Ankreise eines Dreiecks

1.2 Winkelhalbierende

Satz 2 Die Winkelhalbierenden wA, wB und wC eines Dreiecks ABC schneiden sich in einem
Punkt I. Dieser Punkt ist der Inkreismittelpunkt des Dreiecks.

Auch hier spielen Ortslinien eine Rolle:

Die Winkelhalbierende wA besteht aus genau den Punkten P , die von den beiden
Schenkeln des Winkels mit Scheitel A gleichen Abstand haben.

Gehen wir wieder von einem Dreieck ABC aus, so kann zunächst das GeoGebra-Werkzeug
Winkelhalbierende des durch drei Punkte gegebenen Winkels ∠ABC mit Scheitel B verwendet
werden.

Wir argumentieren für den Schnittpunkt I der
Winkelhalbierenden durch A und B wie eben,
wobei d(I, AB) den Abstand von I zum Schen-
kel AB des Winkels bezeichnet.

I ∈ wA ⇒ d(I, AB) = d(I, AC)

I ∈ wB ⇒ d(I, BA) = d(I, BC)

Aus dem Beweis ergibt sich dann außerdem, dass
der Schnittpunkt I von allen drei Dreiecksseiten
gleich weit entfernt, also der Inkreismittelpunkt
ist.

A B
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I

Abbildung 2: Die
Innenwinkelhalbierenden
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Hier sind allerdings subtile Fragen zu berücksichtigen, denn dieser Winkelbegriff geht von
Schenkeln und damit Strahlen aus und ist ein Begriff der Ordnungsgeometrie, in der Rich-
tungen, Winkel und Nebenwinkel sowie Inneres und Äußeres von Strecken auf einer Geraden
unterschieden werden können. Für viele geometrische Zusammenhänge ist eine solche Unter-
scheidung nicht erforderlich.

Zur Konstruktion der Winkelhalbierenden in GeoGebra können drei Punkte oder zwei Ge-
raden angegeben werden. Im zweiten Fall werden zwei Winkelhalbierende konstruiert, da sich
für zwei Geraden Winkel und Nebenwinkel nicht unterscheiden lassen. Auch die Beschreibung
des geometrischen Orts ist zu präzisieren:

Der geometrische Ort der Punkte, die von zwei sich schneidenden Geraden gleichen
Abstand haben, ist das Winkelhalbierendenpaar.

Die beiden Geraden dieses Paars kann man erst in einer Ordnungsgeometrie voneinander
unterscheiden – die Innenwinkelhalbierende im Dreieck schneidet die Gegenseite in einem
inneren Punkt, die Außenwinkelhalbierende ist parallel (im gleichschenkligen Dreieck) oder
schneidet die Verlängerung der Gegenseite in einem äußeren Punkt. Die beiden Geraden dieses
Paares stehen außerdem senkrecht aufeinander.

Verwenden wir Winkelhalbierendenpaare und d(I, AB) als Abstand von I zur Geraden AB,
so haben wA und wB insgesamt vier Schnittpunkte. Ist I einer von ihnen, so geht die bisherige
Argumentation durch und I liegt auch auf demWinkelhalbierendenpaar wC . Wir haben neben
dem Inkreismittelpunkt I so auch die Mittelpunkte der drei Ankreise IA, IB und IC gefunden.

Satz 3 Die Winkelhalbierendenpaare wA, wB und wC eines Dreiecks ABC haben vier Punkte
gemeinsam, den Inkreismittelpunkt I sowie die Mittelpunkte IA, IB und IC der drei Ankreise.

Man beachte die Ähnlichkeit zum Begriff des Parallelenpaars als dem geometrischen Ort aller
Punkte, die von einer gegebenen Gerade einen vorgegebenen Abstand haben.

Wir bestimmen als nächstes die Längen der Abschnitte auf den Dreiecksseiten zu den Berühr-
punkten des Inkreises sowie zu den Berührpunkten der Ankreise.

Sind A1, B1 und C1 die Berührpunkte des Inkreises mit den Dreiecksseiten wie in der Figur, so
gilt |AC| = |AB| = x, |BA| = |BC| = y und |CA| = |CB| = z, da Tangentenabschnitte
von einem Punkt an einen Kreis gleichlang sind.

Mit den üblichen Bezeichnungen a, b, c für die
Längen der Dreiecksseiten ergibt sich daraus a =
y+ z, b = x+ z und c = x+ y und weiter 2(x+
y+z) = a+b+c. Setzen wir s = 1

2
(a+b+c) für

die halbe Umfangslänge des Dreiecks, so ergibt
sich weiter

|AC| = |AB| = s− a,

|BA| = |BC| = s− b,

|CA| = |CB| = s− c.

A B

C

C1

A1

B1

Abbildung 4: Die Berührpunkte des
Inkreises

Für die drei Ankreise ist die Rechnung etwas komplizierter. Mit den Bezeichnungen der Abbil-
dung 5 gilt |AC| = |AC| = u, |BC| = |BC| = v, |BA| = |BA| = w, |CA| = |CA| = x,
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Abbildung 5: Tangentenabschnitte der Ankreise

|CB| = |CB| = y und |AB| = |AB| = z. Daraus ergibt sich zunächst

|AB|+ |BC|+ |AC| = u+ v + w + x+ y + z = 2s.

Neben den bisher betrachteten Tangentenabschnitten gilt weiter

|AA| = |AA| : u+ v + w = x+ y + z (= s)

|BB| = |BB| : w + x+ y = u+ v + z (= s)

|CC| = |CC| : u+ y + z = v + w + x (= s).

Aus s = u + v + w = c + w folgt schließlich w = s − c und aus s = u + v + z = c + z ergibt
sich z = s − c und damit w = z = s − c. Analog gilt v = y = s − a und x = u = s − b.
Zusammengefasst ergibt sich also

|AC| = |CA| = s− b,

|BA| = |AB| = s− c,

|BC| = |CB| = s− a.

Ist C1 der Berührpunkt des Inkreises mit der Seite AB, so ergibt sich aus dem Vergleich
mit dem oben hergeleiteten Ergebnis |AC| = |BC| = s− a. Berührpunkt des Inkreises und
Berührpunkt des Ankreises an eine Dreiecksseite liegen also symmetrisch zu deren Mittel-
punkt.

Zwei Geraden schneiden sich (normalerweise) immer in genau einem Punkt. Wenn drei Gera-
den durch einen gemeinsamen Punkt gehen oder parallel sind, so liegt schon eine besondere
Situation vor. Solche Geraden nennt man konkurrent.
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Abbildung 7: Sehnensatz und Sekantensatz

Umgekehrt geht durch zwei Punkte (normalerweise) immer genau eine Gerade. Wenn drei
Punkte auf einer gemeinsamen Geraden liegen, so liegt ebenfalls eine besondere Situation
vor. Solche Punkte nennt man kollinear.

Ein nicht so einfaches Beispiel für Geraden am
Dreieck, die durch einen gemeinsamen Punkt ge-
hen, kann man als Nebeneffekt der Konstruk-
tion der Ankreise beobachten: Um einen Kreis
zu zeichnen brauchen wir neben dem Mittel-
punkt einen Punkt auf der Peripherie, im Fall
des Ankreises also den Lotfußpunkt aus dem An-
kreismittelpunkt auf die zugehörige Dreieckssei-
te. Diese drei Lote gehen durch einen gemeinsa-
men Punkt. Wir kommen weiter unten auf diese
Frage zurück.

Abbildung 6: Lote aus den
Ankreismittelpunkten

1.3 Sehnensatz

Satz 4 (Sehnensatz) Schneiden sich die Sehnen AC und BD eines Kreises k in einem
Punkt S, so gilt |AS| · |CS| = |BS| · |DS|. Das Produkt der jeweiligen Sehnenabschnitte ist
konstant.

Beweis: Nach Peripheriewinkelsatz ist |∠ABD| = |∠ACD|. Zusammen mit den Scheitelwin-
keln bei S sind die Dreiecke ASB und DSC ähnlich und somit gilt |AS| : |DS| = |BS| : |CS|.
�

Ist r der Radius des Kreises k und |SM | = d, so ergibt sich |AS|·|CS| = (r+d)(r−d) = r2−d2,
wenn man die Sehne durch S und M betrachtet.

Der Satz bleibt für Sekanten gültig, deren Schnittpunkt S außerhalb des Kreises liegt. Der
oben gegebene Beweis lässt sich wörtlich übertragen.

Satz 5 (Sekantensatz) Schneiden sich die Sekanten AC und BD durch vier Punkte auf
einem Kreis k in einem Punkt S, so gilt |AS| · |CS| = |BS| · |DS|. Das Produkt der jeweiligen
Sekantenabschnitte ist also konstant.
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Wird eine der Sekanten zur Tangente, so ergibt sich als Folgerung

Satz 6 (Sekanten-Tangenten-Satz) A und C sind Punkte auf einem Kreis k, die Sekante
AC geht durch einen Punkt S außerhalb k und T ist ein Punkt auf k, in dem die Tangente
ST den Kreis berührt. Dann gilt |AS| · |CS| = |TS|2.

Liegt S außerhalb des Kreises k und wir betrachten eine Sekante durch M , so ergibt sich für
das Produkt |AS| · |CS| = (d+r)(d−r) = d2−r2. Diese für alle Sekanten durch S gleiche Zahl
wird auch als Potenz Pk(S) des Punkts S bzgl. des Kreises k bezeichnet. Liegt S außerhalb
des Kreises, so ist Pk(S) > 0, für Punkte S innerhalb des Kreises ist Pk(S) < 0.

1.4 Satz vom Höhenschnittpunkt

Satz 7 Die Höhen eines Dreiecks ABC gehen durch einen gemeinsamen Punkt, das Ortho-
zentrum.

Beweis: Sei H der Schnittpunkt der Höhen AA

und BB. Wir zeigen, dass dann CH die Höhe
auf AB ist. Wegen der rechten Winkel bei A1

und B1 gehen die Thaleskreise über den Durch-
messern AB sowie CH durch A1 und B1. Nach
Peripheriewinkelsatz über der Sehne DH ist
|∠HCA1| = |∠HB1A1| = |∠BB1A1|. Nach Pe-
ripheriewinkelsatz über der Sehne AB ist wei-
ter |∠BB1A1| = |∠BAA1|. Da A1 Höhenfuß-
punkt ist, gilt aber |∠BAA1| = 90◦ − β und so-
mit auch |∠C1CA1| = |∠HCA1| = 90◦−β. Da-
mit gilt |∠BC1C| = 180◦−β− (90◦−β) = 90◦.
�
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H

Aus dem Sehnensatzes folgt die zusätzliche Eigenschaft, dass der Höhenschnittpunkt die
Höhen so teilt, dass die Produkte aus den beiden Höhenabschnitten jeweils gleichgroß sind.

Ein zweiter Beweis des Satzes ergibt sich aus
folgenden Überlegungen: Die Parallelen zu den
Dreiecksseiten durch die gegenüberliegenden
Eckpunkte spannen ein Dreieck A′B′C ′ auf.
Nach Konstruktion sind ABCA′ und AC ′BC
Parallelogramme und somit |B′A| = |AC ′| =
|BC|. Das Dreieck ABC ist also das Mittendrei-
eck im Dreieck A′B′C ′ und somit die Höhen im
Dreieck ABC gerade die Mittelsenkrechten im
Dreieck A′B′C ′.

A B

CB′

A′

C ′
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Ein dritter Beweis ergibt sich aus der Betrach-
tung des Höhenfußpunktdreiecks ABC, das
von den Fußpunkten der Höhen im Dreieck
ABC aufgespannt wird. In den entsprechen-
den Thaleskreisen gilt nach Peripheriewinkel-
satz |∠A1C1C| = |∠A1AC| = 90◦ − γ und
|∠CC1B1| = |∠CBB1| = 90◦ − γ. Die Höhen
im Dreieck ABC sind also die Winkelhalbieren-
den des Höhenfußpunktdreiecks.

A

C

B

A1

B1

C1

1.5 Teilverhältnisse

Für jeden Punkt P auf der Geraden durch A und B gibt es eine eindeutig bestimmte Zahl

t ∈ R, für welche die Vektorgleichung
−→
AP = t · −−→AB gilt. Wir bezeichnen t = t(P,AB) als

Koordinate von P bzgl. A und B.

Es gilt t(A,AB) = 0, t(B,AB) = 1 und weiter

• t(P,AB) < 0, wenn A zwischen P und B liegt,
• 0 < t(P,AB) < 1, wenn P zwischen A und B liegt, und
• t(P,AB) > 1, wenn B zwischen A und P liegt.

Die Koordinate von P bestimmt dessen Lage auf der Geraden AB eindeutig.

Als Teilverhältnis TV (ABP ) bezeichnet man das Verhältnis der (orientierten) Längen |AP |
und |BP |. Genauer setzen wir

TV (ABP ) =

{

− |AP |
|BP | , wenn P zwischen A und B liegt (innere Teilung)

|AP |
|BP | , wenn P außerhalb der Strecke AB liegt (äußere Teilung).

Für P = A ist TV (ABP ) = 0, für P = B setzen wir formal TV (ABP ) = ∞. Für den
Mittelpunkt M der Strecke AB gilt dann TV (ABM) = −1. Liegt P links von A (also A
zwischen P und B), dann ist |AP | < |BP | und somit 0 < TV (ABP ) < 1. Liegt dagegen P
rechts von B (also B zwischen A und P ), dann ist |AP | > |BP | und somit TV (ABP ) > 1.

Teilverhältnis u = TV (ABP ) und Koordinate t = T (P,AB) hängen über die Beziehung
u = t

t−1
zusammen, wie man sich leicht überlegt. Bei gegebenem Teilverhältnis u kann daraus

die Koordinate t = u
1+u

berechnet werden. Das Teilverhältnis bestimmt die Lage eines Punktes
auf der Geraden AB bzgl. A und B also ebenfalls eindeutig.

Sind P und Q Punkte auf AB, für die TV (ABP ) = −TV (ABQ) gilt, so bezeichnet man dies
als harmonische Teilung der Strecke AB. Teilen P und Q die Strecke AB harmonisch, gilt
also |AP |

|BP | = − |AQ|
|BQ| , dann teilen auch A und B die Strecke PQ harmonisch, denn dann ist auch

|AP |
|AQ| = − |BP |

|BQ| .

1.6 Der Satz von Ceva

Die bisher betrachteten Sätze über Ecktransversalen in Dreieck kann man aus einem allge-
meinen Prinzip über Teilverhältnisse von Transversalen am Dreieck herleiten.
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Satz 8 (Satz des Ceva) Drei Ecktransversalen des Dreiecks ABC mögen die gegenüber-
liegenden Seiten in den Punkten A1, B1, C1 schneiden. Diese drei Ecktransversalen gehen
genau dann durch einen gemeinsamen Punkt S, wenn

|BA|
|AC| ·

|CB|
|BA|

· |AC|
|CB| = 1

gilt.

Beweis: Der Beweis wird durch Flächenzerlegung geführt.

Wir bezeichnen dazu die Streckenlängen wie im Bild mit a1, . . . , c2. Es gilt

F (CAS) = F (CAC)− F (SAC) =
1

2

(

h · c1 − h′ · c1
)

=
1

2
· c1 · (h− h′)

Analog ergibt sich F (CSB) = 1

2
·c1 ·(h−h′) und

weiter

c1
c2

=
F (CAS)

F (CSB)
.

Ähnlich zeigt man

b1
b2

=
F (CSB)

F (BSA)
,

a1
a2

=
F (ASB)

F (ASC)
,

also insgesamt

a1
a2

· b1
b2

· c1
c2

= 1.

A
B

C

A1

B1

C1

S

c1 c2

a1

a2
b1

b2

h

h1

Ist umgekehrt

a1
a2

· b1
b2

· c1
c2

= 1

und S der Schnittpunkt der Transversalen durch
A und B, so schneidet die Gerade CS die Drei-
ecksseite AB in einem Punkt C ′

1 und dieser teilt
die Strecke AB in Abschnitte der Längen c′1 und
c′2. Nach der bereits bewiesenen Richtung gilt für
die drei Transversalen AA, BB, CC ′

 durch S

a1
a2

· b1
b2

· c
′
1

c′
2

= 1

A
B

C

A1

B1

C1

c1 c2

a1

a2
b1

b2
S

C ′
1

und damit c1
c2

=
c′
1

c′
2

. Dies sind aber bis auf das Vorzeichen gerade die Teilverhältnisse

TV (ABC1) = −c1
c2

und TV (ABC ′
1) = −c′1

c′
2

.
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Da die Teilverhältnisse übereinstimmen, fallen die Punkte C1 und C ′
1 zusammen und die

Umkehrung des Satzes ist ebenfalls gezeigt. �

Der hier geführte Beweis ist erst einmal nur für Transversalen schlüssig, die sich im Inneren
des Dreiecks ABC schneiden. Ersetzt man in der Formulierung des Satzes von Ceva die
Quotienten der Streckenlängen durch die Teilverhältnisse, so erhält man eine Formulierung
des Satzes von Ceva, die für beliebige Punkte A1 ∈ BC,B1 ∈ AC,C1 ∈ AB gilt.

Satz 9 (Allgemeiner Satz des Ceva) A1 ∈ BC,B1 ∈ AC,C1 ∈ AB seien Punkte auf den
Seiten des Dreiecks ABC oder deren Verlängerungen. Die Ecktransversalen AA1, BB1 und
CC1 gehen genau dann durch einen gemeinsamen Punkt S, wenn

TV (BCA1) · TV (CAB1) · TV (ABC1) = −1

gilt.

Als Folgerung aus dem Satz von Ceva ergeben sich neue Beweise für Schnittpunktsätze von
Ecktransversalen.

Satz 10 In einem Dreieck schneiden sich die Seitenhalbierenden in einem Punkt.

Beweis: Es ist a1 : a2 = b1 : b2 = c1 : c2 = 1. �

Winkelhalbierende:

Satz 11 Im Dreieck wird die Gegenseite von
der Winkelhalbierenden im Verhältnis der an-
liegenden Seiten geteilt.

Beweis: BD und AE sind die Lote aus den
beiden Eckpunkten auf die Winkelhalbierende
CC1. Dann sind die Dreiecke AEC und BDC
ähnlich, woraus |AC| : |AE| = |BC| : |BD|
folgt. Weiter sind die Dreiecke AEC1 und BDC1

ähnlich, woraus |AE| : |AC| = |BD| : |BC|
folgt. Zusammen ergibt sich die Behauptung
|AC| : |BC| = |AC| : |BC|. �

A

B

C

C1

D

E

Damit ergibt sich

a1
a2

· b1
b2

· c1
c2

=
c

b
· a
c
· b
a
= 1

und somit ein weiterer Beweis für den Schnittpunktsatz der Innenwinkelhalbierenden.

Die Aussage ist auch für Halbierende der Außenwinkel gültig. Der oben geführte Beweis
kann wörtlich wiederholt werden. Der entsprechende Schnittpunkt C1 ist dann ein äußerer
Teilungspunkt der Strecke AB. Im gleichschenkligen Dreieck mit Spitze C ist die Außenwin-
kelhalbierende parallel zur Seite AB. C1 ist deshalb der

”
unendlich ferne Punkt“, für den

|AC| : |BC| = 1 gilt.
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Höhen: Für die Abschnitte der Höhenfußpunkte auf den Dreiecksseiten ergeben sich mit
den üblichen Bezeichnungen der Stücke am Dreieck

a1 = c cos(β) a2 = b cos(γ)

b1 = a cos(γ) b2 = c cos(α)

c1 = b cos(α) c2 = a cos(β)

und somit wieder

a1
a2

· b1
b2

· c1
c2

= 1.

Die beiden folgenden Sätze ergeben sich unmittelbar aus den früher ausgeführten Berech-
nungen über die Längen der Seitenabschnitte zu den Berührpunkten des Inkreises und der
Ankreise. Es sind die Bezeichnungen aus den Abbildungen 4 und 5 verwendet.

Satz 12 In einem Dreieck schneiden sich die Transversalen AA1, BB1 und CC1 zu den
Berührungspunkten des Inkreises in einem Punkt, dem Gergonne-Punkt.

Beweis: Es gilt TV (ABC1) = − s−a
s−b

, TV (BCA1) = − s−b
s−c

und TV (CAB1) = − s−c
s−a

. �

Satz 13 In einem Dreieck schneiden sich die Transversalen AA3, BB3 und CC3 zu den
(inneren) Berührungspunkten der Ankreise mit den Seiten in einem Punkt. Dieser Punkt
heißt auch Nagel-Punkt.

Beweis: Es gilt TV (ABC3) = − s−b
s−a

, TV (BCA3) = − s−c
s−b

und TV (CAB3) = − s−a
s−c

. �

In der folgenden Anwendung schneiden sich die Transversalen in einem Punkt außerhalb des
Dreiecks ABC, es ist der Satz von Ceva in seiner allgemeinen Form anzuwenden.

Satz 14 In einem Dreieck schneiden sich die Transversalen zu den drei Berührpunkten eines
Ankreises in einem Punkt.

Beweis: Für jeden der drei Ankreise ist klar, welche Transversalen zu nehmen sind. Für den
Ankreis, der dem Eckpunkt A gegenüberliegt, sind dies die Transversalen BA4, AA3 und
CA2. Für diese gilt TV (ABA2) =

s
s−c

, TV (BCA3) = − s−c
s−b

und TV (CAA4) =
s−b
s
. �

Trigonometrische Version des Satzes von Ceva

Satz 15 Sind in der Konfiguration des Satzes von Ceva α1 = |∠BAA1|, α2 = |∠A1AC|,
β1 = |∠CBB1|, β2 = |∠B1BA|, γ1 = |∠ACC1| und β2 = |∠C1CB|, so gehen die Ecktans-
versalen AA1, BB1 und CC1 genau dann durch einen Punkt, wenn

sin(α1) sin(β1) sin(γ1)

sin(α2) sin(β2) sin(γ2)
= 1

ist.
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Beweis: Setzen wir |∠CC1A| = δ, so gilt
im Dreieck AC1C nach Sinussatz c1 sin(γ1) =
b sin(δ) und wegen sin(δ) = sin(180◦ − δ) im
Dreieck C1BC auch c1 sin(γ2) = a sin(δ), ins-
gesamt also

sin(γ1)

sin(γ2)
=

c2
c1

· b
a
.

A
B

C

C1

c1 c2

Fügt man dies mit den entsprechenden Beziehungen für die Winkel an den anderen beiden
Eckpunkten zusammen, so ergibt sich

sin(α1) sin(β1) sin(γ1)

sin(α2) sin(β2) sin(γ2)
=

a1
a2

· b1
b2

· c1
c2
. �

Damit kann der Schnittpunktsatz für eine weitere Ecktransversale bewiesen werden. Seiten-
halbierende gehen durch die Mitte der jeweiligen Seite und werden deshalb auch als Mediane
bezeichnet. Spiegeln wir die Seitenhalbierende an der jeweiligen Innenwinkelhalbierenden, so
erhalten wird die Symmediane.

Satz 16 Die drei Symmedianen eines Dreiecks schneiden sich in einem Punkt.

Beweis: Nach Konstruktion teilt die Symmediane durch C den Innenwinkel in zwei Teile
derselben Größe wie die Mediane, allein die Reihenfolge ist vertauscht. Damit folgt die Aus-
sage aus der trigonometrischen Form des Satzes von Ceva: Da die Medianen durch einen
gemeinsamen Punkt gehen, gilt

sin(α1) sin(β1) sin(γ1)

sin(α2) sin(β2) sin(γ2)
= 1.

Damit gilt aber auch

sin(α2) sin(β2) sin(γ2)

sin(α1) sin(β1) sin(γ1)
= 1

und die Symmedianen gehen ebenfalls durch einen gemeinsamen Punkt. �

Satz 17 Die Lote aus den Ankreismittelpunk-
ten IA, IB und IC auf die Dreiecksseiten BC,
AC und AB schneiden sich in einem Punkt.

Beweis: Die Lotfußpunkte sind wie in der Ab-
bildung mit A2, B2 und C2 bezeichnet. Die drei
Lote sind Ecktransversalen im Dreieck IAIBIC .
Dort ist etwa |∠AIBB2| = 90◦ − |∠B2AIB| =
90◦ − (90◦ − 1

2
α) = 1

2
α = |∠C2ICA| und ähn-

lich die anderen Winkel. Die Behauptung folgt
nun aus der trigonometrischen Version des Sat-
zes von Ceva. �

A

B

C

A2
B2

C2

IA

IB

IC
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2 Weitere Sätze am Dreieck

2.1 Inkreisradius und Ankreisradien

Die Berührpunkte von Inkreis und den Ankreisen sowie die vier Schnittpunkte der Winkel-
halbierendenpaare eines Dreiecks ABC bilden eine Reihe zueinander ähnlicher Dreiecke, aus
denen sich Beziehungen zwischen dem Inkreisradius r und den Ankreisradien rA, rB und rC
ableiten lassen.

Genauer: Mit den Bezeichnungen aus den Abbildungen 4 und 5 sind die rechtwinkligen Drei-
ecke CIB1, CICC2, CB2IB und CA4IA ähnlich zueinander, da sie alle einen Innenwinkel der
Größe α

2
enthalten. Mit den früher berechneten Längen der Seitenabschnitte ergibt sich die

erste Zeile der folgenden Übersicht. Die weiteren Zeilen ergeben sich analog.

(1) (2) (3) (4) (5)

(A) r
s−a

= rA
s

= s−b
rC

= s−c
rB

= tan
(

α
2

)

(B) r
s−b

= rB
s

= s−c
rA

= s−a
rC

= tan
(

β
2

)

(C) r
s−c

= rC
s

= s−a
rB

= s−b
rA

= tan
(

γ
2

)

Zusammen mit der Formel F = r ·s, die sich aus der Zerlegung des Dreiecks ABC in die Teil-
dreiecke ABI, BCI und CAI ergibt, lassen sich daraus eine Reihe weiterer Zusammenhänge
im Dreieck herleiten. Für den Flächeninhalt des Dreiecks gilt

F = r · s = rA(s− a) = rB(s− b) = rC(s− c).

Der Inkreisradius kann durch die Seitenlängen ausgedrückt werden. (B.1) und (B.3) liefern

r · rA = (s− b)(s− c)

und aus (A.1) und (A.2) folgt

r · s = rA(s− a).

Daraus ergibt sind r2 · s = (s− a)(s− b)(s− c) und schließlich

r =

√

(s− a)(s− b)(s− c)

s
.

Multiplikation mit s liefert die Heronsche Flächenformel

F = r · s =
√

s(s− a)(s− b)(s− c).

Analog ergeben sich folgende Formeln für die Ankreisradien:

rA =

√

s(s− b)(s− c)

s− a

rB =

√

s(s− a)(s− c)

s− b

rC =

√

s(s− a)(s− b)

s− c

12



Nach Multiplikation der Formeln ergibt sich

r · rA · rB · rC = s(s− a)(s− b)(s− c) = F 2

und damit eine weitere Formel

F =
√
r · rA · rB · rC

für den Flächeninhalt des Dreiecks. Aus s = (s− a) + (s− b) + (s− c) folgt

1

r
=

1

rA
+

1

rB
+

1

rC
.

2.2 Der Satz von Stewart

In diesem Abschnitt geht es um die Berechnung der Länge einer Ecktransversalen.

Seitenhalbierende. Die Länge sC der Seitenhalbierenden CC1 kann über eine Anwendung
des Kosinussatzes berechnet werden.

Setzen wir |∠CC1A| = δ, so gilt c1 = c2 = c
2

und in den Dreiecken AC1C und C1BC

b2 =
( c

2

)2

+ s2C − 2sC

( c

2

)2

cos(δ)

a2 =
( c

2

)2

+ s2C + 2sC

( c

2

)2

cos(δ),

wobei in der zweiten Gleichung cos(180◦ − δ) =
cos(δ) verwendet wurde.

A B

C

C1

c1 c2

Addition beider Gleichungen und Umstellung nach sC ergibt folgenden Satz:

Satz 18 Für die Länge sC der Seitenhalbierenden CC1 im Dreieck ABC gilt

s2C =
a2 + b2

2
− c2

4
.

Als Folgerung ergibt sich s2A + s2B + s2C = 3

4

(

a2 + b2 + c2
)

und für den Schwerpunkt S

|SA|2 + |SB|2 + |SC|2 = 1

3

(

a2 + b2 + c2
)

wegen |SA| = 2

3
sA usw.

Dies kann auf beliebige Ecktransversalen verallgemeinert werden.

Satz 19 (Satz von Stewart) Ist C1 ein innerer Punkt der Seite AB im Dreieck ABC, so
gilt (mit den üblichen Bezeichnungen am Dreieck) für die Länge l = |CC| der Ecktransver-
salen

a2 · c1 + b2 · c2 = (l2 + c1 · c2) · c.

13



Beweis: Mit den Bezeichnungen von oben ist

b2 = c21 + l2 − 2c1l cos(δ)

a2 = c22 + l2 + 2c2l cos(δ).

Bilden wir die Summe aus dem c2-fachen der ersten und dem c1-fachen der zweiten Gleichung,
so heben sich die Terme mit cos(δ) wieder weg und es bleibt

a2 · c1 + b2 · c2 = (l2 + c1 · c2) · (c1 + c2) = (l2 + c1 · c2) · c

übrig wie behauptet, da c = c1 + c2 ist. �

Für einen äußeren Teilpunkt C1 sind die Ausgangsgleichungen zu modifizieren. Für c1 > c2
(B liegt zwischen A und C1) ist

b2 = c21 + l2 − 2c1l cos(δ)

a2 = c22 + l2 − 2c2l cos(δ)

und Addition des (−c2)-fachen der ersten sowie des c1-fachen der zweiten Gleichung liefert

a2 · c1 − b2 · c2 = (l2 − c1 · c2) · (c1 − c2) = (l2 − c1 · c2) · c,

da in diesem Fall c = c1 − c2 gilt. Für c1 < c2 (A liegt zwischen B und C1) ergibt sich

b2 · c2 − a2 · c1 = (l2 − c1 · c2) · c.

Winkelhalbierende. Für CC1 als Winkelhalbierende des Innenwinkels gilt c1 : c2 = b : a,
also c1 = b · x, c2 = a · x. Aus c = c1 + c2 folgt x = c

a+b
und weiter c1 = bc

a+b
und c2 = ac

a+b
.

Für die Länge wC = |CC| ergibt sich aus obiger Formel

a2
bc

a+ b
+ b2

ac

a+ b
=

(

w2
C +

abc2

(a+ b)2

)

· c

a2b+ ab2

a+ b
= w2

C +
abc2

(a+ b)2

w2
c = ab− abc2

(a+ b)2
= ab

(

1−
(

c

a+ b

)2
)

.

Ähnlich kann man eine Formel für die Länge der Halbierenden eines Außenwinkels herleiten.
Ist etwa b > a und damit B zwischen A und C1, so gilt wieder c1 : c2 = b : a, also c1 = b · x,
c2 = a · x, aber in diesem Fall c = c1 − c2 und damit c1 = bc

b−a
und c2 = ac

b−a
. Für die Länge

l = |CC| ergibt sich aus obiger Formel

a2
bc

b− a
− b2

ac

b− a
=

(

l2 − abc2

(b− a)2

)

· c

−ab = l2 − abc2

(b− a)2

l2 =
abc2

b− a)2
− ab = ab

(

(

c

b− a

)2

− 1

)

.

Wegen der Dreiecksungleichung ist c < a + b und c > b − a, die Ausdrücke in der Klammer
also jeweils positiv.
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Höhen. Für die Länge hC von CC1 als Höhe folgt aus den Beziehungen h2 = b2−c21 = a2−c22
und c = c1 + c2 zunächst

b2 − c21 = a2 − (c− c1)
2 = a2 − c2 + 2cc1 − c21

c1 =
b2 − a2 + c2

2c

und analog

c2 =
a2 − b2 + c2

2c
.

Daraus ergibt sich (die Faktorisierung kann mit Maxima nachgeprüft werden)

h2 = b2 − c21 = b2 −
(

b2 − a2 + c2

2c

)2

=
(a+ b− c)(a+ c− b)(b+ c− a)(a+ b+ c)

4c2
= 4

s(s− a)(s− b)(s− c)

c2

und so schließlich

hC =
2

c
·
√

s(s− a)(s− b)(s− c).

Aus dieser Formel ergibt sich als Folgerung ein weiterer Beweis der Heronschen Flächenformel
im Dreieck.

2.3 Satz von Ptolemaios

Satz 20 (Satz von Ptolemaios) Im Sehnenviereck ABCD mit den Seitenlängen a, b, c, d
und den Digonalenlängen e, f (in üblicher Bezeichnung) gilt

ac+ bd = ef.

Der Beweis und die anschließende Argumentation folgt [4, S. 9 ff.].

Beweis: X sei ein Punkt auf AC mit |∠ADX| =
|∠BDC|. Dann ist auch |∠ADB| = |∠XDC|.
Da nach Peripheriewinkelsatz auch |∠CAD| =
|∠CBD| und |∠DCA| = |∠DBA| gilt, sind
die Dreiecke BDC und ADX sowie ABD und
XCD ähnlich. Mit x = |AX| folgt b : f = x : d
und a : f = (e− x) : c. Es ist

x =
bd

f
, e− x =

ac

f
und damit e =

ac+ bd

f
,

woraus sich die erste Behauptung unmittelbar
ergibt. �

A

B

C

D

X

Es zeigt sich, dass für alle anderen konvexen Vierecke stets ac+ bd > ef gilt.
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Um dies zu zeigen, konstruieren wirX so, dass |∠ADX| = |∠BDC| und |∠DAX| = |∠DBC|
gilt. Dann sind die Dreiecke ADX und BDC ähnlich und es gilt |DA| : |DX| = |DB| : |DC|.
Damit gilt auch |DA| : |DB| = |DX| : |DC|. Da
nach Konstruktion auch |∠ADB| = |∠XDC|
gilt, sind die Dreiecke ABD und XDC ebenfalls
ähnlich. Drehe dazu das Dreieck ABD um D
um |∠ADX| zu A′DB′. Dann liegt A′ auf DX
und B′ auf DC und nach der Umkehrung des
Strahlensatzes sind A′B′ und CX parallel.
Es gilt also |∠AXD| = |∠BCD| = γ und
|∠DXC| = |∠DAB| = α.

A

B

C

D

X

Wie oben ergibt sich daraus

|AX| = bd

f
, |XC| = ac

f
und damit e = |AC| < |AX|+ |XC| = ac+ bd

f
,

da α+ γ 6= 180◦ und folglich A, X und C nicht auf einer Geraden liegen.

2.4 Dreiecke in Ähnlichkeitslage

Bei einer zentrischen Streckung mit Zentrum S und Streckungsfaktor t wird ein Punkt A auf

einen Punkt A1 auf der Geraden SA mit
−−→
SA = t · −→SA abgebildet. Ist B ein weiterer Punkt,

so gilt AB ‖ AB nach Strahlensatz. Geraden werden bei Streckungen also auf parallele
Bildgeraden abgebildet.

Man kann fragen, ob es umgekehrt zu zwei Dreiecken ABC und ABC, in denen zugehörige
Seiten zueinander parallel sind, stets eine Streckung (oder Verschiebung) gibt, mit welcher
das eine Dreieck in das andere überführt werden kann. Dreiecke (und allgemeiner geradlinig
begrenzte Figuren) mit der Eigenschaft, dass entsprechende (man sagt auch: homologe) ge-
radlinige Stücke zueinander parallel sind, bezeichnet man als zueinander in Ähnlichkeitslage
liegend.

Wenn es eine solche Streckung gibt, so ist deren Zentrum S ein gemeinsamer Punkt der
Geraden AA, BB und CC. Dazu muss natürlich gezeigt werden, dass für Dreiecke in
Ähnlichkeitslage diese drei Verbindungsgeraden durch einen gemeinsamen Punkt gehen. Diese
Aussage ist Gegenstand des folgenden Satzes:

Satz 21 (Affiner Satz von Desargue)

1. Gehen AA, BB und CC durch einen ge-
meinsamen Punkt S und gilt AB‖AB,
AC‖AC, so gilt auch BC‖BC.

2. Sind die Dreiecke ABC und ABC

in Ähnlichkeitslage, d. h. ist AB‖AB,
AC‖AC und BC‖BC, so gehen die
Geraden AA, BB und CC durch einen
gemeinsamen Punkt oder sind parallel.

S

B

C

A

B1

A1

C1

Beweis: 1. Nach Strahlensatz ist |SA| : |SA| = |SB| : |SB| und |SA| : |SA| = |SC| : |SC|.
Es folgt |SB| : |SB| = |SC| : |SC| und nach der Umkehrung des Strahlensatzes BB‖CC.
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A B

C

A1

B1

C1

H

S

M

Abbildung 8: Eulersche Gerade und Mittendreieck

2. Schneiden sich AA und BB in einem Punkt S, so ist |SA| : |SA| = |SB| : |SB|. SC

schneide AC in einem Punkt T1 und BC in einem Punkt T2. Dann folgt nach Strahlensatz
|SA| : |SA| = |ST| : |SC| und |SB| : |SB| = |ST| : |SC|. Damit ist aber |ST| = |ST|
und beide Punkte fallen zusammen. Da der eine Punkt auf AC liegt und der andere auf BC,
muss es sich um den Schnittpunkt C der beiden Geraden handeln. CC1 geht also ebenfalls
durch S.

Sind AA1 und BB1 parallel, so sind die Dreiecke ABC und A1B1C1 kongruent, denn aus
der Parallelität der Seiten folgt, dass die beiden Dreiecke ähnlich sind. ABB1A1 ist dann ein
Parallelogramm und damit |AB| = |AB|. Damit ist aber auch BCC1B1 ein Parallelogramm,
da die Seiten BC und BC parallel und gleichlang sind. �

Mit diesem Konzept der Ähnlichkeitsabbildungen lassen sich weitere geometrische Sätze ele-
gant beweisen.

Satz 22 (Eulersche Gerade) In einem Dreieck ABC liegen der Höhenschnittpunkt H, der
Schwerpunkt S und der Umkreismittelpunkt M auf einer Geraden. S teilt die Strecke HM im
Verhältnis 2:1.

Beweis: A1, B1, C1 seien die Mitten der Seiten BC, AC und AB, das Dreieck ABC also
das Mittendreieck des Dreiecks ABC.

Dieses Mittendreieck liegt in Ähnlichkeitslage zum Ausgangsdreieck, geht also durch eine
Streckung um einen Punkt S aus dem Ausgangsdreieck hervor. Durch dieses Streckungszen-
trum verlaufen alle Verbindungsgeraden zwischen Urbild und Bild, also insbesondere AA,
BB und CC, so dass S der Schnittpunkt der Seitenhalbierenden sein muss (und wir zu-
gleich ein weiteres Mal gezeigt haben, dass die Seitenhalbierenden eines Dreiecks durch einen
gemeinsamen Punkt gehen).

Da die Seiten des Mittendreiecks gerade halb so lang sind wie die Seiten des Ausgangsdreiecks,
kann auch der Streckungsfaktor zu t = −1

2
bestimmt werden. Daraus ergibt sich unmittelbar,

dass S die Seitenhalbierenden im Verhältnis 2:1 teilt.
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B3

H

S

M

N

Abbildung 9: Eulersche Gerade und Feuerbachscher Kreis

Bei der Streckung um S geht weiterhin der Höhenschnittpunkt H des Ausgangsdreiecks in
den Höhenschnittpunkt H1 = M des Mittendreiecks über. Die Strecke HH = HM geht also
ebenfalls durch das Streckungszentrum S und wird von S im Verhältnis 2:1 geteilt. �

Die im Beweis konstruierte Figur mit zwei Dreiecken in Ähnlichkeitslage kann noch um ein
weiteres Dreieck in Ähnlichkeitslage ergänzt werden – das Dreick, welches von den Mitten der
oberen Höhenabschnitte aufgespannt wird. Die genauere Analyse dieser Dreiecke führt auf
einen Kreis, auf dem neun markante Punkte des Dreiecks ABC liegen. In der deutschspra-
chigen Literatur wird dieser Kreis als Feuerbachkreis, in der englischsprachigen Literatur als
9-Punkte-Kreis (nine point circle) bezeichnet.

Satz 23 (Satz vom Feuerbachschen Kreis) Der Mittelpunkt N von HM ist der Mittel-
punkt eines Kreises, auf dem neun ausgezeichnete Punkte des Dreiecks ABC liegen, und zwar

• die drei Seitenmitten A1, B1 und C1,
• die drei Höhenfußpunkte A2, B2 und C2 und
• die drei Mitten der oberen Höhenabschnitte A3, B3 und C3.

Beweis: Die beiden Dreiecke, die durch die Seitenmitten bzw. die Mitten der oberen Höhenab-
schnitte aufgespannt werden, sind in Ähnlichkeitslage mit dem Faktor (−1), also zueinander
kongruent. Da dabei H = H3 als Höhenschnittpunkt des Höhendreiecks in H1 = M als
Höhenschnittpunkt des Mittendreiecks übergeht, ist die Mitte N der Strecke MH gerade
das Zentrum der zugehörigen Streckung, die in diesem Fall eine Drehung um N um 180◦

ist. Das Dreieck ABC geht bei der Streckung um den Faktor −1

2
mit Zentrum S in das

18



Mittendreieck über, dessen Umkreismittelpunkt M also in den Umkreismittelpunkt M1 des
Mittendreiecks. Das Bild M1 von M bei dieser Streckung ist aber gerade N . Also geht ein
Kreis mit Zentrum in N durch die genannten sechs Punkte. Weiter entsprechen sich bei
der Punktspiegelung mit Zentrum in N Seitenmitte C1 und gegenüberliegende Mitte C3 des
oberen Höhenabschnitts. Die Verbindungsgerade CC geht also durch das Streckungszentrum
N und ist ein Durchmesser des Feuerbachkreises. Aus dem Satz des Thales folgt schließlich,
dass auch der Höhenfußpunkt C2 auf dem Feuerbachkreis liegt. Dasselbe gilt für A2 und B2.
�

Der Feuerbachkreis hat eine weitere, mit elemen-
targeometrischen Mitteln nur schwer zu bewei-
sende Eigenschaft: Er berührt den Inkreis und
die drei Ankreise des Ausgangsdreiecks.

2.5 Wann ist ein Dreieck gleichschenklig?

Satz 24 Die folgenden Bedingungen sind für ein Dreieck ABC äquivalent:

(1) Zwei Seiten sind gleichlang.
(2) Zwei Innenwinkel sind gleichgroß.

Beweis: (1) ⇒ (2): Sei etwa a = b und CC1

die Seitenhalbierende. Dann sind die Dreiecke
AC1C und BC1C kongruent nach (sss) und da-
mit α = β.
(2) ⇒ (1): Sei etwa α = β und CC1 die Winkel-
halbierende. Dann sind die Dreiecke AC1C und
BC1C kongruent nach (wsw) und damit a = b.
� A B

C

C1

Untersuchen wir nun, wann aus der Gleichheit der Längen von Ecktransversalen in einem
Dreieck ABC folgt, dass dieses Dreieck gleichschenklig ist.

Seitenhalbierende. AA und BB sind Sei-
tenhalbierende, S deren Schnittpunkt. Da die-
ser die Seitenhalbierenden im Verhältnis 2 : 1
teilt, folgt aus der Gleichheit der Längen der
beiden Seitenhalbierenden sofort |AS| = |BS|
und das Dreieck ABS ist gleichschenklig. Folg-
lich ist auch |∠A1AB| = |∠B1BA| und damit
sind schließlich die Dreiecke ABA1 und ABB1

kongruent nach (sws). Also gilt auch α = β und
das Dreieck ABC ist gleichschenklig.

A B

C

A1B1

S
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Höhen. AA und BB sind nun die Höhen. Sind beide Höhen gleichlang, so sind die Dreieck
ABA1 und ABB1 kongruent nach (ssw), wobei sie im größten Winkel übereinstimmen, was
für diesen Kongruenzsatz wesentlich ist. Es folgt wieder α = β und das Dreieck ABC ist
gleichschenklig.

Winkelhalbierende. AA und BB sind nun die Winkelhalbierenden. Wie oben gezeigt
teilt die Winkelhalbierende im Dreieck die Gegenseite im Verhältnis der anliegenden Seiten.
Es gilt also |BA| = ac

b+c
und |AC| = ab

b+c
. Die Winkelhalbierende durch C ist auch Winkel-

halbierende im Dreieck AA1C, womit sich für die Abschnitte, in die der Schnittpunkt I der
Winkelhalbierenden die Strecke AA1 teilt, folgendes Verhältnis ergibt:

|AI| : |IA| = b :

(

ab

b+ c

)

= (b+ c) : a.

Das Teilverhältnis ist also nicht konstant wie im Fall der Seitenhalbierenden und wir können
nicht auf |AI| = |BI| schließen. Auch ist

|BA| =
ac

b+ c
und |AB| =

bc

a+ c
,

so dass auch nicht auf die Kongruenz der Dreiecke ABA1 und ABB1 geschlossen werden kann.
Damit kommen wir auf diesem Weg in der uns interessierenden Frage nicht weiter.

Wir beweisen stattdessen folgenden Satz:

Satz 25 Im Dreieck ABC gehört zum kleineren Innenwinkel die längere Winkelhalbierende.

Beweis: Es sei α < β und wir zeigen wA > wB.
BB1 sei die Winkelhalbierende durch B. Der
Kreis durch AB1B schneidet die Winkelhalbie-
rende durch A in einem Punkt A2. Nach Pe-
ripheriewinkelsatz ist |∠A2BA1| = α

2
und da-

mit |∠A2BA| = α+β
2

< β. A2 liegt also wie im
Bild zwischen A und A1 und es gilt |AA| <
|AA|. Weiter ist α+β

2
< 180◦

2
= 90◦, der Win-

kel ∠ABA also wie der Winkel ∠CAB spitz
(letzteres wegen α < β).

A
B

C

A1A2
B1

Zum größeren spitzen Winkel γ im selben Kreis mit dem Radius r gehört aber die längere
Sehne – der zugehörige Zentriwinkel hat die Größe 2γ und die Länge der Sehne ist gerade
2r sin(γ). sin(γ) wächst aber monoton für 0◦ < γ < 90◦.

Es ist also |BB| < |AA| und damit erst recht |BB| < |AA|. �
Gilt für die Längen der Winkelhalbierenden wA = wB, dann muss auch α = β gelten, denn
wäre etwa α < β, so wäre wA > wB.

Dies kann auch aus der weiter oben hergeleiteten Formel für die Längen wA und wB gefolgert
werden. Es ist

w2
A = bc

(

1−
(

a

b+ c

)2
)

, w2
B = ac

(

1−
(

b

a+ c

)2
)
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und damit

w2
A − w2

B = bc

(

1−
(

a

b+ c

)2
)

− ac

(

1−
(

b

a+ c

)2
)

=
(b− a)c(c+ b+ a)

(

c3 + bc2 + ac2 + 3abc+ ab2 + a2b
)

(c+ a)2(c+ b)2
,

wie man durch Faktorisieren mit Maxima ermittelt. Da alle Faktoren bis auf b − a positiv
sind, ergibt sich auch hier a = b.

2.6 Das Höhenfußpunktdreieck

Teil der Figur zu Eulerscher Gerade und Feuerbachkreis ist das bereits früher betrach-
tete Höhenfußpunktdreieck ABC. Wir hatten gesehen, dass nach Peripheriewinkelsatz
|∠A1C1C| = |∠A1AC| = 90◦ − γ und |∠CC1B1| = |∠CBB1| = 90◦ − γ gilt und deshalb die
Höhen im Dreieck ABC sind also die Winkelhalbierenden des Höhenfußpunktdreiecks sind.

Damit ist |∠B2C2A| = γ und |∠AB2C2| =
β, das Dreieck AB2C2 also ähnlich zum Drei-
eck ABC. Gleiches gilt für die Dreiecke A2BC2

und A2B2C. Weiter ergibt sich |∠AHB| =
|∠A1HB1| = 180◦ − γ = α + β und ähnliche
Formeln für die anderen Winkel mit Scheitel in
H.
Ist weiter M der Umkreismittelpunkt, so gilt
|∠AMB| = 2γ als Zentriwinkel und damit ha-
ben die Basiswinkel im gleichschenkligen Drei-
eck AMB die Größe 90◦ − γ. Für den Win-
kel zwischen BM und A2C2 ergibt sich also
180◦ − γ − (90◦ − γ) = 90◦. Analog stehen AM
und B2C2 sowie CM und A2B2 senkrecht auf-
einander.

A

C

B

A2

B2

C2

H M

Abbildung 10:
Höhenfußpunktdreieck und

Umkreismittelpunkt

Wir haben damit den folgenden Satz bewiesen:

Satz 26 Ist A2B2C2 das Höhenfußpunktdreieck und M der Umkreismittelpunkt des Dreiecks
ABC, so gilt AM ⊥ B2C2, BM ⊥ A2C2 und CM ⊥ A2B2.

Ist das Dreieck ABC spitzwinklig, so ist H der Inkreismittelpunkt des Höhenfußpunktdreiecks
und die Punkte A, B und C die Mittelpunkte der drei Ankreise, da etwa AC senkrecht auf
BB2 steht und damit die Außenwinkelhalbierende in B2 des Höhenfußpunktdreiecks ist.
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Ist das Dreieck ABC stumpfwinklig, etwa γ >
90◦, so liegtH außerhalb des Dreiecks und es gilt
noch immer |∠AHB| = 180◦ − γ. Das Dreieck
AHB ist also spitzwinklig und C dessen Höhen-
schnittpunkt.
Der Höhenfußpunkt A2 liegt dann zwischen A
und H und A2 und C2 liegen auf verschiedenen
Bögen des Thaleskreises über dem Durchmesser
AC. Es ergibt sich |∠CAA2| = γ − 90◦ nach
Außenwinkelsatz bzw. |∠CAA2| = 90◦−γ, wenn
man mit orientierten Winkeln rechnet.
In diesem Fall ist H Mittelpunkt eines der
Ankreise und C der Inkreismittelpunkt von
A2B2C2.

A B

C
A2

B2

C2

H

Der Umkreis des Höhenfußpunktdreiecks ist gerade der Feuerbachkreis des Dreiecks ABC.

Satz 27 Die Mitte C3 des oberen Höhenabschnitts CH halbiert den Bogen A2B2 auf dem
Feuerbachkreis.

Beweis: CN ist Mittellinie im Dreieck HMC, da der Mittelpunkt N des Feuerbachkreises
die Strecke MH halbiert. Damit steht aber C3N wie CM senkrecht auf der Sehne AB. Da
NC ein Radius des Feuerbachkreises ist, folgt die Behauptung. �

Satz 28 Der Feuerbachkreis schneidet die Seiten des Dreiecks ABC unter Winkeln der Größe
|α− β|, |β − γ| und |γ − α|.

Beweis: Siehe Abbildung 11. Der Sehnentangentenwinkel in C1 hat nach dem entsprechen-
den Satz gerade die Größe eines Peripheriewinkels über der Sehne CC, also die Größe
|∠C2C3C1| = |∠C2CM |, da C3N und CM parallel sind. In der Konstellation der Abbildung
10 ist

|∠C2CM | = |∠ACB| − |∠ACC2| − |∠MCB| = γ − 2 · (90◦ − α) = 2α+ γ − 180◦ = α− β.

Im Allgemeinen ergibt sich |∠C2C3C1| = |α− β|. �

Satz 29 Im Dreieck ABC mit Höhenschnittpunkt H und Umkreismittelpunkt M gilt

|MH|2 = 9R2 − (a2 + b2 + c2),

wobei R die Länge des Umkreisradius ist.

Beweis: M , S undH liegen auf der Eulergeraden
und es gilt |MH| = 3 |MS|. Wie früher gezeigt,
gilt für die Seitenhalbierende AA

|AA|2 = (3n)2 =
b2 + c2

2
− a4

4
.

A

M

B

C

A1

S

R

2n
n

x

R
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N

Abbildung 11: Höhenfußpunktdreieck und Feuerbachkreis

Weiter ist MA die Mittelsenkrechte auf BC und damit

|MA|2 = x2 = R2 −
(a

2

)2

Wir berechnen nun |MS| = y im Dreieck AA1M nach dem Satz von Stewart:

x2 · 2n+R2 · n = (y2 + (2n) · n) · 3n

3R2 − a2

2
= 3(y2 + 2n2)

und damit

|MH|2 = (3y)2 = 9R2 − 3

2
a2 − 2 · (3n)2

= 9R2 − 3

2
a2 −

(

b2 + c2 − a2

2

)

= 9R2 − (a2 + b2 + c2). �

Satz 30 Für den Abstand zwischen Seitenmitte und Höhenfußpunkt gilt

|AA| =
∣

∣b2 − c2
∣

∣

2a
, |BB| =

∣

∣a2 − c2
∣

∣

2b
und |CC| =

∣

∣a2 − b2
∣

∣

2c
.
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Beweis: Es sei b > c wie in nebenstehender Ab-
bildung. Wir werden |AA| = x bestimmen. Es
gilt

|AA|2 = |AB|2 − |BA|2 = |AA|2 − |AA|2 ,

A

B C

A1A2

also

c2 −
(a

2
− x
)2

= s2A − x2

c2 − a2

4
+ ax = s2A =

b2 + c2

2
− a2

4

und damit

ax =
b2 − c2

2
.�

Noch einmal Höhenlängen. Es ist |∠ACC2| = |∠MCA1| = 90◦ − α. Damit sind die
Dreiecke AC2C und MA1C ähnliche rechtwinklige Dreiecke und es gilt

|CC|
|AC| =

|CA|
|CM | , also

hC
b

=
a/2

R
,

wobei R wieder der Umkreisradius des Dreiecks ABC ist. Wir erhalten damit die folgenden
Formeln für die Höhenlängen:

Satz 31 Für die Höhenlängen im Dreieck ABC gilt

hA =
bc

2R
, hB =

ac

2R
, hC =

ab

2R
.

Satz 32 HA, HB und HC sind die Bildpunkte
des Höhenschnittpunkts H bei Spiegelung an den
Dreiecksseiten BC, AC und AB. Diese Punkte
liegen auf dem Umkreis des Dreiecks ABC.

Beweis: Im Dreieck ABHA ist |∠BAHA| =
90◦ − β und |∠HABA| = |∠HABC| +
|∠CBA| = (90◦−γ)+β, da ∠HABC Spiegelbild
von ∠CBH ist. Es folgt

|∠AHAB| = 180◦ − (90◦ − β)− β − (90◦ − γ)

= γ = |∠ACB| .

Nach Umkehrung des Peripheriewinkelsatzes
liegt also HA auf dem Umkreis. Ähnlich zeigt
man dies für HB und HC . �

A
B

C

A2

B2

C2

H

HA

HB

HC
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2.7 Einbeschriebene Dreiecke

Der Satz von Ceva trifft eine Aussage über die Schnittpunkte A1, B1 und C1 von Ecktrans-
versalen eines Dreiecks mit den gegenüberliegenden Seiten. Das Mittendreieck A1B1C1 und
das Höhenfußpunktdreieck A2B2C2 sind zwei Beispiele.

Wir wollen nun die Situation untersuchen, wo A1, B1 und C1 beliebige Punkte auf den Drei-
ecksseiten BC, AC und AB sind. Ein solches Dreieck A1B1C1 bezeichnen wir als in ABC
einbeschriebenes Dreieck.

Satz 33 (Satz vom Miquelschen Punkt) Ist A1B1C1 ein in ABC einbeschriebenes Drei-
eck, so gehen die Umkreise der Dreiecke AC1B1, BA1C1 und CB1A1 durch einen gemeinsa-
men Punkt P , den Miquelschen Punkt des einbeschriebenen Dreiecks.

Beweis: Ist P der (neben C1) zweite Schnittpunkt der Umkreise von AC1B1 und BA1C1, so
gilt in den entsprechenden Sehnenvierecken |∠B1PC1| = 180◦ − α, |∠C1PA1| = 180◦ − β
und folglich

|∠A1PB1| = 360◦ − (180◦ − α)− (180◦ − β)

= α+ β = 180◦ − γ.

Damit liegt aber P auch auf dem Umkreis des Dreiecks CB1A1. �

Im Beweis wurde außerdem gezeigt, dass die Winkel bei P die Größen

|∠A1PB1| = α+ β = 180◦ − γ

|∠C1PA1| = α+ γ = 180◦ − β

|∠B1PC1| = β + γ = 180◦ − α

haben. Der Satz und auch die folgenden Aussagen bleiben richtig, wenn die Punkte A1, B1

oder C1 auf der Trägergeraden, aber außerhalb der jeweiligen Dreiecksseiten liegen.

Satz 34 Für den Miquelschen Punkt P bilden die Strecken A1P , B1P und C1P mit den
Dreiecksseiten gleiche Winkel.

Beweis: Es ist |∠CA1P | = 180◦−|∠PA1B| als Nebenwinkel und |∠PA1B| = 180◦−|∠BC1P |
als gegenüberliegende Winkel im Sehnenviereck. �

Satz 35 MA, MB und MC seien die Mittelpunkte der Kreise AC1B1, BA1C1 und CB1A1.
Das Dreieck MAMBMC ist zum Dreieck ABC ähnlich.

Beweis: Die Zentrale MAMB der Kreise um MA und MB steht senkrecht auf der Verbin-
dungslinie PC1 der Schnittpunkte dieser Kreise. Ähnlich steht MAMC senkrecht auf PB1. Im
Thaleskreis über dem Durchmesser MAP gilt deshalb

|∠MBMAMC | = 180◦ − |∠B1PC1| = 180◦ − (180◦ − α) = α

und ähnlich |∠MCMBMA| = β sowie |∠MAMCMB| = γ. �
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Abbildung 12: Einbeschriebenes Dreieck und Miquelscher Punkt
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Abbildung 13: Konfiguration zum Satz 36
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Abbildung 14: Weitere Konfiguration zum Satz 36. Mehr zu den grünen Linien weiter unten.

Satz 36 Sind A1, B1 und C1 innere Punkte der Seiten des Dreiecks ABC, so gilt

|∠B1A1C1| = |∠BPC| − α

|∠C1B1A1| = |∠CPA| − β

|∠A1C1B1| = |∠APB| − γ.

Beweis: Siehe Abbildung 13. Da A1 ein innerer Punkt der Seite BC ist, gilt |∠B1A1C1| =
|∠B1A1A|+ |∠AA1C1| und weiter

|∠BPC| = |∠BPA1|+ |∠A1PC|
|∠BPA1| = |∠BC1A1| im Sehnenviereck

= |∠C1AA1|+ |∠AA1C1| nach Außenwinkelsatz

und analog

|∠A1PC| = |∠A1AB1|+ |∠B1A1A| .

Zusammen ergibt sich

|∠BPC| = (|∠C1AA1|+ |∠A1AB1|) + (|∠B1A1A|+ |∠C1A1A|)
= α+ |∠B1A1C1| .

Ähnlich beweist man die anderen beiden Formeln. �

Die Formel bleibt auch in allgemeineren Konfigurationen richtig, wie etwa in Abbildung 14,
wo die Punkte B1 und C1 auf den Verlängerungen der entsprechenden Dreiecksseiten liegen.
Dabei muss die Orientierung der einzelnen Winkel korrekt gewählt werden. P als Schnittpunkt
der drei Umkreise von AB1C1, BC1A1 und CA1B1 liegt außerhalb des Dreiecks ABC, womit
|∠BPC| > 180◦ und |∠B1A1C1| > 180◦ gilt. Die Zerlegung |∠B1A1C1| = |∠B1A1A| +
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|∠AA1C1| besteht auch in dieser Konfiguration. Um die Winkelsätze in den Sehnenvierecken
A1BC1P und B1CA1P anwenden zu können, verwenden wir die Beziehung |∠BPC| = 360◦−
|∠CPB| und weiter die Zerlegung

|∠CPB| = |∠CPA1|+ |∠A1PB|
|∠A1PB| = |∠A1C1B| = 180◦ − (|∠C1AA1|+ |∠AA1C1|),

analog

|∠CPA1| = |∠CB1A1| = 180◦ − (|∠B1A1A|+ |∠A1AB1|)

und schließlich wieder

|∠BPC| = (|∠C1AA1|+ |∠A1AB1|) + (|∠B1A1A|+ |∠C1A1A|)
= α+ |∠B1A1C1| .

Zu einem vorgegebenen Punkt P gibt es viele verschiedene einbeschriebene Dreiecke mit P
als Miquelschen Punkt. Wählt man A1 beliebig, so ergibt sich B1 als zweiter Schnittpunkt des
Umkreises des Dreiecks PA1C mit AC und C1 als zweiter Schnittpunkt des Umkreises des
Dreiecks PBA1 mit AB. B1 und C1 kann man auch bestimmen, indem man an PA1 Winkel
der Größe 180◦ − β auf der Seite von B und 180◦ − γ auf der Seite von C anträgt.

Satz 37 Alle einbeschriebenen Dreiecke zum selben Miquelschen Punkt P sind zueinander
ähnlich.

Beweis: Dies folgt unmittelbar aus Satz 36, denn |∠BPC| − α ist unabhängig von der Lage
der Eckpunkte des einbeschriebenen Dreiecks.

Alternativ kann man auch |∠B1A1C1| = |∠B1A1P | + |∠PA1C1| zerlegen und weiter mit
|∠B1A1P | = |∠B1CP | = |∠ACP | usw. dies auf Winkel zurückführen, die nur von der Lage
von P im Dreieck ABC abhängen. �

Unter all diesen Miquelschen Dreiecken zum Punkt P spielt das Fußpunktdreieck eine be-
sondere Rolle. Dieses wird von den Lotfußpunkten A1, B1 und C1 von P auf die Seiten des
Dreiecks ABC (oder deren Verlängerungen) gebildet. Das Mittendreieck und das Höhenfuß-
punktdreieck sind zwei Beispiele für solche Fußpunktdreiecke, wobei das erstere zum Um-
kreismittelpunkt M und das zweitere zum Höhenschnittpunkt H als Miquelschem Punkt
gehört. In diesem Fall sind die Kreise AC1B1, BA1C1 und CB1A1 die Thaleskreise über den
Durchmessern AP , BP und CP .

Satz 38 Alle Miquelschen Dreiecke zum Punkt M , dem Umkreismittelpunkt des Dreiecks
ABC sind zu ABC ähnlich.

Beweis: Dies folgt sofort daraus, dass in diesem Fall das Mittendreieck das Fußpunktdreieck
ist und alle anderen Miquelschen Dreiecke zum selben Punkt M zu diesem ähnlich sind. �
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Satz 39 Die Miquelschen Kreise zum Mitten-
dreieck berühren den Umkreis des Dreiecks
ABC.

Beweis: MA ist Radius des Umkreises und zu-
gleich Durchmesser des Thaleskreises AC1B1.
Der gemeinsame Punkt A beider Kreise liegt al-
so auf der Zentralen MMA beider Kreise und ist
somit der Berührpunkt einer gemeinsamen Tan-
gente. �

A
B

C

A1

B1

C1

M
MA

MB

MC

Satz 40 Ist A1B1C1 das Fußpunktdreieck zum Punkt P im Dreieck ABC, so gilt für dessen
Seitenlängen

|BC| = |AP | · sin(α) = a · |AP |
2R

,

|AC| = |BP | · sin(β) = b · |BP |
2R

und |AB| = |CP | · sin(γ) = c · |CP |
2R

,

wobei R der Umkreisradius des Dreiecks ABC ist.

Beweis: Im Fußpunktdreieck ist AP Durchmesser des Thaleskreises AC1PB1 und deshalb
|BC| = |AP | · sin(α) nach Sinussatz in diesem Thaleskreis. Andererseits ist a = 2R · sin(α),
woraus die erste Beziehung sofort folgt. Gleiches gilt für die beiden anderen Beziehungen. �

Satz 41 Im spitzwinkligen Dreieck ABC hat das Höhenfußpunktdreieck unter allen einbe-
schriebenen Dreiecken den kleinsten Umfang.

Beweis: Ist A1B1C1 ein beliebiges in ABC einbeschriebenes Dreieck und C ′
1 bzw. C ′′

1 die
Bildpunkte von C1 unter Spiegelung an BC bzw. AC, so ist der Umfang des Dreiecks A1B1C1

gerade gleich der Lönge des Streckenzugs C ′′
1B1A1C

′
1 und somit mindestens so lang wie die

Strecke C ′′
C

′
. Ist das Dreieck spitzwinklig, dann ist |∠C ′′

1CC ′
1| = 2γ < 180◦ und die Gerade

C ′
1C

′′
1 schneidet die Dreiecksseiten AC und BC im Inneren, d.h. zu gegebenem C1 existiert

ein Dreieck A1B1C1 mit kleinstem Umfang.

Wegen |∠C ′′
1CC ′

1| = 2γ sind alle Dreiecke CC ′′
1C

′
1 ähnlich und |C ′′

C
′
| wird genau dann

minimal, wenn |CC| = |CC ′
| = |CC ′′

 | minimal wird, wenn also CC die Höhe ist. Wir
zeigen, dass in diesem Fall die Höhenfußpunkte A1 und B1 auf der Geraden C ′′

1C
′
1 liegen. Für

die Winkel bei B1 ergibt sich das wie folgt:
∣

∣∠C ′′
1B1A

∣

∣ = |∠AB1C1| als Spiegelbild

= |∠A1B1C| = β wie im Abschnitt 2.6 gezeigt.

Damit ist die Behauptung gezeigt. �

Ist das Dreieck stumpfwinklig, etwa γ > 90◦, so schneidet C ′
1C

′′
1 nur die Verlängerungen der

Dreiecksseiten AC und BC. Der Streckenzug wird minimal für A1 = B1 = C, aber dies
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Abbildung 15: Umfang einbeschriebener Dreiecke und das Höhenfußpunktdreieck

führt auf ein entartetes Dreieck. Es gibt also in diesem Fall kein einbeschriebenes Dreieck mit
minimalem Umfang.

Satz 42 (Simsonsche Gerade) Die Fuß-
punkte A1, B1 und C1 der Lote von einem
Punkt P auf die Seiten eines Dreiecks ABC
oder deren Verlängerungen liegen genau dann
auf einer Geraden, wenn P auf dem Umkreis
des Dreiecks ABC liegt.

Beweis: Für den ersten Teil des Beweises neh-
men wir an, dass P auf dem Kreisbogen AC
liegt, auf dem B nicht liegt, was ggf. durch Um-
benennung der Punkte immer erreicht werden
kann.

A B

C

P

A1

B1

C1

Dann ist |∠APC| = 180◦ − β, da ABCP ein Sehnenviereck ist. Auch ist |∠C1PA1| =
180◦ − β im Thaleskreis über dem Durchmesser PB. Differenzbildung ergibt |∠APC1| =
|∠CPA1|. Nun ist aber |∠APC1| = |∠AB1C1| im Thaleskreis über dem Durchmesser AP
und |∠CPA1| = |∠CB1A1| im Thaleskreis über dem Durchmesser CP . Es folgt |∠AB1C1| =
|∠CB1A1|, womit A1, B1, C1 auf einer Geraden liegen wie auch A,B1, C.

Liegen umgekehrt die Lotfußpukte A1, B1, C1 auf einer Geraden und B1 zwischen A1 und C1,
so erhalten wir wie oben in den entsprechenden Thaleskreisen aus |∠AB1C1| = |∠CB1A1|
wieder |∠APC1| = |∠CPA1| und schließlich |∠C1PA1| = |∠APC|. Im Thaleskreis über
dem Durchmesser PB ist aber |∠C1PA1| = 180◦ − β und folglich auch |∠APC| = 180◦ − β.
ABCP ist also ein Sehnenviereck und P liegt auf dem Umkreis. �

Allgemein hängt der Flächeninhalt des Fußpunktdreiecks A1B1C1 zu einem Punkt P im
Dreieck ABC nur von der Potenz von P bzgl. des Umkreises des Dreiecks ABC ab.

Satz 43 Für den Flächeninhalt F (A1B1C1) des Fußpunktdreiecks A1B1C1 zu einem Punkt
P im Inneren des Dreiecks ABC gilt

F (A1B1C1) = (R2 − d2)
F (ABC)

4R2
,

wobei d = |MP |, M der Umkreismittelpunkt und R der Umkreisradius sind.
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Beweis: Der Flächeninhalt eines Dreiecks kann
nach folgender Formel berechnet werden:

F (ABC) =
1

2
ab · sin(γ).

Mia a = 2R · sin(α) und b = 2R · sin(β) nach
Sinussatz folgt

F (ABC) = 2R2 sin(α) sin(β) sin(γ). (1)

A
B

C

P
A1

B1

C1

B2

Speziell für das Fußpunktdreieck ergibt sich

F (A1B1C1) =
1

2
|AB| · |AC| · sin(∠BAC). (2)

Im Beweis von Satz 40 wurde |AB| = |PC| sin(γ) und |AC| = |PB| sin(β) gezeigt.
B2 sei der zweite Schnittpunkt von BP mit dem Umkreis des Dreiecks. Dann gilt

|∠BPC| = |∠B1A1C1|+ α wie in Satz 36 gezeigt,

|∠BPC| = |∠BB2C|+ |∠B2CP | nach Außenwinkelsatz, (3)

= α+ |∠B2CP | als Peripheriewinkel über BC

und damit |∠B1A1C1| = |∠B2CP |. Nach Sinussatz im Dreieck B2CP gilt

|PB|
sin(∠BCP )

=
|PC|

sin(∠PBC)

und wegen |∠PB2C| = |∠BB2C| = α ergibt sich schließlich

sin(∠BAC) = sin(∠BCP ) =
|PB|
|PC| · sin(α).

(2) wird damit zu

F (A1B1C1) =
1

2
|PB| · |PB| · sin(α) sin(β) sin(γ) (4)

und mit (1) sowie |PB| · |PB| = R2 − d2 als Potenz von P bzgl. des Umkreises

F (A1B1C1) =
(

R2 − d2
) F (ABC)

4R2
. �

Liegt P außerhalb des Umkreises des Dreiecks ABC, so bleibt die Formel richtig, wenn R2−d2

durch d2 −R2 ersetzt wird.

In der Konfiguration der Abbildung 14 ist etwa in (2) |AB| = |PC| sin(180◦ − γ) zu setzen,
aber wegen sin(180◦ − γ) = sin(γ) ändert das nichts. Andererseits ist |∠B1A1C1| > 180◦, der
Sinus auf der rechten Seite von (2) wird also negativ und wir müssen in (2) mit |sin(∠BAC)|
rechnen. Das Dreieck A1B1C1 ist in dieser Konfiguration allerdings auch anders herum ori-
entiert.
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In den Anmerkungen nach dem Beweis von Satz 36 hatten wir gesehen, dass auch in dieser
Konfiguration |∠BPC| = |∠B1A1C1|+ α gilt. Im Dreieck B1PC gilt

|∠B2CP |+ |∠CPB|+ |∠BB2C| = 180◦

und damit

α+ |∠B2CP | = |∠B2CP |+ |∠BB2C| = 180◦ − |∠CPB|
= 180◦ − (360◦ − |∠BPC|) = |∠BPC| − 180◦. (3’)

Wir erhalten also |∠B1A1C1| = |∠B2CP |+ 180◦ und weiter ähnlich wie oben

|sin(∠BAC)| = sin(∠BCP ) =
|PB|
|PC| · sin(α)

und schließlich Formel (4). Allerdings ist hier |PB| · |PB| = d2 − R2, da P außerhalb des
Umkreises k liegt. Wir hatten im Abschnitt 1.3 die Notation Pk(P ) = d2−R2 als Potenz von
P bzgl. des Kreises k eingeführt. Beachten wir zusätzlich, dass im Fall der Abbildung 14 das
Dreieck A1B1C1 anders herum orientiert ist als im Fall, wenn P innerer Punkt des Dreiecks
ABC ist, und arbeiten mit orientierten Flächeninhalten, so kann die Inhaltsformel zu

F (A1B1C1) = −Pk(P ) · F (ABC)

4R2
.

zusammengefasst werden. Ein allgemeiner Beweis kann geführt werden, wenn konsequent
orientierte Winkel und Flächeninhalte verwendet werden.

2.8 Inversion am Kreis

Gegeben ist ein Kreis k mit Mittelpunkt O
und Radius R, der Inversionskreis. Als Inver-
sion an k bezeichnet man die Abbildung i, die
jedem Punkt X 6= O der Ebene den eindeu-
tig bestimmten Bildpunkt X ′ auf dem Strahl−−→
OX – dem Inversionsstrahl – zuordnet, für den
|OX| · |OX ′| = R2 gilt.

O

X

T

X ′

Konstruktion:

• Für X im Inneren des Kreises k errichte die Senkrechte in X auf dem Inversionsstrahl.
Diese schneidet k in einem Punkt T . Die Senkrechte auf OT ist die Tangente an k in
T . Diese schneidet den Inversionsstrahl im Bildpunkt X ′.

• Für X außerhalb des Kreises k schneidet der Thaleskreis über dem Durchmesser OX
den Kreis k im Berührpunkt T der Tangente XT an den Kreis. Der Fußpunkt des Lots
aus T auf den Inversionsstrahl ist der Bildpunkt X ′.

Die Korrektheit der Konstruktion ergibt sich in beiden Fällen sofort aus dem Kathetensatz:
|OT |2 = R2 = |OX| · |OX ′|.
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Einfache Eigenschaften:

• Das Kreisinnere wird eindeutig auf das Kreisäußere abgebildet und umgekehrt.
• Genau die Punkte auf der Kreislinie sind Fixpunkte der Abbildung.
• Geraden durch O gehen bei der Inversion in sich über.
• Die Abbildung i ist eine Involution: Ist i(X) = X ′, so gilt i(X ′) = X.

Satz 44 Ist AB der Durchmesser von k, auf dessen Trägergeraden X und X ′ liegen, so
wird AB durch X und X ′ harmonisch geteilt. Diese Eigenschaft bestimmt die Lage von X ′

eindeutig.

Beweis: Ist |OX| = x und |OX ′| = x′ sowie X
ein innerer Punkt, so ist

TV (ABX) = −|AX|
|XB| = −R+ x

R− x
und

TV (ABX ′) =
|AX ′|
|BX ′| =

x′ +R

x′ −R

=
R2

x
+R

R2

x
−R

=
R+ x

R− x

�

O X

A

B
X ′

Satz 45 Ist i(X) = X ′ und i(Y ) = Y ′, so lie-
gen die vier Punkte X, Y , X ′ und Y ′ auf einem
Kreis, der den Inversionskreis senkrecht schnei-
det.

Beweis: Wegen

|OX| ·
∣

∣OX ′
∣

∣ = |OY | ·
∣

∣OY ′
∣

∣ = R2

liegt auch Y ′ auf dem Kreis k1 durch X, Y und
X ′. Ist weiter T der Schnittpunkt von k und k1,
so ist i(T ) = T , der Berührradius OT ist Tan-
gente an k1 und steht senkrecht auf der Tangente
an k in T . k und k1 schneiden sich also senkrecht.
�

O

X

Y X ′

Y ′

T

Satz 46 Jeder den Inversionskreis k orthogonal schneidende Kreis geht bei der Inversion an
k in sich über und umgekehrt.

Dies ist eine unmittelbare Folgerung aus dem vorherigen Satz.

Satz 47 Jede nicht durch O verlaufende Gerade g geht bei der Inversion in einen Kreis g′

durch O über. Die Tangente in O an g′ ist parallel zu g.

Umgekehrt geht jeder Kreis k1 durch O in eine Gerade k′1 über und diese ist parallel zur
Tangente in O an k1.
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Beweis: X sei der Lotfußpunkt aus O auf die
Gerade g, X ′ = i(X).
Das Bild der Geraden g ist dann der Kreis k1
mit dem Durchmesser OX ′. In der Tat, ist Y ∈ g
und Y ′ der zweite Schnittpunkt von OY mit k1,
so sind die Dreiecke OXY und OY ′X ′ ähnlich
nach (ww) und damit

|OX| : |OY | =
∣

∣OY ′
∣

∣ :
∣

∣OX ′
∣

∣ ,

also

R2 = |OX| ·
∣

∣OX ′
∣

∣ = |OY | ·
∣

∣OY ′
∣

∣

und damit Y ′ = i(Y ).

O

X

X ′

Y

Y ′

Ist umgekehrt ein Kreis k1 durch O gegeben, OX ′ ein Durchmesser, X = i(X ′), g die Senk-
rechte zu OX ′ in X, Y ′ ∈ k1 und Y der Schnittpunkt von g und OY ′, so sind die Dreiecke
OXY und OY ′X ′ wieder ähnlich und wie oben folgt i(Y ′) = Y .

Die Tangente t an k1 in O steht senkrecht auf dem Durchmesser OX ′ wie auch die Gerade g.
t und g sind also parallel. �

Satz 48 Bei der Inversion geht ein Kreis k1, der nicht durch O verläuft, wieder in einen
Kreis k′1 über.

Beweis: Sei M der Mittelpunkt von k1, |OM | = d, X ∈ k1, Y der zweite Schnittpunkt von
OX mit k1, X

′ = i(X), Y ′ = i(Y ) und t der Radius von k1.

Liegt O außerhalb des Kreises k1 wie in der linken Figur in Abbildung 16, so ist |OX| · |OY | =
d2−t2 und damit unabhängig von der Wahl der PunkteX und Y auf dem Kreis k1. Zusammen
mit |OX| · |OX ′| = R2 ergibt sich |OX ′| : |OY | = R2 : (d2− t2) = c unabhängig von der Wahl
von X. Der Bildkreis k′1 geht also durch Streckung um den Faktor c mit Zentrum O aus k1
hervor.

Liegt O innerhalb des Kreises k1 und damit O zwischen X und Y wie in der rechten Figur
in Abbildung 16, so ist |OX| · |OY | = t2 − d2. Zusammen mit |OX| · |OX ′| = R2 ergibt sich
|OX ′| : |OY | = R2 : (t2 − d2) = c unabhängig von der Wahl von X. Da O zwischen X ′ und
Y liegt, geht in diesem Fall der Bildkreis k′1 durch Streckung um den Faktor −c mit Zentrum
O aus k1 hervor. �

Anmerkung: Beide Fälle lassen sich zusammenfassen, da d2 − t2 = Pk1(O) die Potenz des
Punktes O bzgl. des Urbildkreises k1 ist. Diese ist negativ, wenn O im Inneren des Kreises
liegt und positiv, wenn O außerhalb des Kreises liegt. Als Streckungsfaktor ergibt sich in
jedem Fall c = R2 : Pk1(O).

In der Abbildung 16 ist M ′ das Bild des Mittelpunkts M des Kreises k1 unter der Inversion.
Man sieht in beiden Situationen, dass M ′ nicht der Mittelpunkt des Bildkreises k′1 ist.

Satz 49 Die Inversion ist eine isogonale (winkeltreue) Abbildung der Ebene in sich: Schnei-
den sich zwei Kurven c1 und c2 in einem Punkt X unter einem Winkel α, so schneiden sich
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M ′ O

X

Y ′

Y
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Abbildung 16: Das Bild eines Kreises bei Inversion ist wieder ein Kreis

die Bilder c′1 = i(c1) und c′2 = i(c2) im Bildpunkt X ′ = i(X) unter demselben Winkel α, aber
im entgegengesetzen Winkeldrehsinn.

Insbesondere berühren sich zwei Kurven c1 und c2 in einem Punkt X genau dann, wenn sich
die Bildkurven c′1 und c′2 in X ′ berühren.

Beweis: In Abbildung 17 ist die Konfiguration am Beispiel zweier sich im Punkt X schnei-
dender Kreise dargestellt. Der Winkel zwischen diesen beiden Kurven ist der Winkel zwischen
deren Tangenten t1 und t2 in X, die blaue und die grüne Gerade im Bild 1. Im Bild 2 sind
die Bilder dieser beiden Kreise bei Inversion am (roten) Kreis k zu sehen, die sich im Punkt
X ′ = i(X) schneiden. Die entsprechenden Tangenten b1 und b2 sind als punktierte Linien in
der entsprechenden Farbe eingezeichnet.

Die Bilder t′1 = i(t1) bzw. t′2 = i(t2) der Tangenten t1 bzw. t2 sind Kreise durch O, die sich
in X ′ schneiden, siehe die durchgezogenen Kreise durch X ′ und O in Bild 3. b1 und b2 sind
ebenfalls Tangenten an diese Kreise.

Jeder dieser beiden Kreise ist das Bild einer Geraden unter der Inversion i, wobei die Tangente
an den Bildkreis in O parallel zur Urbildgeraden ist. Diese Konstellation wird im Bild 4
dargestellt. Die Tangenten d1 bzw. d2 in O an die Bildkreise t′1 und t′2 sind also parallel zu
den Tangenten t1 und t2 und schneiden sich folglich ebenfalls unter einem Winkel der Größe
α (im selben Umlaufsinn wie t1 und t2).

Bei Spiegelung an der Zentralen g der beiden Kreise t′1 und t′2 gehen diese Kreise in sich über.
Dabei wird X ′ auf O und die Tangenten b1 bzw. b2 in X ′ an die Kreise auf die Tangenten
d1 bzw. d2 in O an die beiden Kreise abgebildet. Der Winkel zwischen b1 und b2 hat also
ebenfalls die Größe α, allein die Orientierung ändert sich. �

2.9 Der
”
Große Satz“ von Feuerbach

Wir beginnen mit einem Hilfssatz über die vier gemeinsamen Tangenten an zwei Kreise
k1(M1, r1) und k2(M2, r2), die sich nicht schneiden. Wir wollen wie in Abbildung 18 r1 > r2
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Abbildung 17: Schnittwinkel von zwei Kurven und von deren Bildkurven

36



M1

M2
P

Q

E

F

G

H

Abbildung 18: Tangenten an zwei Kreise

annehmen, so dass sich die
”
inneren“ Tangenten in einem Punkt P und die

”
äußeren“ Tan-

genten in einem Punkt Q schneiden. Beide Punkte liegen auf der Zentralen M1M2, wobei P
die Strecke MM innen und Q außen teilt.

Satz 50 P und Q teilen die Strecke MM harmonisch.

Beweis: E, F , G und H sind Lotfußpunkte auf die Tangenten wie in Abbildung 18. Dann ist

TV (M1M2P ) = −|MP |
|MP | = − |MF |

|MH| = −r1
r2

und

TV (M1M2Q) =
|MQ|
|MQ| =

|ME|
|MG| =

r1
r2
.

�

Ist r1 = r2, so sind die
”
äußeren“ Tangenten parallel zueinander und schneiden sich im

”
Fern-

punkt“ Q, für den TV (M1M2Q) = 1 gilt. P ist dann aus Symmetriegründen der Mittelpunkt
der Strecke MM; es gilt also TV (M1M2P ) = −1. Auch in diesem Fall wird die Strecke
MM harmonisch geteilt, wenn die Definition des Teilverhältnisses auf den Fernpunkt auf
der Geraden M1M2 erweitert wird.

Satz 51 Im Dreieck ABC berührt der Feuerbachkreis den Inkreis und die drei Ankreise des
Dreiecks.

Beweisidee und Beweis folgen den Ausführungen von Raimund Albers [1].

Beweis: Wir zeigen zunächst, dass der Feuerbachkreis f die Ankreise um IA und IB berührt.
Dazu wird ein Inversionskreis k konstruiert, der die beiden Ankreise rechtwinklig schneidet
und den Feuerbachkreis in eine gemeinsame Tangente an diese beiden Kreise überführt. Da
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Abbildung 19: Der Feuerbachkreis berührt die Ankreise um IA und IB.
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Abbildung 20: Der Feuerbachkreis berührt den Inkreis und den Ankreis um IC .
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die Ankreise unter der Inversion an k in sich übergehen und das Bild des Feuerbachkreises
die Bilder der Ankreise berührt, berühren sich auch die Originale.

Sei wie in der Abbildung 19 β > α, so dass die Außenwinkelhalbierende des Dreiecks ABC
durch C die Gerade AB in einem Punkt S so schneidet, dass B zwischen A und S liegt1. Wir
bezeichnen wie bisher die Seitenmitten des Dreiecks mit A1, B1 und C1. Der Feuerbachkreis
ist der Umkreis des Dreiecks A1B1C1. Weiter sind ZA bzw. ZB die Berührpunkte der Ankreise
um IA bzw. IB mit der Geraden AB sowie s = 1

2
(a + b + c) wieder die halbe Umfangslänge

des Dreiecks ABC.

Wir hatten im Abschnitt 1.2 gezeigt, dass |AZA| = |BZB| = s gilt. C1 ist also nicht nur der
Mittelpunkt von AB, sondern auch von ZAZB. Als Inversionskreis der Inversion i nehmen
wir den Kreis k mit Zentrum C1, der durch ZA und damit auch durch ZB geht. Der Inver-
sionskreis schneidet die beiden Ankreise rechtwinklig, diese gehen also unter i in sich über.
Das Inversionszentrum C1 liegt auf dem Feuerbachkreis f , also ist f ′ = i(f) eine Gerade, die
parallel zur Tangente t = C1D an f im Inversionszentrum C1 ist. D ist der Schnittpunkt von
t mit AC und nur aus Referenzgründen eingeführt.

C und S sind die Schnittpunkte der inneren und äußeren Tangenten an die Ankreise um
IA und IB, teilen also nach Satz 50 die Strecke IAIB harmonisch. ZB, C2 (der Höhenfuß-
punkt), ZA und S sind die senkrechten Projektionen dieser Punkte auf die Gerade AB. Da
sich Teilverhältnisse bei solchen Projektionen erhalten (Strahlensatz), teilen C2 und S den
Durchmesser ZBZA des Inversionskreises harmonisch. Folglich ist i(C2) = S. Die Gerade f ′

geht also durch S und es bleibt zu zeigen, dass die gemeinsame Tangente t1 = SF an die
beiden Ankreise parallel zu t ist.

Es gilt aber |∠B1C1D| = |∠B1A1C1| = α nach Sehnen-Tangentenwinkelsatz und wegen der
Ähnlichkeit des Mittendreiecks zum Dreieck ABC. Schließlich ist |∠SAC| = |∠CFS|, da
IAIB eine Symmetrieachse für die beiden Ankreise ist. Wegen B1C1 ‖ BF ist dann auch
t ‖ t1, also t1 = i(t) wie behauptet.

Ähnlich lässt sich zeigen, dass der Ankreis um IC und der Inkreis den Feuerbachkreis berühren,
siehe Abbildung 20, wobei wir die bereits eingeführten Bezeichnungen beibehalten. Die Innen-
winkelhalbierende durch C geht durch den Inkreismittelpunkt I und den Ankreismittelpunkt
IC . Sie schneidet AB im Punkt S, durch den auch die zweite (neben AB) innere Tangente
SF an die Kreise um I und IC verläuft. ZC bzw. Z sind die Berührpunkte des Ankreise um
IC bzw. des Inkreises mit der Geraden AB, C2 wieder der Fußpunkt der Höhe aus C auf AB.

In dieser Konfiguration ist |AZC | = |BZ| = s − b. C1 ist also wieder nicht nur der Mittel-
punkt von AB, sondern auch von ZCZ. Bei der Inversion i am Kreis k mit Zentrum C1, der
durch ZC und damit auch durch Z geht, gehen Ankreis und Inkreis in sich über, da beide k
senkrecht schneiden. f ′ = i(f) ist wieder eine Gerade parallel zur Tangente t = C1D an f im
Inversionszentrum C1, da der C1 auf dem Feuerbachkreis liegt.

C und S sind die Schnittpunkte der inneren und äußeren Tangenten an den Ankreis um IC und
den Inkreis, teilen also nach Satz 50 die Strecke ICI harmonisch. ZC , C2, Z und S sind wieder
die senkrechten Projektionen dieser Punkte auf die Gerade AB. Wie oben folgt i(C2) = S.
Die Gerade f ′ geht also durch S und ist wieder parallel zur gemeinsamen Tangente t1 = SF
an die beiden Kreise, da wieder |∠B1C1D| = |∠B1A1C1| = α ist und |∠SAC| = |∠CFS|
aus Symmetriegründen. �

1Man rechnet leicht |∠CSB| = 1

2
(β − α) nach
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Abbildung 21: Der Sechspunktekreis von Taylor

2.10 Der Taylorkreis

Satz 52 Fällt man im Dreieck ABC aus den Lotfußpunkten A2, B2 und C2 die Lote auf die
anliegenden Dreiecksseiten, so liegen die sechs Fußpunkte A11, A12, B11, B12, C11 und C12

auf einem Kreis, dem Taylorkreis.

Beweis: C ′
2 und C ′′

2 sind die Bildpunkte der Spiegelung des Höhenfußpunkts C2 an den Seiten
AC und BC. Im Abschnitt 2.6 hatten wir bereits die Winkelgrößen an den Höhenfußpunkten
A2, B2 und C2 bestimmt.

Im Beweis von Satz 41 hatten wir weiter gesehen, dass die Punkte C ′
2, B2, A2 und C ′′

2 auf einer
Geraden liegen und |C ′

C
′′
 | gerade die Länge 2s des Umfangs des Höhenfußpunktdreiecks hat.

BA ist Mittelparallele im Dreieck C ′
2C2C

′′
2 und somit parallel zu A2B2, hat die Länge s

und die Schnittpunkte A3 und B3 mit den Seiten des Höhenfußpunktdreiecks sind gerade die
Mittelpunkte der Seiten BC und AC. Damit ist |∠A12B11B2| = |∠A2B2C| = β.

Analog zeigt man, dass AC parallel zu A2C2 sowie CB parallel zu B2C2 ist, beide
Strecken ebenfalls die Länge s haben und das Dreieck A3B3C3 das Mittendreieck des Höhen-
fußpunktdreiecks ist.

Weiter ist in entsprechenden rechtwinkligen Dreiecken |AB| = |AC| cos(α) und |AC| =
|AC| cos(α), also |AB| = b · cos(α)2 und ähnlich |AC| = c · cos(α)2. Es gilt also |AB| :
|AC| = b : c und die Dreiecke AC12B11 sowie ABC sind in Ähnlichkeitslage. Damit ist
|∠AB11C12| = γ, woraus weiter |∠C12B11A12| = α folgt.

Ebenso ist A11C12 parallel zu A2C2 und folglich |∠B11C12A| = β, |∠C11C12A11| = γ und
damit |∠A11C12B11| = α, Analog lassen sich die Winkel bei den anderen vier Lotfußpunkten
berechnen.

k sei der Kreis durch B11, C12 und C11. Es bleibt zu zeigen, dass die anderen drei Lotfußpunkte
ebenfalls auf diesem Kreis liegen.
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Abbildung 22: Zum Beweis des Satzes von Morley

Im Viereck B11C12C11A12 ergängen sich die gegenüberliegenden Winkel |∠C11C12B11| = α+γ
und |∠B11A12C11| = β zu 180◦. Folglich liegt A12 ebenfalls auf k. Ähnlich zeigt man, dass
auch A11 und B12 auf k liegen. �

Wir können auch den Mittelpunkt M des Taylorkreises bestimmen. Da die Sehnen AC,
BA und CB alle die gleiche Länge s haben, istM von diesen Sehnen gleichweit entfernt,
ist also der Inkreismittelpunkt des Dreiecks A3B3C3. Da A3B3C3 durch Streckung um den
Faktor −2 mit Zentrum im Schwerpunkt SH des Höhenfüßpunktdreiecks in dieses übergeht,
dort aber H als Schnittpunkt der Winkelhalbierenden der Inkreismittelpunkt ist, liegen die
Punkte H, SH und M in dieser Reihenfolge auf einer Geraden und es ist |HSH | : |SHM | =
2 : 1.

2.11 Der Satz von Morley

Satz 53 (Satz von Morley) Im Dreieck ABC werden die Innenwinkel durch Ecktransver-
salen in drei gleich große Teile geteilt. Zu jeder Dreiecksseite betrachtet man den Schnittpunkt
derjenigen zwei Transversalen, die von den Endpunkten dieser Seite ausgehen und zu dieser
Seite benachbart sind. Das so gebildete Morley-Dreieck ist stets gleichseitig.

Der Beweis folgt [2, Kap. 2.9]. Zunächst wird ein Hilfssatz bewiesen:

Satz 54 Wenn vier Punkte A, B, C und D folgende Bedingungen erfüllen:

(1) |AB| = |BC| = |CD|,
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(2) |∠CBA| = |∠DCB| = 180◦ − 2α und
(3) α < 60◦,

so liegen die vier Punkte auf einem Kreis. Ist weiter E ein Punkt auf der Seite von AD, auf
der B und C nicht liegen, und ist |∠AED| = 3α, so liegt E ebenfalls auf diesem Kreis.

Beweis: Die Winkelhalbierenden der Winkel
∠CBA und ∠DCB schneiden sich in einem
Punkt M , wobei das Dreieck BCM gleich-
schenklig mit Spitze M und Basiswinkeln der
Größe 90◦ − α ist. Für den Winkel an der Spit-
ze ergibt sich dann |∠BMC| = 2α. B und C
liegen damit auf einem Kreis um M . Da die
Dreiecke ABM und CDM kongruent zum Drei-
eck BCM sind nach (sws), liegen auch A und
D auf diesem Kreis und es ist |∠AMD| = 6α.
Ist |∠AED| = 3α, so liegt E ebenfalls auf dem
Kreis. �

A

M

B
C

D

E

Beweis des Satzes von Morley: P und U seien die Schnittpunkte der zwei Ecktransversalen
durch A und B. AP und BP sind dann Winkelhalbierende im Dreieck ABU und damit ist
UP ebenfalls Winkelhalbierende. Q und R seien so auf BP bzw. AP gewählt, dass |∠QPU | =
|∠UPR| = 30◦ gilt. Da die Dreiecks UPQ und UPR kongruent nach (wsw) sind, ist PQR
ein gleichschenkliges Dreieck mit Spitze P und somit sogar gleichseitig.

Wir zeigen, dass CQ und CR den Innenwinkel bei C dritteln. Seien dazu P ′ ∈ AC und
P ′′ ∈ BC die Bilder von P bei Spiegelung an AU bzw. BU . Dann ist |P ′R| = |RP | und
|P ′′Q| = |PQ|, also |P ′R| = |RQ| = |P ′′Q| = |PQ| und damit die erste Bedingung des
Hilfssatzes erfüllt.

Da P ′ das Spiegelbild von P ist, erhalten wir
∣

∣∠QRP ′
∣

∣ = |∠QRU |+
∣

∣∠URP ′
∣

∣ = |∠QRU |+ |∠PRU |
= 60◦ + 2 |∠QRU | = 240◦ − |∠RUQ|

und ähnlich |∠P ′′QR| = 240◦ − |∠RUQ|,
Weiter ergibt sich im Dreieck ABP |∠RUQ| = 180◦ − 2

3
(α+ β) und damit

∣

∣∠QRP ′
∣

∣ =
∣

∣∠P ′′QR
∣

∣ = 60◦ +
2

3
(α+ β) = 60◦ +

2

3
(180◦ − γ) = 180◦ − 2

3
γ.

Wegen γ
3
< 60◦ ist damit auch die dritte Bedingung des Hilfssatzes erfüllt und die Punkte

P ′, R, Q und P ′′ liegen auf einem Kreis, auf dem auch C liegt, denn es ist 3 · γ
3
= γ. Die

Transversalen CQ und CR dritteln damit den Innenwinkel bei C und PQR ist das Morley-
Dreieck zu ABC. �.
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