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Einleitung

Vorliegende Anleitung ist eine Uberarbeitete und stark erweiterte Fassung der unter gleichem
Namen 1990 erschienenen Anleitung. Sie gehort zur "Aufgabensammliung fiir Arbeitsgemein-
schaften - Klasse 6" /1/, die eine Uberarbeitete und stark erweiterte Fassung der Aufgaben-
sammlung /2/ ist. Zusammen mit den Aufgabensammlungen /4/, /5/, /6/, [7/, /8/ und den Anlei-
tungen /9/, 110/, 111/, 112/, /13/ liegt nunmehr ein einheitlich konzipiertes Material fur die Klas-
sen 5 bis 10 vor, das wir den Schulen zur Unterstiitzung der Férderung mathematisch interes-
sierter Schiler anbieten.

Die Aufgabensammlung /2/ basiert auf der Aufgabensammlung /3/ aus dem Jahr 1982, an de-
ren Erarbeitung und Erprobung R. Haberlein und F. Meinelt mit ihren Diplomarbeiten /14/ und
/15/ malgeblich beteiligt waren.

Die Aufgabensammlung /3/ wurde fur "Kreisarbeitsgemeinschaften" ausgearbeitet, in denen
interessierte Schiler aus mehreren Schulen zusammengefasst wurden. Erprobt wurde dieses
Material im Mathematikzentrum des Hauses der Kinder und Jugend ,spektrum® in Chemnitz, wo
Mathematiklehrerstudenten des 2. bis 5. Studienjahres unter Anleitung von Mitarbeitern der
Sektion Mathematik der TU Chemnitz fur Schiler der Klassenstufen 5 bis 10 mathematische
Zirkel durchfuihrten. Die Diplomarbeiten /14/ und /15/ enthielten Vorbereitungen fiir 36 derartige
Zirkel in Klasse 6, in denen die Lehrerstudenten (die im 2.Studienjahr ja noch keine Unter-
richtsversuche gehalten hatten) konkrete Hinweise uber Ziel, Inhalt und didaktische Gestaltung
eines jeden solchen Zirkels erhielten.

Vorliegende Anleitung soll einen ganz anderen Zweck erfilllen. Sie wendet sich an erfahrene
Lehrer, die - in Abhangigkeit von der Leistungsféahigkeit und den Interessen der zu férdernden
Schiiler - fur die Festlegung der Ziele, die Auswahl der Inhalte und die didaktische Gestaltung
der Zirkel relativ viele Moglichkeiten haben und selbst verantwortlich sind.

Die Aufgabensammlung /1/ ist mit 186 Aufgaben sehr unterschiedlichen Schwierigkeitsgrades,
die insgesamt 380 Teilaufgaben enthalten, so umfangreich angelegt, dass sie fiir sehr verschie-
dene Zwecke geeignet ist.

Nach wie vor empfehlen wir, besonders begabte Schiler aus mehreren Schulen in sogenann-
ten "Kreisarbeitsgemeinschaften” zusammenzufassen, weil dadurch eine effektive Begabten-
forderung sehr erleichtert wird. Dies geschieht z.B. in Chemnitz im Mathematikzentrum des
Hauses der Kinder und Jugend ,spektrum® bereits seit 1962.

Eine weit umfangreichere Nutzung durfte dieses Material jedoch in Schularbeitsgemeinschaften
finden, zu deren Teilnehmern vor allem mathematisch interessierte Schiiler gehéren.

Wir wenden uns aber auch an Lehrer, die im Rahmen der inneren Differenzierung in ihrem
Unterricht einzelne, besonders interessierte und befahigte Schiiler férdern oder ihren Unterricht
auflockern mochten. Die Aufgabensammlung enthélt viele Aufgaben, die sich fur einen derarti-
gen Zweck gut eignen.

Um dem Lehrer bei der Festlegung der Ziele und der Auswahl der Inhalte zu helfen, werden fur
jede Aufgabengruppe zu Beginn des jeweiligen Abschnitts die Ziele angegeben, die man hier-
bei anstreben kann, und es wird eine "Minimalvariante" und eine "Maximalvariante"” vorge-
schlagen, denen der Schwierigkeitsgrad der Aufgaben zu entnehmen ist.

Die Interessen der Schiiler, die an einer zusétzlichen mathematischen Férderung teilnehmen,
gehen erfahrungsgemaR in zwei Richtungen:

Es gibt Schiiler, die vor allem an einer Vertiefung und Ergénzung des Unterrichtsstoffs interes-
siert sind. Mit solchen Schiilern sollte man vor allem die Abschnitte "Gleichungen und Sachauf-
gaben", "Spiegelungen, Verschiebungen und Drehungen" sowie "Geometrische Be-
stimmungsaufgaben" behandeln.



Es gibt aber auch Schiiler, die Spal an mathematischen Wettbewerben haben und dabei auch
gut abschneiden méchten. Mit diesen sollte man auch die "unterrichtsferneren" Aufgaben aus
der Kombinatorik, zahlentheoretische Beweis- und Bestimmungsaufgaben sowie geometrische
Beweis- und Konstruktionsaufgaben behandein.

Unsere Aufgabensammlungen und Anleitungen werden in steigendem MaR Uber Sachsen
hinaus auch in anderen Bundeslandern genutzt, vor allem in Nordrhein-Westfalen, Thiringen,
Sachsen-Anhalt und Bayern. Wir haben daher eine konkrete Bezugnahme auf den seit 1992/93
gultigen Lehrplan des Landes Sachsen weitgehend vermieden.

Dieser Lehrplan brachte vor allem auf dem Gebiet der Geometrie betrachtliche Veranderungen
mit sich, die erst in den Uberarbeiteten Fassungen der Aufgabensammlungen /5/, 16/, 7/, /8/
beruicksichtigt werden konnten. So mussten die Aufgaben, die die Kenntnis der Inhaltsformel
fur Dreiecke sowie die Viereckslehre voraussetzen, aus der Aufgabensammlung /2/ fur Klasse
6 entfernt und in die Aufgabensammlung fiir Klasse 7 ibernommen werden.

Ab Schuljahr 1992/93 sind bei uns vor allem die Gymnasien fur die zusatzliche Férderung ma-
thematisch interesssierter Schiiler verantwortlich. Im Freistaat Sachsen gibt es an jedem Gym-
nasium einen "Beauftragten fiir Begabtenférderung und Wettbewerbe”, der fur die Verwirkli-
chung der vom "Séchsischen Landeskomitee zur Férderung mathematisch - naturwissenschaft-
lich begabter und interessierter Schiiler" formulierten Ziele an seinem Gymnasium sorgen soll.
Wir wenden uns daher mit unseren Aufgabensammlungen und Anleitungen vor allem auch an
diese Kolleginnen und Kollegen.

Zur Popularisierung und Durchsetzung unserer Absichten fithren wir ab Schuljahr 1993/94 im
Regierungsbezirk Chemnitz eine Weiterbildung fiir Lehrer durch, die sich mit fachlichen und
didaktischen Aspekten einer derartigen Férderung von interessierten Schilern im unterrichtli-
chen und im auBerunterrichtlichen Bereich befasst.

Auf diese Weise gelingt es, mit denjenigen Kolleginnen und Kollegen in persénlichen Kontakt
zu kommen, die sich fir das Gebiet der Begabtenférderung interessieren und auf deren en-
gagierte Arbeit wir angewiesen sind.

Ferner geht es darum, interessierte Schiler und deren Eltern Uber Férdermdglichkeiten und
Wettbewerbe zu informieren.

Es ist zu erwarten, dass viele Schiler einer AG Klasse 6 an der 1. Stufe des Adam-Ries-Wett-
bewerbs (ARW) fur Schiller der Klasse 5 teilgenommen haben. Die 2. Stufe dieses ARW findet
fur rund 60 Schiler auf Landesebene statt, und die 3. Stufe des ARW ist ein Vier-Lander-Wett-
bewerb zwischen Oberfranken, Thiringen, Tschechien und Sachsen in Annaberg-Buchholz.
Die 2. Stufe der Mathematik-Olympiade, d.h. die Kreisolympiade, findet ab Klassenstufe 5, die
3. Stufe der MO, d.h. die Landesolmpiade, findet ab Klassenstufe 6 statt.

Ferner solite man die Schiller auf den Korrespondenzzirkel Mathematik (KZM) aufmerksam
machen, der im Regierungsbezirk Chemnitz fur die Klassen 5, 6, 7, 8, 9, 10 und 11/12 durch-
gefiihrt wird. Nahere Informationen findet man unter www.bezirkskomitee.de .

Mein besonderer Dank gilt Herrn Horst Rémer und Herrn Lutz Pérnig fur das Lesen der Korrek-
tur sowie fir viele kritische Hinweise beim Erarbeiten und Fertigstellen dieser Anleitung.

Wir wiirden uns freuen, wenn uns Nutzer dieses Materials ihre Erfahrungen, Einschétzungen
und Verbesseriungsvorschldge mitteilen wiirden.

Hinweis: Im Januar 2002 wurde (neben dieser Einleitung auch) die zugehérige Aufgaben-
sammiung fir Klasse 6 Giberarbeitet, der neuen Rechtschreibung angepasst und bei 6 Aufga-
ben "DM" durch "€" ersetzt.

Die Losungen in dieser Anleitung wurden entsprechend Uberarbeitet.



1.ZU ZIEL UND INHALT DER ARBEITSGEMEINSCHAFTEN IN KLASSE 6

AnknUpfend an die in /9/ formulierten Ziele sei nochmals hervorgehoben:

In erster Linie streben wir die Entwicklung der Fahigkeit zum problemiésenden Denken durch
bewuRtes Vermitteln von heuristischen Vorgehensweisen an.

MaRnahmen der &uferen und der inneren Differenzierung sollen es ermdéglichen, jeden Schu-
ler stets bis zur oberen Grenze seiner Leistungsfahigkeit zu fordern und auf diese Weise opti-
mal zu férdern. Andererseits geht es aber auch darum, die Einstellung der Schuiler zu mathe-
matischem Arbeiten positiv zu beeinflussen. Schuler dieser Klassenstufe mussen an ein be-
wultes und beharrliches Arbeiten erst herangefuhrt werden.

Bei all dem darf man aber nie vergessen: Die auRRerunterrichtliche Tatigkeit soll den Schilern
auch Spafll machen!

Wie in der AG Klasse 5 verfolgen wir Teilziele, deren Reihenfolge auch eine Rangfolge bezug-
lich inrer Bedeutsamkeit darstellt:

Im Vordergrund steht das schon erwahnte bewulte Vermitteln heuristischer Vorgehensweisen
(Prinzipien, Strategien, Hilfsmittel). Ferner geht es um ein Uber den Unterricht hinausgehendes
Wissen und Kénnen auf dem Gebiet der mengentheoretisch-logischen Grundlagen der Mathe-
matik verbunden mit Fertigkeiten auf dem Gebiet der Technik der L&sungsdarstellung. Von
untergeordneter Bedeutung ist fur uns der Erwerb von Wissen, das Uber den Unterrichtsstoff
hinausgeht und das um seiner selbst willen vermittelt wird. In AGn sollte der Erwerb von Wis-
sen stets dem Ziel dienen, weitere Hilfsmittel zum Lésen problemhafter Aufgaben zu gewinnen.
Wir werden bei jedem Stoffgebiet die zu erreichenden Teilziele in dieser Reihenfolge festhal-
ten.

Ab Klasse 6 kommt - zum mindesten fur die leistungsstarksten Schuler - folgendes Ziel hinzu:
Befshigen zum selbstandigen Erwerb von Wissen und Kénnen durch "Literaturstudium”. Dies
bedeutet in dieser Klassenstufe zunachst das Durcharbeiten des "Merkstoffs" in der
Aufgabensammiung /1/ unter Anleitung und Kontrolle durch den AG-Leiter sowie das Durchar-
beiten von Abschnitten aus dem Lehrbuch, und dies sowohl zum Zweck der Wiederholung und
Systematisierung als auch der Erarbeitung von neuem Stoff. Besuchen Schuler aus mehreren
verschiedenen Gymnasien die AG, dann sollte der AG-Leiter in Erfahrung bringen, welche
Lehrblcher verwendet werden.

Auf diesbezugliche didaktische Fragen werden wir in Abschnitt 2. noch eingehen.

Der AG-Leiter muR davon ausgehen, dal nicht alle Schuler seiner AG die AG Klasse 5 kom-
plett durchlaufen haben. Also mussen die dort vermittelten heuristischen Vorgehensweisen,
logischen Grundlagen sowie Sachkenntnisse und Fertigkeiten laufend wiederholt werden. Wir
werden bei den einzelnen Stoffgebieten auf derartige notwendige Wiederholungen aufmerk-
sam machen.

Von der genannten allgemeinen Zielstellung ausgehend sollte jeder Lehrer zunachst Uberle-
gungen anstellen, welche Ziele er in Abhangigkeit von der Leistungsfahigkeit und den Interes-
sen seiner AG erreichen kann und will. Erst auf der Grundlage einer solchen konkreten Ziel-
stellung ist es dann moglich, eine begrindete Entscheidung Uber Auswahl und Reihenfolge der
zu behandelnden Aufgaben zu treffen. Das didaktische Vorgehen wird dann ebenfalls von den
angestrebten Zielen abhéngen.



11. Heuristische Vorgehensweisen

Heuristisches Vorgehen ist bis zu einem gewissen Grade lehrbar. Es reicht von der Beachtung
sehr allgemeiner Prinzipien Uber den Einsatz von Strategien bis zum Anwenden relativ einfach
anzueignender heuristischer Hilfsmittel.

FUr uns besteht heuristische Schulung vor allem im Vermitteln gewisser Fragen und Impulse,
die vom konkreten Inhalt der zu I6senden Aufgaben weitgehend unabhéangig sind. Wir greifen
diesbezuglich auf die in /16/ und /17/ festgehaltenen Auffassungen zurlck.

Wir vertreten die Ansicht, da® das bewullte Vermitteln heuristischer Vergehensweisen in Form
von Verfahrenskenntnissen die Entwicklung des Schopfertums der Schiler nicht behindert,
sondern auf einem héheren Schwierigkeitsniveau sogar unterstutzt, wenn bei diesem Vermit-
teln bestimmte didaktische Prinzipien beachtet werden (vgl. Abschnitt 2.) .

Bereits in der AG Klasse 5 werden die Schuler mit der folgenden allgemeinen Schrittfolge
beim Lésen von Aufgaben bekanntgemacht:

1. Erfassen der Aufgabenstellung ;
2. Finden eines Losungsplans ;
3. Ausfihren des Plans, Darstellen der Lésung ;

4. Kontrolle; Auswertung (Ruckblick und weiterfihrende Untersuchungen) .
Impulse, die das Erfassen der Aufgabenstellung und die Kontrolle nebst Auswertung steuern
kénnen, findet man in /9/ auf S. 4 .

Beim Riickblick sollte man sich bewuf3tmachen, worin die Schwierigkeiten der Aufgaben be-
standen haben und welche heuristischen Vorgehensweisen hilfreich waren, damit man diese
Erkenntnisse bei analogen Aufgaben nutzen kann.

Ferner sollte man bisweilen nach mehreren Lésungswegen zu einer Aufgabe suchen, indem
man bewul}t verschiedene heuristische Strategien einsetzt. Vor allem in AGn mit Schulern un-
terschiedlicher Leistungsstarke sollte man Schuler, die eine gestellte Aufgabe bereits geldst
haben, zur Suche nach anderen, vielleicht kirzeren Wegen auffordern. Angesichts bereits
vorhandener Ergebnisse ist eine derartige Suche oft lohnend und dient der tieferen Durchdrin-
gung der entsprechenden Sachverhalte.

Bei den weiterfuhrenden Untersuchungen geht es darum, im Anschlufd an das Lésen einer Auf-
gabe nach neuen, mit ihr zusammenhangenden "verwandten" Aufgaben zu suchen.

In der AG Klasse 6 spielt die Suche nach wahren Umkehrungen eines bewiesenen Satzes eine
wichtige Rolle. Auch das Verallgemeinern einer Aufgabenstellung oder das Untersuchen von
interessanten Spezialfallen kann von Interesse sein. Desgleichen gehéren der Ubergang von
einer Aufgabe mit konkreten Daten zu einer parameterhaltigen Aufgabe und umgekehrt eben-
falls hierher.

Auf diese Weise mundet der letzte Schritt eines Aufgabenldseprozesses in den ersten Schritt
eines neuen Aufgabenldseprozesses.

Im 1. und im 2.Schritt der allgemeinen Schrittfolge werden einige sehr allgemeine heuristische
Prinzipien berucksichtigt, die man wie folgt durch /Impulse charakterisieren kann:

Analogieprinzip:

- Habe ich eine ahnliche Aufgabe schon einmal geldst? Wie bin ich dabei vorgegangen?
Welche Hilfsmittel habe ich verwendet?



Riickfithrungsprinzip:

- Ich suche nach bereits geldsten Aufgaben, auf die sich die geléste Aufgabe zurtckfUhren
lant.

- lch formuliere "Hilfsaufgaben", deren Lésung das Lésen der gestellten Aufgabe erméglichen
wlrde.

Zerlegungsprinzip:
- lIch zerlege die Aufgabe in UGberschaubare Teilaufgaben. In welcher Reihenfolge sind diese

Teilaufgaben zu |6sen?
- lIst eine Fallunterscheidung notwendig oder nutzlich?

Prinzip des Ubergangs zu einer einfacheren Aufgabe:

- lch beschéftige mich zunéchst mit einem Spezialfall oder einem vereinfachten Fall, in der
Hoffnung, so auf eine Lésungsidee zu kommen.

Extremalprinzip:
- Ich betrachte einen extremalen (z.B. den ungunstigsten) Fall, der eintreten kann (vgl. 3.1.) .

Transformationsprinzip:

- Ich Ubersetze (transformiere) die Aufgabe in die Sprache einer geeignet gewahlten mathe-
matischen Theorie.

- Ich I6se die Aufgabe mit den Hilfsmitteln dieser Theorie.

- lch deute das Ergebnis (Ruckubersetzung in den Ausgangsbereich).

Das letztgenannte Prinzip tritt in Klasse 6 nur in dem speziellen Fall "Ubersetzen in die Spra-
che der Gleichungen" beim Ldésen von Sachaufgaben oder beim Ldsen von zahlentheoreti-
schen Aufgaben (Ubersetzen von Teilbarkeitsaussagen in die Sprache der Gleichungen) auf.
Es wird in der AG Klasse 7 in der Zahlentheorie beim "Ubersetzen in die Sprache der Kongru-
enzen", in den AGn der Klassen 8 und 9 beim graphischen L&sen von Gleichungen, Unglei-
chungen und Gleichungssystemen (als "Ubersetzen in die Sprache der Funktionen und ihrer
Graphen") sowie in Klasse 9 bei der algebraischen Methode zum L&sen von Konstruktionsauf-
gaben eine Rolle spielen.

Die Impulse, die heuristische Prinzipien charakterisieren, sind in hohem Grade unbestimmt. Die
Impulse, die heuristische Strategien charakterisieren, liefern bereits etwas konkretere Hin-
weise darauf, was man versuchen kann, um ans Ziel zu gelangen.

Nahere Erlauterungen hierzu findet man in /16/ .

Das Vorwartsarbeiten (VA) und das Riickwartsarbeiten (RA) wurde in der AG Klasse 5 beim
Suchen nach Gewinnstrategien bei mathematischen Spielen und beim Ldsen von Sachaufga-
ben und von geometrischen Bestimmungsaufgaben eingeflhrt. Diese Strategien sind deshalb
so bedeutsam, weil sie bei fast allen mathematischen und auRermathematischen Aufgaben ein-
setzbar sind.

In der Regel verwendet man ein kombiniertes VA/RA, und die so gewonnenen Lésungsplane
lassen sich stets in Form eines L&sungsgraphen festhalten. Wahrend das VA von jedem Auf-
gabenléser (unbewult) eingesetzt wird, ist das RA den ungelbten Aufgabenlésern kaum ver-
traut. Die Erfahrung lehrt, da® man durch bewufites Vermitteln des RA vor allem auch lei-
stungsschwacheren Schulern rasch zu Erfolgserlebnissen verhelfen und ihre Fahigkeiten im
Aufgabenldsen relativ rasch steigern kann.



Die beiden Strategien lassen sich jeweils durch ein Paar von (Hilfsmittel)
Fragen charakterisieren, namlich durch die Teilzielfrage und| y/A: ? ? (Teilziel)
durch die Hilfsmittelfrage (vgl. S.8). In der nebenstehend (Hilfsmittel)

angegebenen schematischen Darstellung werden diese
Fragen jeweils durch ein "?" symbolisiert. Dabei ist die|RA: (Teilzie) ? —2 5 [ Z]
Reihenfolge, in der diese Fragen gestellt werden, methodisch
bedeutsam.

Ist ein Schuler in der Lage, die Teilzielfrage sofort zu beantworten, dann fuhrt bereits die Auf-
forderung "Begrunde!" zu einer Antwort auf die (nicht explizit gestelite) Hilfsmittelfrage. Findet
er dagegen keine Antwort auf die Teilzielfrage, dann muf er bewul3t nach Formeln, Satzen,
Definitionen u.&. (als Hilfsmittel) suchen, die ihm Teilziele liefern. Diese Suche wird erleichtert,
wenn der Schuler Gber einen zweckmaRig angelegten Hilfsmittelspeicher verfugt. In diesem
Hilfsmittelspeicher werden planimetrische Satze, geordnet nach gleichartigen Behauptungen,
festgehalten.

Dies ist vor allem beim Ruckwartsarbeiten sehr nutzlich. Um beispielsweise die Gleichheit
zweier Winkel abzuleiten, kann der Schiler am Ende der Klasse 6 bereits sehr verschiedenar-
tige Hilfsmittel einsetzen:

a) Stufen- oder Wechselwinkel an Parallelen .

b) Basiswinkel in gleichschenkligen Dreiecken .

c) Es gibt eine Bewegung, die diese Winkel ineinander tberfuhrt .

d) Entsprechende Winkel in kongruenten Dreiecken .

e) Spitze (stumpfe) Winkel mit paarweise orthogonalen oder parallelen Schenkeln.
f) Esgibtein y,sodall a=y und B=vy.

In Klasse 7 wird der Satz Uber Gegenwinkel im Parallelogramm nachgetragen. In Klasse 8
kommt der Satz Uber Peripheriewinkel Uber gleichem Bogen, der Satz Uber Peripherie- und
Sehnentangentenwinkel Uber gleichem Bogen sowie der Satz, dal die Zentrale eines Tangen-
tenpaars den Winkel zwischen den Tangenten halbiert, hinzu. Der Unterrichtsstoff der Klasse 9
liefert schlieRlich noch den Satz Uber die Gleichheit entsprechender Winkel in &hnlichen Drei-
ecken.

In diesem Hilfsmittelspeicher werden ferner Séatze festgehalten, die folgende Behauptungen
besitzen:

a>B; a=2B; a+p=180°; a=B+y;, <(gh)=a =90°; a=b; a>b; c=a+b;
a+b>c; a=2b; ab=cd bzw. ac=db; g|jh; glh; AABC = AABC'; aABC ~ 2AB'C';
PeAB bzw. Peg; Pek(Mr) .

Ferner werden alle Eigenschaften zusammengestellt, die ein gleichseitiges Dreieck, ein Qua-
drat, ein Rechteck, einen Rhombus, ein Parallelogramm, ein Drachenviereck, ein Sehnen-
viereck oder ein Tangentenviereck charakterisieren.

Ein solcher Hilfsmittelspeicher wird zu Beginn in der AG Klasse 7 mit den Schulern erarbeitet,
auf einer Karteikarte festgehalten und dann in der AG Klasse 8 und der AG Klasse 9 ergénzt.
Die Auswahl eines "chancenreich" erscheinenden Hilfsmittels ist beim Ruckwaértsarbeiten ein
Schritt, der den Schulern keinesfalls abgenommen werden sollte! Bei schwierigen geometri-
schen Beweisen findet man auf diese Weise "versteckte" Hilfspunkte oder Hilfslinien, ohne die
ein Beweisweg kaum zu finden wére.

In der AG Klasse 5 lag der Schwerpunkt beim VA und RA jeweils auf der Teilzielfrage. In der
AG Klasse 6 sollen die Schuler entdecken, daf} sich diese Strategien auch beim Lésen von
Beweisaufgaben einsetzen lassen, und sie sollen die Nutzlichkeit der Hilfsmittelfrage erkennen.



Es ist zweckmaRig, 4 Varianten des VA /Ra zu unterscheiden und durch die angegebenen Fra-
gen und Impulse zu charakterisieren. Die in Variante (4) angegebenen "Unterimpulse" werden
nur gegeben, wenn der jeweils Ubergeordnete Impuls noch keine entsprechende Antwort aus-
geldst hat. Unterstehende Abbildungen enthalten die schematische Darstellung von Variante
(3)und (4) .

(1) VA: Teilzielfrage vor Hilfsmittelfrage

gegebenen Grolden ) ( berechnen )

. , Voraussetzungen . ableiten

- (TZF) Was laRt sich aus den gegebenen Bedingungen unmittelbar folgern
gegebenen Punkten konstruieren

- (HMF) Begrundung! (Welche Formel, welcher Satz wurde verwendet?)

(2) VA: Hilfsmittelfrage vor Teilzielfrage

Formeln, ..., in denen die gegebnen Gréken vorkommen
- (TZF) Suche nach Satzen, die gleichartige Voraussetzungen besitzen |
zugehorigen geometrischen Ortern

aus den gegebenen Grél3en berechnen
- (HMF) Was laRt sich also yaus den Voraussetzungen / Bedingungen ableiten ?
aus den gegebenen Punkten konstruieren

(3) RA: Teilzielfrage vor Hilfsmittelfrage
die gesuchte Grofie

- Woraus liefze sich { die Behauptung } unmittelbar - N
der gesuchte Punkt

¥
{ berechnen } 2 :
’?

ableiten
konstruieren

- Begrundung! (Welche Formel, welcher Satz, welche geometrischen Orter wurden verwen-
det?)

(4) RA: Hilfsmittelfrage vor Teilzielfrage
- Was kénnte als Hilfsmittel dienen? a
Welch | Formeln enthalten die gesuchte GréRe } - Gy '\\
° VVEICN® 15atze enthalten eine gleichartige Behauptung * B rrwee| B
: Wahle aus diesen méglichen Hilfsmitteln ein erfolgver- MR \
sprechendes aus! Qs \‘
Welches Hilfsmittel kommt in Frage, welches nicht? - :‘;‘3 !
W efte sich al {die gesuchte GroRe berechnen} e A
- Vvoraus liele sich also | gie Behauptung ableiten :

Manchmal ist auch die allgemeine Hilfsmittelfrage nutzlich, bei der man weder vom Start noch
vom Ziel ausgeht, sondern - etwa die Planfigur betrachtend - sich ganz allgemein die Frage
stellt, welches Hilfsmittel bei einer derartigen Aufgabe nitzlich sein kénnte.



Beispiele fur das Anwenden des VA/RA findet man in den Abschnitten 3.1., 3.4., 3.8., 3.9.2,,
3.9.3. und 3.9.4. dieser Anleitung.

Die Strategie "Suche nach Gleichungen" tritt in folgenden Varianten auf:

- Ich fihre gunstige Variable ein und halte die gegebenen Bedingungen oder Beziehungen
in Form einer Gleichung fest (ich Ubersetze in die Sprache der Gleichungen).

- Ich suche nach Gleichungen (Beziehungen) zwischen den gegebenen, den gesuchten und
gunstig gewahlten Hilfsgrofien.

Der letztgenannte Impuls steht in enger Beziehung zu der oben erwahnten "allgemeinen
Hilfsmittelfrage" und wird in den héheren Klassenstufen zunehmend an Bedeutung gewinnen.
Beispiele fur die Anwendung dieser Strategie findet man in 3.4., 3.8. und 3.9.2. .

Das "systematische Probieren” tritt vor allem beim Ermitteln der ErfUllungsmenge von Aus-
sageformen (Bedingungen, Beziehungen, Gleichungen, Ungleichungen) auf, deren Erfullungs-
grundbereich endlich ist. Es ist auch beim Ermitteln unendlicher Erfullungsmengen nutzlich, um
sich einen (zunéachst vorlaufigen) Eindruck von der Erfullungsmenge zu' verschaffen bzw. um
einige Elemente dieser Erfullungsmenge zu ermitteln.

Das systematische Probieren wird durch folgende Impulse charakterisiert:

- Ich ermittle eine Reihenfolge der Elemente des Erfullungsgrundbereichs, die mit Sicherheit
alle "moglichen" Elemente (Félle) enthalt.

- Ich entscheide fur jedes Element (jeden Fall), ob es (er) die gegebene Bedingung
(Beziehung, Gleichung, Ungleichung, Aussageform) erfullt.

Beispiele fur die Anwendung dieser Strategie findet manin3.1., 3.2, 3.3. und 3.5. .

Die "Durchschnittsbildung von Erfillungsmengen” wird durch folgende Impulse charakteri-

siert:

- Ich ermittie zu jeder der gegebenen Aussageformen (Bedingungen, Beziehungen,
Gleichungen, Ungleichungen) die Erfullungsmenge.

- Ich bilde den Durchschnitt dieser Erfullungsmengen.

Die Schuler sollen erkennen, dal diese Vorgehensweise bei sehr verschiedenartigen Aufga-
ben anwendbar ist. Diese Problematik wird in 3.5. und 3.6. angeschnitten und in 3.9.4. beim
Behandeln der Methode der geometrischen Orter wieder aufgegriffen. Sie wird in héheren
Klassenstufen beim Ldsen von Gleichungssystemen eine Rolle spielen.

Beim Behandeln zahlentheoretischer Bestimmungsaufgaben in 3.3. wird man auch folgende
"geschicktere" Variante zum Ermitteln der ErfUllungsmenge einer Konjunktion von Aussagefor-
men (Bedingungen) aus der AG Klasse 5 wiederholen:

- Ich ermittle die Erfullungsmenge der "informativsten" Bedingung (das ist die Bedingung mit
der "kleinsten" ErfGllungsmenge) und sondere aus dieser Menge alle diejenigen Elemente
aus, die eine der anderen Bedingungen nicht erfullen.

Diese verbesserte Strategie ist auch dann noch anwendbar, wenn alle gegebenen Bedingun-

gen mit Ausnahme von einer Bedingung eine unendliche ErfGllungsmenge besitzen.

Eine im allgemeinen noch effektivere Strategie ist das "Folgern zum Zweck des Vereinfa-
chens". Sie wird in 3.4. beim Lésen von Gleichungen eingesetzt, indem man eine Gleichung
so lange vereinfacht, bis man ihre Erfullungsmenge ablesen kann. Allgemein handelt es sich
hier um eine spezielle Form des VA, wobei aus einer Aussageform zweckmagige Folgerungen
gezogen werden. Das sollte man beim Formulieren der entsprechenden Impulse beachten.
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Sind mehrere Aussageformen (Bedingungen) gegeben, dann kénnen folgende Impulse zur
Charakterisierung dieser Strategie dienen:

- Welche der gegebenen Bedingungen ist (vermutlich) die "informativste" Bedingung (die die
Anzahl der méglichen Lésungselemente am stérksten einschrénkt)?

- Was laRkt sich aus dieser Bedingung unmittelbar ableiten? Begrindung!

- Welches ist die "nachst informative" Bedingung?
Was 18Rt sich aus ihr (und den bereits gezogenen Schiu3folgerungen) ableiten?
Begrundung!

Diese Vorgehensweise wird in 3.1. und 3.3. eingesetzt.

Damit sind alle heuristischen Strategien besprochen, die in der AG Klasse 6 eingesetzt wer-
den. Bezuglich ihrer Einordnung in ein allgemeines heuristisches Regelsystem vgl. /16/ .

Die zum Charakterisieren der angegebenen Strategien verwendeten Impulse waren weniger
unbestimmt als die zur Charakterisierung der Prinzipien angegebenen. Noch konkreter kénnen
Impulse zum Charakterisieren von heuristischen Hilfsmitteln sein, deren Anwendung eine
weitgehend erlernbare geistige Technik darstellt.

Das Hilfsmittel "Variable - giinstige Bezeichnungen" spielt in der Kiassenstufe 6 eine beson-
ders wichtige Rolle. In 3.1., 3.2., 3.3. und 3.5. wird man an das in der AG Klasse 5 eingeflhrte
Verwenden gunstiger Bezeichnungen beim Lésen von logisch-kombinatorischen und von zah-
lentheoretischen Aufgaben wiederholen.

In den Abschnitten 3.5. und 3.7. geht es vor allem um ein "Ubersetzen aus der Wortsprache in
die Zeichensprache”, wobei die Schuler den Vorteil und Nutzen einer solchen Vorgehensweise
erkennen sollen.

Beim Lésen von zahlentheoretischen Beweisaufgaben in 3.8. geht es zunéchst stets darum,
Voraussetzung und Behauptung unter Verwendung von Variablen geschickt festzuhalten, und
auch bei Lésen der geometrischen Aufgaben in 3.9.2., 3.9.3. und 3.9.4. wird man die Schuler
auffordern, gunstige Bezeichnungen zu wahlen, in der Planfigur festzuhalten und zum Formu-
lieren von Voraussetzungen und Behauptung zu verwenden.

Das Hilfsmittel "Tabelle" kann dem Ubersichtlichen Abspeichern von Aufgabenstellungen, dem
Finden eines Lésungsplans und dem Abspeichern dieses Lésungsplans dienen.

Beim Lésen von logisch-kombinatorischen Aufgaben in  3.1. und von Sachaufgaben in 3.4.
werden durch dieses Hilfsmittel Zuordnungen festgehalten. Da Tabellen nach dem Eintragen
der Daten haufig erganzt (weiter gefullt) werden, sollte man die Schuler von Anfang an daran
gewodhnen, die Reihenfolge der Eintragungen kenntlich zu machen.

Bei Sachaufgaben werden in die Felder der Tabelle Konstante, Variable oder Terme aus Kon-
stanten oder Variablen eingetragen; bei den logisch-kombinatorischen Aufgaben wird in den
Feldern das Bestehen oder Nichtbestehen von Zuordnungen festgehalten.

Impulse, durch die man den Einsatz dieses Hilfsmittels steuern kann, findet manin /9/, S. 8f. .

Auf "Skizzen" als Hilfsmittel beim Lésen von Bewegungsaufgaben oder anderen Sachaufga-
ben wird kaum zurlckgegriffen, dies wird erst in der AG Klasse 7 wieder eine wichtige Rolle
spielen.

Wenn erforderlich, wird man sich mit einer Wiederholung aus der AG Klasse 5 begnugen (vgl.
19/, S.9f.) .

Wesentlich wichtiger ist in der AG Klasse 6 das Hilfsmittel "Mengendiagramm®, das nicht nur
beim Losen gewisser logisch-kombinatorischer Aufgaben in 3.1., sondern vor allem in 3.6. zum
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Veranschaulichen von Beziehungen zwischen Mengen oder VerknUpfungen von Mengen bzw.

zum Darstellen einiger Gesetze aus der Mengenlehre dient.

Von grofer Bedeutung fur die AG Klasse 6 ist beim Lésen geometrischer Aufgaben in 3.9.2.,
3.9.3. und 3.9.4. das Hilfsmittel “informativ gestaltete Planfigur”, das sowohl dem Abspei-

chern der Aufgabenstellung als auch dem Abspeichern eines Lésungsplans dienen kann.

Wir treffen folgende Vereinbarungen:
"Start" (Gegebenes; Voraussetzung)
"Ziel" (Gesuchtes; Behauptung)

"Teilziel" (HilfsgréRe; abgeleitete oder hinreichende Feststellung)

Kongruente Strecken oder Winkel werden gleichfarbig ge-
zeichnet, hier:
——— "grin'' ; e— <[ "rot"; zmmEz== <§ "blau" .
Kongruente Figuren werden entsprechend gleichfarbig
schraffiert.

Ist eine Streckenlénge oder WinkelgréRe gegeben, gesucht
bzw. Hilfsgréfle, dann wird die zugehdrige Bezeichnung
"grun", "rot" bzw. "blau" geschrieben, hier: @ [__5] @

So ist z.B. durch nebenstehende Figur folgende geometrische
Bestimmungsaufgabe festgehalten:

“In einem gleichschenkligen Dreieck ABC ist aus der gege-
benen Basislange AB = ¢ und der gegebenen Héhenlange
CH=h die gemeinsame Schenkellange AC =BC =s zu be-
rechnen."

I n

llgrunll 7
llrotll ’
"blau" .

Tritt "Parallelitat" als Voraussetzung oder Behaup-
tung auf, dann kann man etwa AB||CD "grun" bzw.
"rot" neben die Figur schreiben. Auf diese Weise
lant sich nicht nur der Satz, dal} sich im Parallelo-
gramm die Diagonalen halbieren, sondern auch ein
Beweis dieses Satzes - wie nebenstehend ange-
geben - in einer Figur abspeichern. Dabei wurde in
leicht deutbarer Weise festgehalten, daf verschie-
dene Paare kongruenter Strecken bzw. Winkel
vorkommen.

Wie diese Vereinbarungen auf Konstruktionsaufgaben Ubertragen werden kénnen, soll neben-

stehende Figur erlautern:

Aufgabe:

Zu konstruieren ist ein Dreieck ABC aus gegebenem
AB=c, BC=a und AS =s,, wobei AS die Sei-
tenhalbierende der Seite BC ist.

Lésungsplan:

Beginne mit den gegebenen Punkten A, B ("grun), fur
die AB =c gilt: konstruiere den Hilfspunkt S ("blau")
und dann den gesuchten Punkt C ("rot") .

Erfahrungsgemafn werden solche Vereinbarungen von
den Schulern schnell verstanden, akzeptiert und richtig
gedeutet.
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1.2. Logische Grundiagen

Das Bereitstellen gewisser mengentheoretisch-logischer Grundlagen spielt in der AG Klasse 6
eine grolRe Rolle; die Abschnitte 3.5., 3.6., 3.7. und 3.8. dienen vorwiegend diesem Ziel. Dabei
ist es von entscheidender Bedeutung, dald die Schuler fur eine Beschaftigung mit dieser (etwas
trockenen) Materie hinreichend motiviert werden. Trockenes Theoretisieren mit dem Ziel, ab-
priufbare Kenntnisse zu vermitteln, ist auf jeden Fall zu vermeiden! Die Schuler sollen keine
Definitionen auswendiglernen, sondern lediglich beim Lésen von Aufgaben nachweisen, dal
sie sich die entsprechenden Begriffe angeeignet haben. Das Vermitteln dieser Begriffe sollte
daher stets mit dem Lésen von Aufgaben verbunden werden.

Es geht dabei vor allem um die Begriffe "Aussage - Wahrheitswert”, "Aussageform - Erfil-
lungsmenge”, "Term" und um den Zusammenhang zwischen Konjunktion, Alternative, Implika-
tion, Aquivalenz von Aussageformen sowie Durchschnitt, Vereinigung, Inklusion, Gleichheit der
zugehdrigen Erfullungsmengen und um die Unterscheidung von Einzel-, Existenz- und Alfaus-
sagen sowie von erfiillbaren, nicht erfillbaren und allgemeingiiltigen Aussageformen (vgl. dazu
3.5. und 3.6. sowie den zugehorigen "Merkstoff") . Es wird die Rolle von Beispielen bzw. von
Gegenbeispielen fur den Beweis einer Existenzaussage bzw. die Widerlegung einer Allaus-
sage besprochen. In 3.9.4. werden geometrische Orter als Erfullungsmengen von Aussagefor-
men eingefuhrt.

Auch auf diesem Gebiet sollen die Schuler die Vorteile der "Symbolsprache" erkennen und nut-
zen lernen. Dabei ist es jedoch von entscheidender Bedeutung, dal® man immer wieder die
RuckUbersetzung aus der "Zeichensprache" in die "Wortsprache" fordert. Man sollte konse-
quent darauf achten, dall die unter Verwendung mengentheoretischer Bezeichnungen in
"Kurzform" festgehaltenen Beweise oder Konstruktionsbeschreibungen von den Schulern in
sprachlich einwandfreier Form mundlich wiedergegeben werden. Erfahrungsgeman féllt dies
vielen Schulern schwer.

Beim Besprechen der Struktur von Aufgaben und Lésungen lernen die Schuler im Laufe der
Zeit einige grundlegende Begriffe kennen.

Eine jede Aufgabe enthalt Informationen

Uber Start und Ziel.

Eine Aufgabe /6sen heildt, auf irgendeine

Weise irgendeinen Weg vom Start zum

Ziel zu finden.

Dieser Weg fuhrt oft Gber gewisse Teil-

ziele, die mit Hilfe gewisser Hilfsmittel

erreicht werden.

In solchen Fallen 1&Rt sich der Lésungs-

plan in Form eines Ldsungsgraphen fest-

halten. Die Belegung der Knoten und der

Kanten eines solchen Graphen ist der

nebenstehenden Abbildung zu entnehmen.

Diese Begriffe gestatten eine zweckmanRige Einteilung in Aufgabenarten.

Bei Bestimmungsaufgaben spielen "Gegebenes - Gesuchtes" die Rolle von "Start - Ziel", bei
Beweisaufgaben, die in der AG Klasse 6 eingefuhrt werden, sind dies die Begriffe
"Voraussetzungen - Behauptung”, bei Entscheidungsaufgaben (die ebenfalls erst in der AG
Klasse 6 eingefluhrt werden) sind es die Begriffe "Aussage - Wahrheitswert" .

Bereits in der AG Klasse 5 lernen die Schuler 2 Arten von Bestimmungsaufgaben unter-
scheiden (vgl. auch den zugehdrigen "Merkstoff" fur die AG Klasse 6).
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Eine dritte Art von Bestimmungsaufgaben, die in der Regel algorithmisch Iésbar sind, wird nur
erwahnt, aber nicht besonders hervorgehoben. Es sind dies Aufgaben, bei denen ein Term ge-
geben ist und dessen Wert (nach Interpretation der vorkommenden Variablen) gesucht ist.

Bei den Bestimmungsaufgaben vom Typ | treten als Gegebenes eine oder mehrere Aussa-
geformen (Bedingungen, Beziehungen, Gleichungen Ungleichungen u.a.) , als Gesuchtes de-
ren Erfullungsmenge auf.

Durch Umformen von oder Folgern aus den gegebenen Aussageformen gelangt man durch
Vorwartsarbeiten zu "vereinfachten Aussageformen” als abgeleiteten Teilzielen. Die dabei ein-
gesetzten Hilfsmittel sind Umformungsregeln, Satze oder Definitionen.

Ermittelt man dagegen durch systematisches Probieren die Erfullungsmengen der gegebenen
Aussageformen, um dann durch Durchschnittsbildung dieser Erfullungsmengen oder durch
Ausssondern von Elementen, die diese Aussageformen nicht erflUllen, zum Ziel zu gelangen,
dann treten “vereinfachte Teilmengen” als Teilziele auf.

In der AG Klasse 5 kamen bereits gewisse logisch - kombinatorische Aufgaben, zahlentheoreti-
sche Bestimmungsaufgaben sowie Gleichungen und Ungleichungen als derartige Bestim-
mungsaufgaben vom Typ | vor.

In der AG Klasse 6 treten diese Aufgabenarten wiederum auf, hinzu kommen noch geometri-
sche Konstruktionsaufgaben.

In der AG Klasse 7 werden dann auch geometrische Ortsaufgaben, in der AG Klasse 9 Glei-
chungssysteme hinzukommen.

Bestimmungsaufgaben des Typs | lassen sich stets in folgender Weise formulieren:
"Ermittle alle Elemente (Zahlen, Zahlenpaare, Zuordnungen, Anordnungen, Punkte, Fi-
guren u.a.), die folgende Aussageformen (Bedingungen, Beziehungen, Gleichungen,
Ungleichungen, Gleichungssysteme u.&.) erfiillen.

Bei Aufgaben diesen Typs mussen neben der Angabe der gesuchten Erfullungsmenge (fur die
bei Konstruktionsaufgaben die Konstruktionsbeschreibung als algorithmisches Verfahren zum
Ermitteln der Erfullungsmenge tritt) noch zwei Satze bewiesen werden:

1) Wenn ein Element alle gegebenen Bedingungen erfullt, dann gehort es zur
angegebenen Erfullungsmenge.
(Einzigkeitsnachweis; begrundete Herleitung);

i) Wenn ein Element zur angegebenen ErfUllungsmenge gehdrt, dann erfullt es alle ge-
gebenen Bedingungen.
Existenznachweis, Probe).

Bereits in der AG Klasse 5 lernen die Schuler auch Bestimmungsaufgaben vom Typ Il ken-
nen. Als Gesuchtes tritt hier eine GroRRe als Unbekannte auf, gegeben sind Daten (GroRen)
und/oder Beziehungen .

Als Teilziele treten hier Hilfsgréfen auf, die sich aus den gegebenen Gréfken berechnen las-
sen. Als Hilfsmittel werden sehr oft Formeln, aber auch Satze, Definitionen und Umformungs-
regeln oder (implizit gegebene) Bedingungen oder Beziehungen verwendet.

Bei derartigen Aufgaben kann man die Knoten des Lésungsgraphen stets mit Termen (GréRen)
belegen. Das hat den Vorteil, dal man die Gleichartigkeit des Vorgehens bei der Suche nach
einem L&sungweg durch kombiniertes VA/RA bei derartigen Bestimmungsaufgaben und bei
Beweisaufgaben sehr gut verdeutlichen kann.

Dieser Aufgabentyp kommt im Unterricht sehr haufig vor. Zu ihm gehéren die Sach- und An-
wendungsaufgaben sowie die geometrischen Bestimmungsaufgaben .
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Beim L&sen derartiger Aufgaben ermittelt man (als “Ansatz") zunachst eine oder mehrere Aus-
sageformen (meist eine Gleichung oder ein Gleichungssystem), deren Lésungsmenge in der
Regel (wegen des zugrundeliegenden Sachverhalts) genau ein Element besitzt.

Es bestehen also folgende Zusammenhange zwischen diesen beiden Aufgabentypen (die den
Schulern meist als véllig unterschiedliche Aufgabenarten erscheinen). Aufgaben vom Typ II
fuhren auf eine spezielle Form von Aufgaben des Typs | (die dann in der Regel keine problem-
haften Aufgaben sind); Aufgaben des Typs Il sind Spezialfalle von Aufgaben des Typs |, weil
bei innen die Anzahl der Lésungen von vornherein feststeht.

Wenn dem Aufgabentext eindeutig zu entnehmen ist, da? genau eine Losung existiert, dann
kann man nach der begrindeten Herleitung (dem Einzigkeitsnachweis) auf eine Probe (den
Existenznachweis) verzichten. Wenn dabei nicht explizit gefordert wird, dal} eine begrindete
Herleitung anzugeben ist, dann kann man sich auch damit begnugen, die (z.B. erratene) Lo6-
sung hinzuschreiben und durch eine Probe nachzuweisen, daR es tatsachlich die gesuchte Lo-
sung ist.

Bereits in der AG Klasse 5 werden die Schuler auf folgendes aufmerksam gemacht :

Es ist durchaus moglich, daR die zur Losung eines praktischen Problems benétigten MeRdaten
unvollstandig oder fehlerhaft Gbermittelt wurden. Derartige Aufgaben kénnen durchaus unter-
bestimmt (und damit nicht eindeutig |6sbar) oder dberbestimmt sein, wobei im letztgenannten
Fall eine "Uberflussige" Angabe mit den restlichen Daten vertraglich sein kann (was eine ein-
deutige Lésung der Aufgabe erméglicht) oder (etwa aufgrund eines MeR- oder Ubertragungs-
fehlers) den restlichen Daten widerspricht, so dad die Aufgabe keine Lésung besitzt.

Es ist daher zweckméaRig, derartige Aufgaben wie folgt zu formulieren:

"Weise nach, daB sich die gesuchte GroRe aus den gegebenen Gréflen und Bedin-
gungen eindeutig ermitteln 1ait, und gib diese GréRe an!"

Noch gunstiger ist folgende Formulierung:

"Untersuche, ob sich die gesuchte GrofRRe aus den gegebenen Gréen und Bedingun-
gen eindeutig ermitteln 14Rt; ist dies der Fall, dann ermittie die GréRe!"
Bei einer derartigen Formulierung werden auch fur Bestimmungsaufgaben vom Typ Il ein Ein-
zigkeitsnachweis und ein Existenznachweis explizit gefordert.

Bei Sachaufgaben sollte man auf die Notwendigkeit einer Probe am Text (und nicht nur einer
Probe fur die Lésung der Ansatzgleichung) hinweisen. Da man nie sicher sein kann, daf alle
Informationen voll ausgeschopft wurden, kann man auch nicht sicher sein, daf jede der gege-
benen aber nicht verwendeten Bedingungen von der ermittelten Losung auch erfullt wird.

Anhand von Bestimmungsaufgaben vom Typ Il werden die Schuler erstmals mit parameter-
haltigen Aufgaben bekanntgemacht. Sie sollen erkennen, daR zu jeder parameterhaltigen
Aufgabe eine Klasse von unendlich vielen Aufgaben mit konkret gegebenen Daten gehort, de-
ren Lésung man leicht aus der Losung der parameterhaltigen Aufgabe gewinnen kann. Bei
Konstruktionsaufgaben sollen sie erkennen, dall es von der Art der Belegung der Parameter
abhangen kann, ob eine Aufgabe keine, genau eine, endlich oder unendlich viele Losungen
besitzt.

Als neuen Aufgabentyp lernen die Schuler in Klasse 6 Beweisaufgaben kennen, wobei es in
der Regel um direkte Beweise von Allaussagen geht.

Ein solcher Beweis |1t sich stets als eine endliche Folge von Beweisschritten darstellen, wo-
bei jede Zeile aus einer Implikation nebst Begrundung besteht.

Ein Beweis eines implikativ formulierten Satzes ist erbracht, wenn seine Behauptung aus sei-
nen Voraussetzungen unter Verwendung von Axiomen, Definitionen, bewiesenen Sétzen oder
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Umformungsregeln abgeleitet wurde. Es ist Ublich, hinter die abgeleitete Behauptung das
"w.z.b.w." zu schreiben. Dies darf bei den Schulern jedoch nicht die falsche Ansicht aufkom-
men lassen, dal durch einen Beweis die Wahrheit der Behauptung (als kategorische Feststel-
lung) nachgewiesen wird. Man sollte daher in der AG Klasse 6 jeden Beweis mit der mandli-
chen Feststellung abschlieRen lassen: "Damit ist bewiesen: Wenn ...... (Voraussetzung) ..... ,
dann ...... (Behauptung) ....... "

Fur das schriftliche Darstellen von Beweisen verwenden wir dreispaltige Beweisschemata (vgl.
3.8. und 3.9.3.) Bei dieser Art der Darstellung kann man leicht Uberprifen, ob der Beweis
(relativ) vollstandig und korrekt gefuhrt wurde, ob er ohne Berufung auf die Anschauung (auf
eine spezielle Beweisfigur) auskommt. ZirkelschlUsse, das Verwenden nicht abgeleiteter Fest-
stellungen sowie fehlende Begrindungen fallen sofort ins Auge.

Ein wichtiges Hilfsmittel sind auch hier Lésungsgraphen, die den Schulern von Bestimmungs-
aufgaben her bereits bekannt sind. Um einen gefundenen Beweis festzuhalten, werden die
Anfangsknoten des gerichteten Graphen mit den Voraussetzungen (bzw. mit den eingefihrten
Zusatzvoraussetzungen), sein Endknoten mit der Behauptung des zu beweisenden Satzes und
die restlichen Knoten mit abgeleiteten Feststellungen belegt (vgl. 3.8. und 3.9.3.) . In der Regel
werden die fur die Begrindungen verwendeten Beweismittel im Losungsgraphen nicht schrift-
lich fixiert. Wurde ein Beweis gemeinsam bearbeitet, dann erhélt ein Schuler anschliessend
den Auftrag, den Beweis in sprachlich einwandfreier Form vorzutragen, wobei er sich des L6-
sungsgraphen und der informativ gestalteteten Beweisfigur bedienen darf. Weitere Bemerkun-
gen zur Losungsdarstellung findet man in /19/ .

Von Bedeutung fur das Beweisen und fur Strukturbetrachtungen bei Satzen ist die Fahigkeit
der Schuler, Satze in Wenn-dann-Form zu formulieren bzw. Voraussetzungen und Behauptung
eines Satzes zu erkennen.

Die Schuler lernen VAV, ... AV, = B als aussagenlogische Struktur eines Satzes mit meh-
reren Voraussetzungen kennen. Anknupfend an den Unterricht wird das Umkehren eines
Satzes mit einer Voraussetzung behandelt. Uber den Unterricht hinaus geht das Umkehren
von Satzen mit mehr als einer Voraussetzung sowie das Umformen von Sétzen mit einer oder
mit mehreren Voraussetzungen.

Neben dem Bilden von Kontrapositionen wird in leistungsstarken AGn auch das Herausziehen
von Teilvoraussetzungen sowie das Zusammenfassen von Satz und wahrer Umkehrung zu ei-
ner Genau-dann-wenn-Aussage behandelt (vgl. 3.7. und 3.9.3.) .
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13. Sachkenntnisse und Fertigkeiten

Vor allem im Interesse der leistungsschwacheren Schuler sollte man jede Gelegenheit nutzen,
Unterrichtsstoff implizit zu wiederholen. Dies bietet sich vor allem in der Teilbarkeitslehre, in
der Planimetrie und beim Behandeln von Bewegungen an. Man sollte von den Schulern als
Hausaufgabe fordern, bestimmte Stellen des Lehrbuchs nachtréglich durchzuarbeiten.

In der Teilbarkeitslehre lernen die Schuler Uber den Unterrichtsstoff hinaus das Darstellen von
Zahlen als Produkt von Primzahlpotenzen, das hierauf basierende Verfahren zum Ermittein des
ggT(a;b) und des kgV(a;b) , die Grundgleichung der Zahlentheorie (Satz Uber die Division mit
Rest), den Euklidischen Algorithmus zur Ermittlung des ggT(ab) und den Satz
ggT(a;b)-kgV(a;b) = a-b kennen.

In der Lehre von den Bewegungen lernen die Schuler aligemeine Eigenschaften der Bewegun-
gen sowie spezielle Eigenschaften von Spiegelungen, Verschiebungen und Drehungen kennen
und erfahren, dal} sich alle Bewegungen als Produkte von Geradenspiegelungen darstellen
lassen (Dreispiegelungssatz).

In der Planimetrie kann man zusatzlich zum Unterrichtsstoff den Satz Uber entgegengesetzt lie-
gende Winkel an Parallelen, den "kleinen" Innenwinkelsatz sowie den Satz Uber die Mittellinie
im Dreieck behandeln.

In der Arithmetik werden auf dem Gebiet des Umgangs mit Variablen sowie im Umformen von
Termen und Gleichungen Fertigkeiten angestrebt, die Uber die Anforderungen im Unterricht
hinausgehen, teilweise auch dem Unterrichtsstoff vorgreifen.

Ferner lernen die Schuler eine erste Fassung des Begriffs "Wahrscheinlichkeit” und dessen
Anwendung beim Ldsen von Aufgaben kennen.
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2. ZU EINIGEN ORGANISATORISCHEN UND DIDAKTISCHEN FRAGEN

Es sei nochmals an unsere Forderung erinnert, die Zirkel stets so zu gestalten, dal} die lei-
stungsstarksten Schuler nicht unterfordert werden. Dabei sollte man die Méglichkeiten der dus-
seren Differenzierung voll ausschopfen. Je homogener das Leistungsvermégen der Mitglieder
einer Gruppe ist, desto einfacher gestaltet sich die didaktische Arbeit.

Da jedoch eine gewisse Streuung der Leistungsféhigkeit in jeder AG vorhanden sein wird, kann
man auf MaRnahmen der inneren Differenzierung nicht verzichten.

Bereits bei den (auf freiwilliger Grundlage anzufertigenden) Hausaufgaben sollte man differen-
zieren. Leistungsschwéachere Schuler lasse man so lange gemeinsam gefundene Losungen
darstellen, bis sie diese Technik beherrschen.

Es empfiehit sich, fur jeden Zirkel zwei "Angebote" zu planen und an der Wandtafel festzuhal-
ten.

Das "Normalangebot” richtet sich zunachst an alle Schuiler. Es besteht aus der Angabe aller
Aufgaben, die im jeweiligen Zirkel behandelt werden sollen. sowie aus an der Wandtafel fest-
gehaltenen "Leerstellen " fur Teilresultate und das Endresultat der zu behandeinden Aufgaben.
Die Schuler werden aufgefordert, sich zu melden, wenn sie eine Aufgabe gelést zu haben
glauben und sich dann sofort der nachsten Aufgabe zuzuwenden.

Nach einer angemessenen Zeit 1aRt sich der AG-Leiter die gewonnenen Teilresultate und
Endresultate nennen, halt sie kommentarlos an der Wandtafel fest und fragt nur, ob es Schu-
ler gibt, die andere Resultate erhalten haben. Ist das der Fall, dann werden auch diese Resul-
tate an der Wandtafel festgehalten, und die Schuler werden aufgefordert, zu entscheiden, wel-
ches der angeschriebenen Resultate das richtige ist.

Wer die Aufgaben des "Normalangebots" richtig geldst hat, beschaftigt sich mit dem
"Zusatzangebot", das Aufgaben héheren Schwierigkeitsgrades enthalt.

Leistungsstarke Schuler, die Uberzeugt sind, die Aufgaben des "Normalangebots" I6sen zu
kénnen, durfen sich sofort mit den Aufgaben des "Zusatzangebots" beschaftigen. In der Regel
sind dies nur einige wenige Schuler der AG, so daR der Lehrer hinreichend Zeit hat, diese
Schuler individuell zu beraten, wahrend die Lésungen zu den Aufgaben des "Normalangebots"
nach angemessener Zeit mit allen AG-Mitgliedern gemeinsam besprochen werden.

Auf weitere Moglichkeiten innerer Differenzierung werden wir in den Bemerkungen zu Formen
der Zirkelarbeit und zu einigen didaktischen Prinzipien eingehen.

In der Regel sollten in einem 90-minutigen Zirkel héchstens 60 Minuten fur das Erarbeiten des
Stoffs aus den betreffenden Themenkomplexen 3.1. bis 3.9.4. in /1/, S.1 - 18 verwendet wer-
den. Die restliche Zeit sollten sich die Schuler mit dem Lésen der "vermischten Aufgaben™ in
111, S$.18 - 29 beschéftigen. Hier kommt es vor allem darauf an, herauszufinden, welche der
kennengelernten heuristischen Prinzipien, Strategien oder Hlifsmittel beim Lésen der betref-
fenden Aufgabe nutzlich sein kdnnten.

Hier empfehlen wir folgendes didaktische Vorgehen: Der AG-Leiter wahlt 3 vermischte Aufga-
ben aus und fordert die Schiler auf, diese Aufgaben durchzulesen und u.U. Fragen zum Auf-
gabentext zu stellen. Dann soll jeder Schuler fur sich den Schwierigkeitsgrad der drei Aufgaben
einschatzen und die Aufgaben diesbezuglich ordnen. (Dies hilft bei der Phase "Verstehen der
Aufgabe" und ist auch fur Klausuren, bei denen man stets mit der vermutlich leichtesten Auf-
gabe beginnen sollte, bedeutsam). Hiertber wird kurz diskutiert.

Dann darf jeder Schuler angeben, mit welcher Aufgabe er sich als erstes beschéftigen méchte,
wobei dies keinesfalls die Aufgabe sein muf3, die von ihm als leichteste eingeschéatzt wurde.
Der AG-Leiter entscheidet, ob vor Beginn der selbsténdigen Schulerarbeit dartber diskutiert
wird, welche der eingeflUhrten heuristischen Vorgehensweisen bei jeder der drei Aufgaben
nutzlich sein durfte, oder ob dies erst in der Phase der Auswertung geschehen soll. Desglei-
chen entscheidet der AG-Leiter, welche Schuler sich mit welcher Aufgabe beschaftigen sollen
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(wobei die Wunsche der Schuler weitgehend berlcksichtigt werden sollten) und ob die ge-
samte Lésung in selbstandiger Schulerarbeit zu bewaltigen ist oder ob bereits nach Teilresulta-
ten eine gemeinsame Auswertung erfolgen soll.

Die Befahigung der Schuler zu selbstandigem Erwerb von Wissen und Kénnen wurde als eines
der zentralen Ziele einer AG hervorgehoben. Man sollte daher die Schuler bewul3t an ein ziel-
gerichtetes "Literaturstudium™ heranflhren und sie dabei anleiten. Auf das Durcharbeiten von
Lehrbuchstellen wurde bereits hingewiesen. DiesbezUglich effektiver ist die Anleitung zum Er-
arbeiten des "Merkstoffs" aus der Aufgabensammiung.

Folgendes Vorgehen ist dabei zu empfehlen: Die Schiler erhalten den Auftrag, in begrenzter
Zeit zugehorige konkrete Beispiele zu bilden, die dann gemeinsam besprochen werden. Ab-
schlielend erhalten sie den Auftrag, den erarbeiteten Sachverhalt mit eigenen Worten wieder-
zugeben. Die zu erarbeitende Textstelle sollte dabei am Anfang 8 - 10 Zeilen nicht Uberschrei-
ten. So wird man etwa zunachst nur das Bilden der Kontraposition von Satzen mit einer Vor-
aussetzung erarbeiten und Uben lassen, bevor man sich in einer zweiten Phase dem Umfor-
men von Satzen mit zwei Voraussetzungen zuwendet.

Eine etwas andere Form des Hinfuhrens zum "Literaturstudium" besteht darin, gemeinsam er-
arbeitete Sachverhalte von den Schulern nachtraglich im "Merkstoff" durcharbeiten zu lassen.
Die Definitionen von "Aussage", "Aussageform”, "Term" in /1/, S.31, die Bemerkungen Uber
Einzigkeitsnachweis und Existenznachweis in /1/, S. 32 und die Musterlésungen in /1/, $.35-36
sind hierfur geeignet.

Die Schuler sollten stets auch die Aufgabensammlung /4/ fur die AG Klasse 5 mitbringen. Hier
wird man vor allem die Musterlésungen auf den Seiten 37 - 40 nachtraglich durcharbeiten las-
sen.

Ferner ist es sehr zu begriRen, wenn die Schuler die Zeitschrift "Alpha"” erwerben oder sich
besorgen und am Alpha-Wettbewerb teilnehmen. DarlUberhinaus sollte der AG-Leiter geeignete
Artikel aus dieser Zeitschrift auswahlen, von den Schulern als Hausaufgabe durcharbeiten las-
sen und anschlielend im Zirkel besprechen.

Erfahrungsgeman treten bei Schulern dieser Klassenstufe hinsichtlich der Bereitschaft und der
Fahigkeit, sich Wissen aus Literatur anzueignen, betréchtliche Unterschiede auf. Das eingangs
genannte Ziel 1alt sich mit der Mehrzahl der Schuler erst im Laufe mehrerer Jahre erreichen.
Es ist jedoch wichtig, dafR die leistungsstarksten Schuler auch diesbeziglich bereits in Klasse 6
voll gefordert werden.

Beim Einsatz verschiedener Formen von Zirkelarbeit sorge man fur Abwechslung. Es ist von
Vorteil, wenn sich ein Zirkel im &ufleren Ablauf deutlich von einer Unterrichtsstunde unter-
scheidet. Der Lehrer sollte in der auBerunterrichtlichen Arbeit die Mdglichkeit ausnutzen, neue
Formen zu erproben.

Beim Unterrichtsgesprach achte man darauf, daR die leistungsstéarksten Schuiler die Losung
nicht gleich verraten und dadurch den leistungsschwéacheren Schulern die Mdglichkeit zu in-
tensiver selbstandiger geistiger Tatigkeit nehmen (vgl. hierzu die noch folgenden Bemerkungen
zu einigen "didaktischen Prinzipien").

Bei der Stillarbeit achte man darauf, dad die leistungsstarksten Schuler nicht unterfordert wer-
den. Es ist unrationell, allen Schulern nur eine Aufgabe zu stellen mit dem Ziel, diese Aufgabe
komplett zu l16sen. Auf rationellere Moglichkeiten wurde bereits hingewiesen.

Auch folgende Variante kann vorteilhaft sein: Wenn alle Schuler sich mit einer bestimmten,
schwierigen Aufgabe beschaftigen sollen, dann kann man die Stillarbeit nach einer gewissen
Zeit (noch bevor der erste Schuler einen Losungsweg gefunden hat) unterbrechen und die
Schuler auffordern, Uber ihre Lésungsideen zu diskutieren. Bei dieser Gelegenheit kann man
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auch zu einem bewufiten Einsatz der kennengelernten heuristischen Hiifsmittel, Strategien und
Prinzipien anregen.

Ferner kann es nutzlich sein, zunéachst den "groben Ldsungsplan” mit den Schulern zu erarbei-
ten, dessen Struktur an der Wandtafel festzuhalten und fur wichtige Teilziele und das Endre-
sultat "Leerstellen" freizulassen. Dann kénnen die Schuler, wie bereits beschrieben,
"Angebote" und "Gegenangebote" fur das Fullen der Leerstellen unterbreiten. Auf diese Weise
gewinnt der Lehrer einen guten Uberblick tber den Fortgang der Arbeit.

So sollte man auch vorgehen, wenn man den Schulern eine Folge von Aufgaben zum Bearbei-
ten gestellt hat. Vor allem bei algorithmisch I6sbaren Aufgaben kommt es vor, dald leistungs-
schwachere, aber gewissenhafte Schuler die von "schnellen" Rechnern gelieferten Resultate
korrigieren.

Eine fur Zirkel gut geeignete, noch viel zu wenig eingesetzte Unterrichtsform ist die Gruppen-
arbeit. Im Unterschied zu Unterrichtsgespréch und Stillarbeit werden die Schuler aufgefordert,
innerhalb der Gruppe (mit zwei bis drei Mitgliedern) gemeinsam zu versuchen, die Aufgabe zu
l6sen.

Man mui? die Zusammensetzung der Gruppen nicht konstant lassen, sondern kann sie in Ab-
hangigkeit vom gestellten Ziel auch abandern. Man mul die Zusammensetzung der Gruppen
nicht immer selbst vornehmen, sondern kann dies auch den Schilern Uberlassen.

Wenn man Schuler mit etwa gleicher Leistungsfahigkeit jeweils zu einer Gruppe zusammen-
falt, also Gruppen mit unterschiedlicher Leistungsfahigkeit bildet, dann kann man naturlich
nicht allen Gruppen dieselbe Aufgabe stellen, was eine gemeinsame Auswertung unméglich
machen wurde. Dennoch kann eine solche Variante im Hinblick auf die innere Differenzierung
nutzlich sein.

Besteht eine Gruppe aus Schulern mit unterschiedlicher Leistungsstéarke, dann wird in der
Gruppe eine Arbeitsteilung einsetzen. Dabei besteht die Gefahr, dal die leistungsschwacheren
Schuler zu wenig geistig aktiv sind. Der Vorteil besteht darin, dal alle Gruppen dieselbe Auf-
gabe bearbeiten kénnen, dall man die Gruppenarbeit nach einer gewissen Zeit unterbrechen
und eine Diskussion Uber die Brauchbarkeit gefundener Losungsideen und Uber erreichte Zwi-
schenergebnisse anregen kann. Nach einer solchen Diskussion kénnen die Gruppen ihre Ar-
beit fortsetzen und die gewonnenen Anregungen ausnutzen.

Heuristische Schulung besteht fir uns im bewulten Vermitteln von weitgehend inhaltsunab-
hangigen Fragen oder Impulsen, durch deren Anwendung ein Lésungerfolg zwar nicht garan-
tiert wird, wohl aber die Wahrscheinlichkeit, zu einer Lésung zu gelangen, stark anwachst.

Beim bewuften Vermitteln heuristischer Vorgehensweisen sind einige didaktische Prinzipien
zu beachten:

1. Heuristisches Vorgehen lait sich nur im Prozel? angestrengter geistiger Tatigkeit beim weit-
gehend selbsténdigen Lésen anspruchsvoller Aufgaben (und nicht etwa nur durch Zuhéren)
erlernen. Dazu mull man dem Schuler Zeit lassen! Ein kurzschrittiges Steuern der Schuler-
handlungen mit dem Ziel, moéglichst rasch zur einer Ldsung zu gelangen, ist eine fur die heu-
ristische Schulung unbrauchbare Methode.

2. Heuristische Hilfsmittel, Strategien oder Prinzipien sollten stets anhand solcher Aufgaben
eingeflhrt werden, die der Schuler nicht oder nur mit unangemessenem Aufwand selbstandig
I6sen kénnte.

Nach einer "Trainingsphase”, in der eine geeignete Aufgabenfolge eingesetzt wird, muf3 dann
eine Phase kommen, bei der sich der Schuler beim Lésen "vermischter" Aufgaben selbstéandig
fur eine heuristische Vorgehensweise entscheiden mul3.
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Je begabter ein Schuier ist, desto haufiger solite man ihn auffordern, gewohnte Bahnen zu
verlassen und es einmal auch "ganz anders zu versuchen".

3. Um die Gemeinsamkeiten des Vorgehens beim Lésen unterschiedlicher Aufgaben hervorzu-
heben, sollte sich der AG-Leiter der "genormten Impulse"” bedienen, die zur Charakterisierung
der Strategien verwendet wurden. Es sind dies die (inhaltsunabhangigen) "Hauptimpulse” , die
nur dann durch “Unterimpulse" erganzt werden sollen, wenn der Hauptimpuls noch nicht zum
Ziel gefuhrt hat. Auch diese Unterimpulse sollten vom konkreten Aufgabeninhalt noch mog-
lichst wenig abhangen. Konkrete Ldsungshinweise sollten nur notfalls und dann ganz zum
Schluf? kommen.

4. Das Endziel besteht darin, dad die Schuler derartige Fragen und Impulse Ubernehmen und
beim Lésen problemhafter Aufgaben - in der Regel unterbewuft - einsetzen. Sie sollten jedoch
dazu angehalten werden, beim Auftauchen gréRerer Schwierigkeiten das ihnen zur Verfugung
stehende Repertoir an heuristischen Vorgehensweisen bewult durchzumustern.

Auf diese Weise soll die "strategische Ratlosigkeit" Uberwunden werden, die darin besteht, daf}
man keine ldee mehr hat, wie man das Problem anpacken kénnte.

Um dies zu erreichen, wird folgendes Vorgehen empfohlen:

Die Fragen und Impulse werden zunachst vom Lehrer formuliert, dann aber méglichst rasch
von den Schulern selbst gestellt. Wer einen Losungsweg gefunden hat, darf ihn nicht verraten,
er darf lediglich die nachste Frage stellen, den nachsten Impuls geben.

Auf diese Weise werden die leistungsstérksten Schuler zusatzlich gefordert, die leistungs-
schwécheren Schuler haben mehr Zeit zur Aneignung der Vorgehensweise und den leistungs-
schwéachsten Schulern bleibt es Uberlassen, die Lésung zu formulieren.

Im Idealfall spielt der AG-Leiter bei einem Unterrichtsgespréch nur die Rolle eines Dirigenten,
der bestimmt, wer zu Wort kommen soll, und der die gestellten Fragen oder Impulse sowie die
zugehorigen Antworten wertet.

5. Man sollte Schulern nie einen bestimmten Lésungsweg aufdrangen, sondern sie stets selbst
suchen lassen.

Der AG-Leiter sollte méglichst alle naheliegenden Lésungswege einer Aufgabe kennen, um Lo-
sungsvorschlage der Schuler richtig bewerten zu kénnen. Die Schuler sollen wissen, dafl? man
sie aus Grunden der Zeitersparnis im Zirkel vor "Sackgassen" bewahrt, die sich beim selb-
standigen Lésen nicht ausschlieRen lassen. Bei der Diskussion nach Phasen der Stillarbeit
oder der Gruppenarbeit sollte der AG-Leiter auch auf diese Problematik eingehen.

Wenn es zu einer Aufgabe mehrere wesentlich verschiedene Lésungswege gibt, dann sollte
man in der Phase des Ruckblicks nach allen diesen Lésungswegen systematisch suchen las-
sen und nachtraglich eine Diskussion Uber Vorteile und Nachteile der verschiedenen Lésungs-
wege durchfUhren.

Bei der organisatorischen und methodischen Gestaltung der Zirkel sollte der AG-Leiter stets
unser Hauptziel im Auge behalten:

Es geht um die systematische Férderung mathematisch begabter und interessierter Schiler,
wobei die Entwicklung der Fahigkeit zum problemlésenden Denken im Vordergrund steht. Die-
ses Ziel 143t sich aber nur erreichen, wenn die Zirkel so gestaltet werden, dal den Schulern
diese zusatzliche Beschaftigung mit Mathematik auch Spaf® macht.



21

3. VORSCHLAGE ZUR GESTALTUNG DER ZIRKEL

Bei den Vorschlagen fur das Behandeln der einzelnen Stoffabschnitte gehen wir stets von ei-
ner Aufzahlung mdéglicher Ziele aus, die man dabei ansteuern kann.
Wie in Abschnitt 2. bereits angesprochen, mufd der AG-Leiter in Abhangigkeit von der Lei-
stungsfahigkeit und den Interessen seiner AG bezUglich der angegebenen Ziele Schwerpunkte
setzen und dann aus der Aufgabensammilung eine gunstige Aufgabenauswahl treffen. Um ihm
hierbei zu helfen, geben wir stets eine “Minimalvariante” und eine "Maximalvariante" an. In
den meisten Féallen durfte ein Vorgehen angemessen sein, das zwischen diesen beiden Varian-
ten liegt.
In der Regel wird man sich in der zweiten Hélfte eines Zirkels mit den "Vermischten Aufgaben”
befassen (vgl. S.18 - 29 der Aufgabensammlung). Diese durch ein "V" gekennzeichneten 64
Aufgaben werden in folgenden Abschnitten besprochen:
3.1.: V7), V18), V29), V43), V49), V55), V64) .
3.2.. V15), V37), V58) .
3.3.: V2), V12), V20), V26), V28), V32), V39), V54), V56), V63) .
3.4.: V1), V5), V6), V9), V11), V13), V16), V17), V21), V24), V31), V35), V36), V(38),

VV44) V46), V48), V50), V53), V57) .
3.6.: V22), V27),V34), V41), V52) .
3.9.2.: V3),V8), V10), V14), V19), V25), V30), V33), V42), V45), V47), V51), V60) .
3.10.: V4), V23), V40), V59), V61), V62) .
Die Zuordnung zu diesen Aufgabengruppen ist nicht immer eindeutig mdglich; vor allem bei
Anwendungsaufgaben Uber dem Bereich der natlrlichen Zahlen ist es oft schwer, zu entschei-
den, ob man sie zu den zahlentheoretischen Bestimmungsaufgaben oder zu den
Sachaufgaben zahlen soll.
Die "Vermischten Aufgaben" sind im allgemeinen nach dem Schwierigkeitsgrad geordnet. Unter
den Aufgaben V1) bis V20) befinden sich aus jeder der genannten Aufgabengruppen die
leichtesten Aufgaben, unter den Aufgaben V21) bis V40) die mittelschweren Aufgaben, unter
den Aufgaben V41) bis V64) die schweren Aufgaben.
Die zu einem Stoffgebiet angegebenen "vermischten Aufgaben" sollte man keinesfalls gemein-
sam mit den Aufgaben dieses Gebiets behandeln, sondern sie erst einsetzen, wenn hinrei-
chend viel Zeit seit der Behandlung dieses Gebiets verstrichen ist (vgl. hierzu die AusfUhrun-
gen in Abschnitt 2.) .

3.1. Wir suchen Zuordnungen, Anordnungen und Auswahlméglichkeiten

Ziele:

- EinfUhren gunstiger Bezeichnungen.

- Tabellen zum Abspeichern von Zuordnungen.

- VA beim Ausfullen von Tabellen.

- Vollstandige Fallunterscheidungen (Ausschliel3en nicht méglicher Félle).

- Systematisches Ermitteln von Kombinationen, Variationen und Permutationen.
- Geschicktes Folgern aus gegebenen Bedingungen.

- Extremalprinzip (ungunstigsten Fall betrachten).

- Einzigkeits- und Existenznachweis.

Dieses Stoffgebiet hat keinen direkten Bezug zum Unterrichtsstoff, liefert jedoch Grundlagen
fur die "Wahrscheinlichkeitsrechnung" (Ermitteln der Anzahl von "méglichen" und von
"gunstigen" Fallen).

Wir knupfen an folgenden Stoff aus der AG Klasse 5 an, den man bei dieser Gelegenheit
wiederholen solite: "Wer ist wer?"; "Wir lernen systematisch arbeiten"; "Aufgaben, die man im
Finstern lost" .
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Minimalvariante:

Beim Ldésen der "Zuordnungsaufgaben" 1), 2), 4), V7) und der "Anordnungsaufgaben” 5) und
6) lernen die Schuler die Vorteile einer zweckmanigen Symbolik sowie den Einsatz von Tabel-
len zum Ubersichtlichen Erfasssen von Zusammenhangen kennen.

Beim Losen der Aufgaben 7), 8), 9) und V18) Uben die Schuler das systematische Erfassen
aller méglichen Falle und das lexikographische Ordnen.

Beim Losen der Aufgaben 10) und 11) lernen die Schuler die Anwendung des Extremalprinzips
in einfachen Fallen kennen.

Maximalvariante:

Beim weitgehend selbstéandigen Lésen der anspruchsvollen Zuordnungsaufgaben 3), V43),
V55) und V64) sowie der Anordnungsaufgaben V29) und V49) geht es neben dem Einsatz ei-
ner zweckmaRigen Symbolik und von Tabellen vor allem um das geschickte Folgern aus gege-
benen Bedingungen.

Es wird anhand von Stichproben Uberprift, ob die Schuler die restlichen Aufgaben dieses
Stoffgebiets selbstandig I6sen kénnen.

Bezuglich der Impulse, die man beim Ldsen von Zuordnungsaufgaben m.H. der Tabellenme-
thode einsetzen kann, sei auf die Ausfihrungen in /9/, S.15-16 verwiesen. Bezulglich der exak-
ten Darstellung der Lésung einer solchen Aufgabe verweise man die Schuler auf die Musterlo-
sung in /4/, S.29-30.

Bei der sehr leichten Aufgabe 1) kann man die drei Namen mit B, E , H, die drei Berufe mit
e, m, i abklrzen.

Aus Bedingung (1) folgt dann H=e , aus (2) folgt B #i, aus (3) folgt E #m und aus (4)
folgt H=1i.

Diese vier Folgerungen kann man wie unten angegeben in einer Tabelle festhalten. Da vor-
ausgesetzt wird, dafd eine eineindeutige Zuordnung zwischen den drei Namen und den drei Be-
rufen besteht, mufd (wie der 3.Spalte zu entnehmen ist) E =i gelten, und wir kénnen diese ab-
geleitete Feststellung mit (5) bezeichnen und durch ein "+" in der Tabelle festhalten. Hieraus
folgt dann E #e und E # m, und man bemerkt, daR Bedingung (3) "Uberflussig" ist, weil man
die aus ihr abgeleitete Folgerung auch aus den anderen Bedingungen ableiten kann. Fahrt
man so fort, dann erhalt man die unten angegebene ausgefllite Tabelle, die den gefundenen
Lésungsplan abspeichert.

e m i e m i
B @) s | ©® | © | @
E @) | e | 6 lewm] 6
Ho| o) (4) il o] @

Durch diese "begrundete Herleitung" ist bislang nur der Einzigkeitsnachweis gefGhrt. Da nicht
auszuschlieRen ist, daf in einer der gegebenen Bedingungen eine (fur unsere Herleitung nicht
benétigte) Angabe versteckt ist, die der von uns hergeleiteten Lésung widerspricht, ist auch ein
Existenznachweis (als "Probe") erforderlich. Man wird sich also noch Uberzeugen, dal} die von
uns gefundene Zuordnung tatsachlich alle gegebenen Bedingungen erfullt.

Veéllig analog wird die Aufgabe V7) geldst.
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Von wesentlich héherem Schwierigkeitsgrad ist Aufgabe 2) . Hier ist eine Zuordnung zwischen
drei Berufen Ma, Sp, Ge, drei Familiennamen M, P, S, drei Vornamen ot, kl, ku und drei
Stadtenamen a, d, n zu ermitteln. Es wére unangemessen kompliziert, die paarweisen Zuord-
nungen in sechs verschiedenen Tabellen festhalten zu wollen. Die relativ komplexen Bedin-
gungen sind in zwei Satzen enthalten, die sich in verkirzter und komprimierter Form wie folgt
festhalten lassen:

(S1): M erzahlt Sp, dal M den Ma in a besucht hat.

(S2): P erwidert dem M: "Das weil} ich, kl; ku hatte Besuch aus d."

Aus (S1) folgt unmittelbar M= Sp und M= Ma , also (1) M =Ge.

Aus (S1) folgt weiterhin sofort Sp#a und (2) Ma=a, alsoauch M=a.

Aus (S2) folgt unmittelbar (3) M =kl sowie Pkl und P<#ku, also (4)P=ot.

Diese Folgerungen kann man beim ersten Durchlesen der beiden Satze gewinnen. Erst bei ei-
nem zweiten Durchlesen durfte man entdecken, dall (5) M = d gelten muf}, weil ja der Besu-
cher M aus d kommt, und dal3 (6) Ma = ku gilt, weil der Besuchte Ma Kurt heif3t.

Nun empfiehlt es sich, die entdeckten Zusammenhénge in einer Tabelle festzuhalten, um so
weitere Zusammenhénge zu entdecken. Da wir mit (3), (4) Uber die Familiennamen die meisten
abgeleiteten Feststellungen besitzen, flllen wir die erste Zeile mit M, P, S, halten in zwei
Feldern die Feststellungen (3) und (4) fest und tragen auch die Feststellungen (2) und (5) ein.
Mit Hilfe dieser Tabelle gelingt es sehr einfach, auch die noch nicht verwendeten Feststellun-
gen (1) und (6) zu verwerten. Aus (3) und (4) folgt offensichtlich (7) S = ku . Nun laRt sich
zunachst die abgeleitete Feststellung (6) und dann auch die Feststellung (1) eintragen (vgl.
rechte Tabelle). Da sich die beiden noch leeren Felder zwangslaufig fullen lassen, haben wir
einen Losungsplan gefunden.

M P S M P S
(3) Kl | (4) ot (3l | (4) ot | (7) ku
(2) Ge (2) Ge (6) Ma
(5)d (5)d (1) a

Man beachte: Wenn ein leistungsstarker Schuler die Lésung auch ohne Verwenden der
Hilfsmittel "zweckmaBige Symbolik" und "Tabelle" zu finden vermag, dann wird man ihn natir-
lich gewéhren lassen und ihm lediglich eine schwierigere Aufgabe der betrachteten Art vorle-
gen. Heuristische Hilfsmittel sollten nur vermittelt werden, wenn es dem Schuler nicht gelingt,
selbstandig eine L&sung zu finden.

Man sollte die Schuler auffordern, die Aufgabenstellungen der Aufgaben 1) bis 4) miteinander
zu vergleichen.

Bei Aufgabe 1) wird verraten, dal} sich aus den Bedingungen die gesuchte Zuordnung eindeu-
tig ermitteln 1&Rt; der Schuler hat dies zu beweisen und die Zuordnung anzugeben.

Bei Aufgabe 2) bleibt offen, ob eine derartige Zuordnung eindeutig existiert, dies hat der
Schuler erst festzustellen.

Dies ist auch bei Aufgabe 3) der Fall. Durch den Teil b) wird zusatzlich hervorgehoben, dafl
das Ergebnis einer solchen Untersuchung durch Ab&nderung der Bedingungen geéndert wer-
den kann.

Aufgabe 4) enthalt mit der Aufforderung "Ermittle alle Zuordnungen" die umfassendste Frage-
stellung. Dadurch wird am deutlichsten klargestellt, dal? auch derartige Aufgaben entweder
keine oder genau eine oder mehrere Lésungen besitzen kénnen und dall daher auch hier zu
einer vollstandigen Lésung neben der Angabe der Lésungen (hier Zuordnungen) stets auch
noch ein Einzigkeitsnachweis und ein Existenznachweis erforderlich sind.

Bei Aufgabe 3) geht um die Zuordnung zwischen drei Familiennamen A, B, C , drei Berufen
De, En, Fr und drei Vornamen g, h, i .
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Aus Bedingung (2) folgt sofort Bg, B=Fr und Fr=g;aus (4)folgt En#h, A= En und
A =h . Aus (1) allein 18Rt sich keine brauchbare Folgerung ziehen, erst zusammen mit (3) folgt
A = g . Dies sind alle Folgerungen, die sich bei einem ersten Durchlesen der vier Bedingungen
ziehen lassen. Wenn man diese Folgerungen in drei Tabellen festhalt, dann kann man recht
leicht aus diesen Folgerungen weitere Folgerungen ziehen.

De | En Fr o] h i g h i
A @) A L@ @ De
B @) B | @ En ()
C C Fr (é)

Nun gibt es verschiedene Mdglichkeiten, aus diesen Folgerungen weitere Folgerungen zu zie-
hen. Der 2. Tabelle ist z.B. zu entnehmen, dal} aus (1),(3) und (4) die Feststellung (6) A =i und
damitauch B =i und C =i folgt. Desgleichen ist klar, dald man aus (1), (3) und (2) auf (7) C =
g und damit auch auf C #h und C =i schlieRen kann. Auf beiden Wegen gelangt man dann
zur Folgerung (8)B=h.

Da sich aus keiner der drei Tabellen allein weitere Folgerungen ziehen lassen, muf3 man nun
aus den in mehreren Tabellen festgehaltenen Folgerungen weitere Folgerungen ziehen. So
folgt etwa aus A # En (1.Tabelle) und A =i (2. Tabelle) die Feststellung (9) En # i, die man in
die 3.Tabelle eintragt. Desgleichen folgt aus B # Fr (1.Tabelle) und B = h (2. Tabelle) die
Feststellung (10) Fr = h , die man in die 3. Tabelle eintragt.

De | En | Fr ¢] h i g h [
- - - +
A (4) A (1)) (i) (6) De
B @| Bl@|®|®e] _E @) | ©
c clolalel _rleldo
Der Rest ist einfach. Der 3. Tabelle entnimmt man (11) En = g sowie (12) De = h |, woraus
giglgann leicht als Resultat die gesuchten Zuordnungen A=Fr=i, B=De=h, C=En=g

Die Tabellen haben nicht nur geholfen, einen L&sungsplan zu finden, sie halten diesen Lo-
sungsplan auch fest. Man sollte nicht versdumen, einen Schuler die exakte Darstelling der L6-
sung mundlich vortragen zu lassen.

Nun wird man sich der Aufgabe 3b) zuwenden. Aus der gebenen Bedingung (5) folgt A = Fr,
was der abgeleiteten Feststellung A = Fr widerspricht. Es gibt daher keine Zuordnung, die die
Bedingungen (1) bis (5) erfullt.

Bei Aufgabe 1) hatten wir erkannt, daR die "Uberflussige" Bedingung (3) weggelassen werden
kann, daf? diese Aufgabe "Uberbestimmt" ist, weil sich bereits aus (1), (2) und (4) die gesuchte
Zuordnung ermitteln 1aRt. Es wére also zunachst gar nicht aufgefallen, wenn man die Bedin-
gung (3) durch eine Bedingung (3') ersetzt hatte, die den restlichen Bedingungen widerspricht.
Dies unterstreicht die Notwendigkeit, auch bei solchen Aufgaben einen Existenznachweis (eine
Probe) durchzufGhren.

Der AG-Leiter sollte nicht versdumen, diese Potenzen zur Vermittlung logischer Grundlagen,
die die Aufgaben 1) bis 4) bieten, auch auszunutzen.
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Wir erinnern ferner an unsere Forderung, daR Lésungen niemals "vorgetragen" werden durfen,
sondern daf ein Schuler, der einen Lésungsplan gefunden hat, lediglich Fragen stellen oder
Impulse geben darf. Diese Forderung ist in Klasse 6 sehr schwer zu erfullen. Hier wird es sehr
oft noch der AG-Leiter sein, der letztlich die weitgehend vom konkreten Inhalt der Aufgabe un-
abhangigen heuristischen Impulse gibt, und es gehdrt mit zu den wichtigsten Aufgaben der
Vorbereitung auf einen Zirkel, sich zu Uberlegen, welche heuristischen Impulse bei der betref-
fenden Aufgabe angemessen sind.

Vorliegende Aufgabe verflgt Uber folgende "heuristischen Potenzen”, die man ausschopfen
und in Impulse umsetzen kann: ZweckmaRige Symbolik wahlen; Tabellen als Hilfsmittel; Teil-
zielfrage beim VA ( geschicktes Folgern aus gegebenen Bedingungen) .

Aufgabe 4) hat einen geringeren Schwierigkeitsgrad. Hier kann die Teilzielfrage beim RA

weiterhelfen. Wenn wir witen, welche der drei Aussagen die wahre Aussage ist, kbnnten wir

leicht ans Ziel gelangen. Dabei liegt es nahe, eine vollsténdige Fallunterscheidung durch-

zufthren.

Nach Wahl einer zweckméaRigen Symbolik lauten die gegebenen Aussagen

(MA=t; 2)B=t; (3)C#s.

1.Fall: (1) ist wahr ; dann wére (2) falsch, es wirde also (2') B =t gelten, was der wahren
Aussage (1) widerspricht; also kann dieser Fall nicht eintreten.

2. Fall: (1 F — A=t
J»+ C=t-

2)w - B=#t

(3)F - C=8 -
Also kann nur der 3.Fall zutreffen, in dem (3) C # s die wahre Aussage ist und folglich
(2B =t und (1) A=t gilt, woraus dann (= b folgt. Wie man sich Uberzeugt, erfllt diese
Zuordnung tatsachlich alle gestellten Bedingungen (Existenznachweis).

Von héherem Schwierigkeitsgrad ist die Aufgabe V43) , bei der die Tabellenmethode gelbt
werden kann. Durch die Aufgabenteile a), b), c) wird eine Untersuchung gefordert, wie sich
eine Variation der gegebenen Bedingungen auf die Ldsungsmenge auswirkt. Bei a) gibt es
genau eine, bei b) genau zwei und bei c¢) keine Lésung.

Bei Aufgabe 43a) gelangt man durch Eintragen der unmittelbaren Folgerungen aus den Be-
dingungen (1) bis (5) zu der linken Tabelle, wahrend die rechte Tabelle die weiteren Schlufifol-
gerungen festhalt, die dann zu folgendem Resultat fuhren:

ARal/Le, B;Tu/Ga, C;Ma/Vo.

Ra | Tu Le | Ma | Ga | Vo Ra Tu Le Ma Ga Vo

- - + + - -

A (1) (M Al ) - (10) - 1(7).(3)] (10)
+ - + - - + -

B (6) B|(®).2)| ®6) ] 8 | (B | (8 | (8)
- - - - + +

Cl1 3| O (3) C - - 19.4)] (9 - (11

Bei Aufgabe 43b) wird durch das Ersetzen von (1) durch (1') diese Bedingung abgeschwécht,
woraus man dann zwar noch A = Tu , nicht mehr aber A = Ma folgern kann. Das Feld A/Ma
der Tabelle bleibt daher zunachst frei, was dazu fuhrt, dal auch die Felder C/Ma, C/Le, AllLe,
ANo und C/Vo nicht geflullt werden kénnen.

Es 18Rt sich leicht nachweisen, dal man aufler der oben angebenenen Losung noch eine wei-
tere Losung erhalt, wenn man das Feld A/Ma mit einem "+" flllt. Dies fuhrt dann zur
2.L6sung A:Ra/Ma, B;Tu/Ge, C;Le/Vo .
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Bei Aufgabe 43c) wird eine neue Bedingung (6) aufgenommen, aus der Ma = Vo folgt, was
der aus (1) bis (5) abgeleiteten Feststellung Ma = Vo widerspricht. Also besitzt diese Aufgabe
keine Lésung.

Auch die Aufgabe V55) ist relativ schwer. Die Tatsache, dall hier nur zwei konkrete Fragen
gestellt werden und nicht die komplette Zuordnung von acht Personen, die funf verschiedene
Namen A E, K T, Z tragen, zu funf Eigenschaften von Haaren (Haarfarbe bzw. "Glatze") s, r,
d, b, g gesucht ist, bedeutet bei dieser Aufgabe keine Vereinfachung. Eine zuséatzliche Er-
schwernis liegt darin, dafl auch das Geschlecht der Personen sowie die Eigenschaft, verheira-
tet oder ledig zu sein, bei den gegebenen Bedingungen eine Rolle spielt. Hier ist es zweck-
manRig, die Beziehung "vh" oder "le" der einzelnen Personen bzw. Familienmitglieder mit in den
Zeileneingangen und in den Spalteneingangen der Tabelle abzuspeichern.

In der ersten Tabelle sind wieder nur die unmittelbaren Folgerungen aus den Bedingungen (1)
bis (5) abgespeichert. Dabei ist bereits bertcksichtigt, dad sich aus Bedingung (4) allein nichts
Brauchbares folgern 1aRt, dal man aber aus (3) und (4) die Feststellung (6) Z = b = vh sowie
K =le ableiten kann. Da genau zwei Méanner ledig sind, folgt hieraus A=1d. Wegen A#g,
K=1le und (5) folgt hieraus (7) K= g, und man hat die Antwort auf Frage a) gefunden: Herr
Knobel hat eine Glatze.

In der zweiten Tabelle werden die Ergebnisse der Folgerungen aus (6) und (7) festgehalten
sowie die Folgerung, da wegen T =vh und r=1Id stets T #r und daher (als letzte verblei-
bende Moglichkeit) (8) A = r gelten mu3. Man erkennt, dall man die zu Frage b) gehérende
Antwort "Herr Apel hat rote Haare" erst fast ganz zum Schlufl beantworten kann.

Die restlichen Zuordnungen (nach denen nicht gefragt ist) lauten E =s, T =d und (wie
bereits frGher abgeleitet) Z=b .

s r d b g s r d b g
vh (2) vh (3:4) Id

A - - A + -

Id (1) (1) - (8) (6) -

E - - E - -
vh (1) (1) | 3) - - 6) | (7)

K - + (7) K - - - +
d (3:4) (3) [(B)u.a. 7) | (1) | (1) - ()

T - T - - -
vh (2) | (2) vh - |(T#ld) © | )

Z + (6) Z i - - + i
vh(3:4) (3:4) ®) | 6) | 6) | (6) |©).

Von noch héherem Schwierigkeitsgrad ist die Aufgabe 64) . Gesucht sind Zuordnungen zwi-
schen vier Personen Fi, Go, Ha, Jo, vier Berufen A, P, S, D, vier von diesen Personen ge-
kauften oder gelesenen Buchern und den vier Autoren dieser Bucher, die mit den genannten
vier Personen identisch sind.

Um das Suchen nach einer Lésung etwas zu erleichtern, wurde der wichtige Ldsungshinweis
gegeben, dall man zunachst nach der Zuordnung zwischen den Berufen und den gekauften
oder gelesenen Buchern suchen soll. Damit wird verhindert, dal’ der Léser sich einem der funf
anderen Zuordnungspaare zuwendet und dabei in eine Sackgasse gerat.

Eine weitere Hilfe besteht darin, dall man die gekauften oder gelesenen Blcher mit a, p, s, d
bezeichnet (d.h. sie sofort mit den Autoren dieser Bucher in Verbindung bringt und auf das
EinfGhren von vier weiteren Bezeichnungen, etwa fi, go, ha, jo verzichtet). Also ist der Astro-
nom A der Autor des Buches a, der Poet der Autor des Gedichtbandes p, der Schriftsteller S
der Autor des Prosawerks s und der Dramatiker D der Autor des Theaterstlicks d. Daf diese
Vereinbarung zweckmaRig ist, erkennt man erst am Ende des Ldseprozesses.
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Fur die Suche nach der genannten Zuordnung kann man wieder eine Tabelle verwenden. Dies
kann zu folgender Ableitung fuhren:

Laut Voraussetzung gilt (2) P =d .

Wegen (2), (1) und (4) gilt Pxa, A#a und S=a,alsomul (7)D =a gelten.

Wegen (7), (2)und (1) gilt D#s, P#s und S=s, folglichmulzd (8) A=s gelten.

Wegen (1), (7)und (8) gilt P=p, D#p und A=p, folglichmull (9) S =p gelten.

Bislang haben wir abgeleitet (wobei auch Bedingung (6) verwendet wurde ):

(8) Der Astronom liest das vom Schriftsteller geschriebene Prosawerk. A=s

(2) Der Poet liest das vom Dramatiker geschriebene Theaterstlck. P=d

(9) Der Schriftsteller liest den vom Poeten geschriebenen Gedichtsband. S=p

(7) Der Dramatiker liest das vom Astronomen geschriebene Astronomiebuch. D=a
Damit ist zwar das erste Teilziel erreicht, die gréfdten Schwierigkeiten liegen aber noch vor uns.

Hier kénnen folgende Impulse hilfreich sein:
- Von welchem Teilziel ausgehend kénnte ich das Ziel erreichen?
- Welche der gegebenen Bedingungen habe ich noch nicht verwendet oder noch nicht voll
ausgeschopft? Was lait sich aus diesen Bedingungen ableiten?
Bislang haben wir die Bedingungen (3) und (5) noch Uberhaupt nicht verwendet.
Aus (3) folgt, dall Go eines der Biicher von Jo kauft.
Aus (4) folgt, dal? S nur ein Buch geschrieben hat.
Folglich muR? gelten: (10) S#Jo .
Aus (5) folgt, da Fi und Go die gekauften Blcher tauschen, die sie dann lesen. Wurde ich
wissen, welche zwei der Bucher s, d, p, a diese getauschten Bucher sind, dann wére ich dem
Ziel vermutlich viel ngher gekommen.
Wenn ich die Zuordnung des Namenpaars (Fi; Go) zum zugehdrigen Berufspaar kennen
wulrde, kénnte ich wahrscheinlich das Ziel leicht erreichen.
Eine vollstéandige Fallunterscheidung zeigt, dall nur s und d die getauschten Bucher sein
kénnen, und daf} daher gilt:
A liest s und hat d gekauft;
P liest d und hat s gekauft,
S liest p und hat p gekauft,
D liest a und hat a gekauft.
Alle anderen Falle fUhren auf einen Widerspruch, und zwar meist zu der Forderung, daf} keine
der Personen das von ihr verfate Buch gekauft hat. Wéren etwa s und p getauscht worden,
dann hétte S sein eigenes Buch s gekauft, was nicht stimmt; usw. Die letzte Annahme, dal3 p
und a getauscht wurden, fuhrt zur Feststellung, dal S das Buch a gekauft haben mufite,
was nach Bedingung (4) nicht stimmt.
Nun mussen wir noch die Zuordnung zwischen den Berufen A, P, S, D und den Personen Fi,
Go, Ha, Jo ermitteln.
Da S nicht zu den Personen gehért, die ihre gekauften Bucher getauscht haben, folgt aus
Bedingung (5), daR S = Fi und S = Go gilt. Wie bereits gezeigt gilt (10) S # Jo . Daraus folgt
dann (11) S=Ha.
Der Rest ist einfach. Damit ist dann gezeigt, dal} sich die gesuchte Zuordnung eindeutig ermit-
teln 1aRt, sie lautet:
Fischer ist Poet und liest das Drama von Jordan;
Gétting ist Astronom und liest das Prosawerk von Hauser;
Hauser ist Schriftsteller und liest Gedichte von Fischer;
Jordan ist Dramatiker und liest das Astronomiebuch von Gétting.
Eine Probe am Text liefert den Existenznachweis.

Bei Aufgabe 5) ist eine Reihenfolge von vier Personen P, W, K, T zu ermitteln, die drei gege-
bene Bedingungen erfullt. Diese Aufgabe sollten die Schuler zun&chst selbstandig zu l6sen
versuchen. Bei der Auswertung wird man feststellen, welche Schuler durch inhaltliches
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SchlieBen und welche Schuler durch Umformen von Ungleichungen bei Verwendung einer
symbolischen Schreibweise ans Ziel zu kommen versuchen.
Bei dieser Gelegenheit kann man durch inhaltliches Schlieen folgende Rechenregeln herlei-
ten lassen:
(R1): Aus a>b und c=d folgt a+c>b +c ; ("seitenweise Addition")
(R2): Aus a+c > b+c folgt a >b ; ("beidseitige Subtraktion")
(R3); Aus a+b=c+dund a>c folgt b<d (dh. d>b).
Die Losung laRt sich wie folgt festhalten, wobei man mit p, w, k, t die Anzahl der von P, K, W,
T gefangenen Fische bezeichnet:
(1) t>k;
(2) ptw=k+t;
(3) k+w>p+t .
(2),(3) = (4) (ptk) +2w > (p+k) + 2t ;[ seitenweise Addition ] .

(4) = (5) 2w=>2t, also w>t ; [ Subtraktion von (p+k)].
2).5) = (6) k>p; [Regel (R3)].
(5),(1),6) > (7) w>t>k>p ; [ Transitivitat von ">" 1.

Durch "Ubersetzung aus der Symbolsprache in die Wortsprache" gelangt man zum Antwort-

satz:
Die Reihenfolge der Angler, geordnet nach ihrem Erfolg beim Angeln, lautet: Wasja, Tolja,

Kolja, Petja.

Aufgabe 6) sollte man unmittelbar nach Aufgabe 5) lésen lassen. Ubersetzt man die Aufga-
benstellung in die Symbolsprache, dann erhélt man

(1) i>g; (2) e+r=i+g; (3) r+g>i+t.
Die Schuler sollen erkennen, dafl} diese Aufgabe mit der Aufgabe 5) d&quivalent ist, dald nur
eine andere inhaltliche Einkleidung vorliegt, und dal® man deshalb mit der Lésung von Aufgabe
5) auch Uber die Lésung von Aufgabe 6) verfugt.

Von etwas héherem Schwierigkeitsgrad ist die Aufgabe V29). Es ist sowohl die Zuordnung von
vier Vornamen a, b, d, e zu vier Familiennamen A, B, D, E als auch eine Reihenfolge der vier
Personen zu ermitteln. Hier kann man das Verwenden einer zweckméRigen Symbolik sowie
das geschickte Folgern aus gegebenen Bedingungen Gben.

Bedeute x <Y , dal3 die Person mit dem Vornamen x junger ist als die Person mit dem Fami-
liennamen Y, und werde mit xY festgehalten, dal} die betreffende Person xY heikt. Dann gilt
laut Aufgabenstellung:

(1) a<e<b; Ha ist der jungste

(2) a<d<b; b ist der Alteste :}: (5) ak ist der jungste

3) E<D<A; E ist der jungste

4) D<B<b ; }::niemand heilit bB

Aus (5),(4) folgt: Niemand heildt aA oder bB oder eE , also gilt (6) Ein Schuler heil3t dD .
(5),(6) = (7) Die Schuler heiRen ak, bA, eB, dD .

(7),(2) => (8) akE<dD .

(7),(4) > (9) dD<eB<DbA.

(8),(9) = (10) aE <dD <eB <bA.

Damit ist ein Lésungsweg gefunden.

—~~ o~

Bei Aufgabe V49) ist aus 7 Aussagen, unter denen genau eine falsch ist, die Reihenfolge von
5 Schulern, geordnet nach inrem Alter, zu ermittein.
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Es ist relativ leicht, durch Probieren zur richtigen Vermutung zu gelangen, dal} die Aussage (5)
die falsche Aussage ist, und dann |&i3t sich auch die gesuchte Reihenfolge ermitteln und durch
eine Probe nachweisen, dal} sie die restlichen 6 Bedingungen erfullt. Schwierig zu finden ist
jedoch der geforderte Einzigkeitsnachweis.
Da die Schuler A, B, C, D, E nach wachsendem Alter geordnet werden sollen, ist es gunstig,
alle gegebenen Aussagen in die Form "X ist junger als Y" zu bringen und in der Form X <Y
festzuhalten. Auf diese Weise gelangt man zu

(1) E<A; (2) B<C; (38) D<A; (4) C<E;

(5 A<C; (6) D<E; (7) C<D.
Wenn man annimmt, dall die Aussage (5) die falsche Aussage ist, dann gelangt man sehr
leicht zu folgender Reihenfolge, die die restlichen Bedingungen erfullt:

(Y B<C<D<E<A.

Der Einzigkeitsnachweis wird wie folgt erbracht:

Man weist nach, dald nur (5) die falsche Aussage sein kann und dal3 (1),(2),(3),(4),(6),(7) = (*)
gilt.

Es gilt:

NM,5)=>B) E<A<C wund (4),5) =29 A<C< E und (8).(9) =» f(Widerspruch).

Hieraus lat sich (nur) schlielen, dal? mindestens eine der Aussagen (1), (4), (5) falsch sein
mufd.

Ferner gilt:

3),(5) > (10) D<A<C und (7),(5) = (11) A<C<D wund (10),(11) :>$(Widerspruch).
Hieraus 1&Rt sich (nur) schlielen, dal mindestens eine der Aussagen (3), (5), (7) falsch sein
muf3.

Da es laut Aufgabenstellung aber nur genau eine falsche Aussage unter den sieben Aussagen
gibt, mul} dies die Aussage (5) sein.

Diesen Einzigkeitsnachweis wird man nur mit sehr leistungsstarken Schulern besprechen.

Bei der Aufgabe 7) sollen die Schuler die "Multiplikationsregel” fiir "Auswahlprobleme” entdek-
ken und allgemein formulieren. Zur Veranschaulichung sollte man auch die vom Unterricht her
bekannten "Baume" verwenden.

Wenn es 3 Gehausearten G; gibt und zu jeder Gehduseart 4 Arten von Zifferblattern B, ,

dann gibt es insgesamt 3-4 =12 Arten von (G;B;) .

Wenn es 12 Arten von (G;B;) gibt, und zu jeder dieser Arten zwei Arten von Zeigern Z; ,
dann gibt es insgesamt 12-2 = 24 Arten von (G;,B,,Z)) .

Um zu Uberprufen, ob die Schiler das lexikographische Ordnen beherrschen, kann man ver-

langen, dal} sie die ersten drei und die letzten drei der so geordneten 24 AusfUhrungen von
Uhren angeben.

Véllig analog wird die Aufgabe V18) gelést.

Bei Aufgabe 8) liegt es nahe, die gegebenen Punkte zu zeichnen und dann alle Geraden zu
zeichnen und abzuzahlen. Dieses Verfahren ist bei 4 oder 5 und allenfalls noch fur 6 gege-
bene Punkte, nicht mehr aber fur 33 gegebene Punkte anwendbar.

Man kann auch die gegebenen Punkte mit A, B, C, D bezeichnen und dann die Geraden
(AB),(AC) ...., (CD) systematisch (lexikographisch geordnet) ermitteln und abzahlen.

Noch gunstiger ist es, diese Geraden in der nebenstehend angegebenen (AB) (AC) (AD) | 3
Anordnung zu betrachten und ihre Anzahl inder Form 3+2+1=6 zu (BC) (BD) | 2
ermitteln. (CD) |1
Von der eingangs angefertigten Zeichnung und dieser Anordnung ausgehend ist folgende
SchluRBweise anzustreben:
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Wenn 4 Punkte A, B, C, D gegeben sind, dann gehen von A 3 Geraden aus, und dann ge-
hen von B noch zwei weitere Geraden und von C noch eine weitere Gerade aus.

Diese SchluBweise 14t sich leicht auf 5, 6 oder 33 Punkte Ubertragen. Beim Berechnen der zu
33 Punkten gehdrenden Anzahl g(33) von Geraden wird man den "Trick des Schulers GauR"
wiederholen und an der Wandtafel festhalten ( wobei g(33) = s(32) gilt) :

S(32)= 1+ 2+ 34 +30 + 31 + 32

§(32) =32 +31+30+ ... + 3+ 2+ 1

2s(32)=33+33+33+ ... +33+33+33=32-33, also s(32)= 15'32'33 .
allgemein: s(n)=1+2+... +n=1n(n+1); g(n)=xn-1)n.

Bei Aufgabe 9) kann man nochmals das in der AG Klasse 5 eingeflhrte /lexikographische Ord-
nen und Ubersichtliche Festhalten aller systematisch ermittelten Méglichkeiten wiederholen und
Uben (vgl. /9/, S.20 ff.). Naturlich spielt wieder die Wahl gunstiger Bezeichnungen eine Rolle.
An der Wandtafel wird festgehalten:

Menge der Jungen: {a, b, c d e f}.

Auswahimégiichkeiten:

(a,b,c); (a,b,d); (a,be); (a,bf) |4
(a,cd); (......... ); (a,c,f) |3
(a,de); (... ) | 2
(ae.f) [1 110
(b,c,d); (......... ); (b,cf) |3
(b, d,e); (......... ) | 2
(b.e.f): |1 1 6
(cde) (... ) | 2
(cef) 111 3
(d.e.f) 11 1 1

20 Auswahlmaéglichkeiten

Leistungsstarke Schuler sollten die Fragestellung verallgemeinern und das gefundene L6&-
sungsverfahren auf die Falle "3 Jungen aus 7, 8, 9, ... Jungen" anwenden.

Die Folge 1, 3, 6, 10, 15, 21, ... sollte als Folge der Dreieckszahlen wiedererkannt werden
(vgl. 14/, S.19 und /9/, S.44f)) .

Bei Aufgabe 10) wird man die in der AG Kl. 5 eingefuhrte spezielle Variante des Extremal-
prinzips wiederholen (vgl. /9/, S.19) .

- Was ist gesucht? Anzahl von SchlieRversuchen, die .....
- Ungunstigster Fall? 1.Schlussel: 4 Fehlversuche
°MuR man alle 5 Schlussel durchprobieren? (der 5.Versuch gelingt gewil3

2.Schlussel: 3 Fehlversuche
3.Schlissel: 2 Fehlversuche

4 Schlussel: 1 Fehlversuch
(5.Schlussel: 0 Fehlversuche)
héchstens 1+2+3+4 = 10 Fehlversuche

Analog weiterfolgern!

Was laRt sich daraus schliellen?

Bei n Schlusseln und n Schléssern sind
héchstens 14243+ .. +(n-1) = Yn-1)n
SchlielRversuche erforderlich.

Mégliche Verallgemeinerung der Aufgabe?
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Bei einem Vergleich mit Aufgabe 8) stellen die Schuler fest, dall die Anzahl der héchstens er-
forderlichen SchlieBversuche bei n Schidssern gleich der Anzahl der Verbindungsgeraden
von n Punkten (in beliebiger Lage) ist.

Auch beim Lésen der Aufgabe 11) ist das Extremalprinzip das entscheidende Hilfsmittel.

Im ungunstigsten Fall kann man von den 88 roten, den 48 blauen und den 36 schwarzen Ku-
geln jeweils 16 Kugeln entnehmen, und die 15 weillen und die 13 grunen Kugeln séamtlich ent-
nehmen. Dann hatte man unter den enthommenen 16 + 16 + 16 + 15+ + 13 = 76 Kugeln keine
17 gleichfarbige Kugeln. Entnimmt man dagegen 77 Kugeln, dann kann man sicher sein, daR
man 17 gleichfarbige Kugeln entnommen hat (die naturlich nur rot, blau oder schwarz sein
kénnen).

Hier soliten die Schuler selbst analoge Aufgaben stellen und |6sen. Derartige Aufgaben nebst
Lésungsweg lassen sich wie folgt in Kurzform an der Wandtafel festhalten:

gegeben gesucht ungunstigster Fall Lésung
88r, 48b, 36s, 15w, 13g 17 gleichfarbige 161, 16b, 16s, 15w, 13g | (16+16+16+15+13)+1 =77
Moo 2r und 4s und 9g 1r, 48b, 3s, 15w, 8g (1+48+3+15+8)+1 =76
10r, 8s, 99 o 1r, 3s, 8g (1+3+48)+1 =13
mow o 1r oder 1s 99 9+1=10
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3.2. Wir berechnen Gewinnchancen bei Spielen

Ziele:

- Systematisches Ermitteln aller "méglichen" und aller "gunstigen" Falle.
- Begriff der Wahrscheinlichkeit.

- Einblicke in die Geschichte der Mathematik (PASCAL) .

Minimalvariante:

Einfihren der Definition des Begriffs "Wahrscheinlichkeit" anhand von Aufgabe 1a) .

Anwenden dieser Definition beim gemeinsamen Losen der Aufgaben 1c), 2a) bis 2d), 3) und
V15) .

Maximalvariante:

Selbstandiges Erarbeiten der Definition des Begriffs "Wahrscheinscheilichkeit" anhand des
Merkstoffs und der Aufgabe 1a) .

Weitgehend selbstandiges Lésen der Aufgaben 1) bis 5) sowie V37) .

Gemeinsames Lésen der Aufgabe V58) .

Beim Behandeln der Aufgabe 1) wird man zunachst Uberprifen, welche Vorstellungen die
Schuler mit dem aus dem aus der Alltagssprache vertrauten Begriff "Gewinnchance" verbinden
und welche Mdglichkeiten sie kennen, eine solche Chance zahlenmaRig auszudricken.

Die Schuler sollen schatzen, wie grof3 die Chance ist, eine gerade Zahl zu wurfeln, verglichen
mit der Chance, eine ungerade Zahl zu wurfeln. Hier kann man erwarten, dal die Schuler
einen der Ausdricke "Chancengleichheit", "50%-iger Chance", "Chancenverhaltnis 1 : 1"
oder "halbe - halbe" verwenden.

Da fast alle Schuler den Prozentbegriff aus der Alltagssprache kennen, kann man verlangen,
die jeweiligen Chancen bei den Aufgaben 1a), 1b) und 1c) in Prozent zu schatzen. Man kann
auch gleich vereinbaren, die Wahrscheinlichkeit durch eine Zahl zwischen 0 und 1 anzuge-
ben, wobei die "0" der "Unméglichkeit" und die "1" der "Sicherheit" zugeordnet wird. Die unter-
schiedlichen Schatzwerte werden an der Wandtafel notiert.

Dann wird man die Begriffe "Ereignis E", "mdglicher Fall", "gunstiger Fall", "Anzahl m der
maéglichen Falle", "Anzahl g der gunstigen Falle", Wahrscheinlichkeit P(E) eines Ereignisses
E " anhand von Aufgabe 1a) einfUhren (oder erarbeiten lassen) und auf den "Merkstoff' auf
S.30 der Aufgabensammlung hinweisen.

An der Wandtafel kann festgehalten werden:

mdogliche Falle: {1,2,3,4,5,6}; Anzahl m=6

Ereignis gunstige Falle | Anzahl | Wahrscheinlichkeit
E,: "Es féllt eine gerade Zah!" {2,4,6} g,=3 P(E,) = %=%
E,: "Es faiit eine Primzahl” {2,3,5} g,=3 P(E,) = %z_;_

Die geschéatzten Wahrscheinlichkeiten werden mit der berechneten Wahrscheinlichkeit vergli-
chen.

Bei Aufgabe 1b) ist zunachst zu klaren, dall man das Ergebnis von "drei Wurfen nacheinander”
durch ein Zahlentripel (a;b;c) mit den gewdurfelten Augenzahlen a, b, ¢ festhalten kann, in dem
jede Augenzahl mehrfach vorkommen kann und daf} zwei Tripel, die sich nur durch die Reihen-
folge der Zahlen unterscheiden, zwei verschiedene Ereignisse festhalten.

Hier gilt offensichtlich g =1, weil (6,6,6) der einzige gunstige Fall ist.
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Die Schwierigkeit der Aufgabe liegt also allein beim Ermitteln von m (weil man naturlich
Schulern der Klasse 6 auf gar keinen Fall die betreffenden Formeln aus der Kombinatorik mit-
teilen wird).

Die Methode zum Ermitteln dieser Anzahl sollte méglichst von den Schuiler selbst gefunden
werden. Man kann hierbei an das Vorgehen beim Lésen der Aufgabe 9) des vorangegangenen
Abschnitts ankntpfen.

An der Wandtafel kann folgendes festgehalten werden:

(1:1:1), (1,1,2), (1:1:8) 1 (2115), (2:1.6) ]...... 6;1:1), oo , (6;1:6)

(1:2:1), o ) I T

(1:351), e |

(1.6:1), .o e (166) | (2:6:1),..0nnn ,(2:66)]...... ((6:6;1), ... . (6,6,6)
6 -6 =36 Falle 36 Fale ... 36 Falle

Anzahl der méglichen Félle: m=366=216=6°% ;
Anzahl der gunstigen Falle: g=1,;

gesuchte Wahrscheinlichkeit: P =51s ~ 0,0046 .

Man kann auch auf folgenden 2.Ldsungsweg hinweisen:
Die Wahrscheinlichkeit, dafy im 1.Wurf eine "6" féallt, betragt 15.
1 1

Die Wahrscheinlichkeit, dal auch im 2.Wurf eine "6" fallt, betragt dann zvon %, also 5.
Die Wahrscheinlichkeit, daR auch im 3.Wurf nochmals eine "6" fallt, betragt dann ¢ von =,

also 5.
Bei Aufgabe 1c) wird man nur die Schatzwerte der Schuler festhalten und die Berechnung der
Wahrscheinlichkeiten mit in der Aufgabe 2) vornehmen.

Man sollte becbachten, welche Schuler sofort bemerken, dall die Aufgabe 1d) gar nichts mit
Wahrscheinlichkeitsrechnung zu tun hat, sondern mit Hilfe des Extremalprinzips leicht geldst
werden kann.

Der ungunstigste Fall tritt ein, wenn man 12 Wurfel wirft und dabei jede der 6 Augenzahlen ge-
nau zwei mal erscheint. Daher muf beim Wurfeln mit 13 Wurfeln mindestens eine Augenzahl
mindestens dreimal auftreten.

Bei Aufgabe 2) sollte von den Schuler der Vorschlag kommen, die méglichen Ereignisse in der
Form (a;b) festzuhalten, wobei a die von A und b die von B gewdurfelte Augenzahl fest-
halt.

Dann sollte man das Ziel stellen, zunachst einen groben Lésungsplan zu entwickeln. Der Plan
sollte folgendermalien aussehen:

1. Wir ermitteln alle méglichen Ereignisse (Falle) und halten sie in Gbersichtlicher Form fest.

2. Wir ermitteln die zugehérigen Punktsummen s = a+b sowie die zugehdrigen Punktpro-
dukte p =a-b und halten sie ebenfalls in Ubersichtlicher Form fest.

3. Wir halten jeweils in einer Tabelle fest, wie oft jedes vorkommende s bzw. p vorkommt
(um hieraus dann jeweils die Anzahl g der gunstigen Falle ermitteln zu kénnen).

4. Wir ermitteln fur jede der Teilaufgaben a) bis f) die Anzahl g der glnstigen Félle und be-
rechnen die zugehorige Wahrscheinlichkeit.
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Beim Realisieren dieses Losungsplans kann arbeitsteilig vorgegangen werden.

mogliche Wurfe (Ereignisse) zugehorige Punktsummen zugehdrige Punktprodukte
(1:1),(1:2),(1:3),(1:4),(1:5),(1;6) 234567 1234 5 6
(2:1),(2:2),(2:3),(2:4),(2;5),(2:6) 345678 2 46 8 10 12
(3;1).(3,2).(3;3),(3;4).(3;5),(3,6) 4 567 829 3 6 91215 18
(4,1),(4,2),(4,3),(4,4),(4,5),(4,6) 567 8 910 4 8 1216 20 24
(51)(5;2),(5;3),(5;4),(5;5),(5;6) 6 7 8 91011 5 101520 25 30
(6:1),(6;2),(6;3),(6:4).(6:5),(6:6) 7 8 9101112 6 121824 30 36
s 234567 89 10 11 12
Anzahl |1 2 3 4 56 5 4 3 2 1
p 12 3 456 8 9 1012 15 16 18 20 24 25 30 36
Anzahl | 1 2 2 3 2 421 2 4 21 2 2 2 1 2 1

Nachdem vorhandene (oder auch nicht vorhandene) Symmetrien in den Tabellen festgestellt
wurden, werden zu den Teilaufgaben a) bis g) die Anzahlen der gunstigen Félle sowie die zu-
gehorigen Wahrscheinlichkeiten ermittelt. Auf diese Weise erhalt man:

Wahrscheinlichkeit Chancenverteilung
a) P(sist gerade) = %—g = :12- : 1:1
b) P(s<7)=go=5<3; 5:7
c) P(3|s)=é—5=%<%; 1.2
d) P(3ls oder 7|s)=12=1 1:1
e) P(p istgerade)= ﬁt?%@?’:é —g—g— %— > % 3:1
f)  Pp<10)=FE TS 1719
9 P@Ip) = 2+2+63%2+2+6 % g S % 5.4

Bei Aufgabe 3) wird man die Schuler zunéchst auffordern, Gemeinsamkeiten mit und Unter-
schiede zur Aufgabe 2) festzustellen.

In beiden Aufgaben sind aus 6 Elementen (Augenzahlen; Karten) jeweils Paare zu entnehmen.

Bei Aufgabe 2) kénnen Paare der Gestalt (x;x) vorkommen, bei Aufgabe 3) dagegen nicht. Von
den 36 mdglichen Ereignissen in Aufgabe 2) entfallen also die 6 Ereignisse (1;1), (2,2), ...,
(6;6). Zwischen den verbliebenen 30 Ereignissen herrscht eine gewisse "Symmetrie", zu jedem
(x;y) taucht genau ein zugehdriges (y;x) auf, so dafl man sich darauf beschranken kann, nur
die 15 Paare (x;y) mit x <y zu betrachten, wenn man auch beim Zahlen der "gunstigen" Er-
eignisse nur solche Paare betrachtet. Wirde man die Reihenfolge der Elemente in den Paaren
beachten, dann wurde sich lediglich sowohl m als auch g verdoppeln, was auf den Wert von
P keinen Einflud hat.

Die 6 Karten kann man mit D, Dy, D,, K, Ky, K; bezeichnen.

Die 15 maglichen Ereignisse wird man wieder wie (D¢, Dy),(Dg;Dy;),(Dg Ke) De,Kg (Dg;K)

nebenstehend angegeben erfassen. Die Anzahl (Dg;Dy),(Dg; K ) (Dg:Kg).(Dg Ko)
der moglichen Ereignisse laft sich offensichtlich (D,;Ke),(D,; Kg),(D,; K,
auf zweierlei Weise berechnen: (KeiKg), (Ke:K))

m = 3(6? - 6) = 5+4+3+2+1 = 15, (KgK)
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Bei Aufgabe 4) sollte man nicht versaumen, einige Bemerkungen zur Geschichte der Mathema-
tik beizufugen. Diese Aufgabe markiert den Beginn der Wahrscheinlichkeitsrechnung. PASCAL
(1623 - 1662) beschaftigte sich mit diesem Problem und teilte in einem Brief an FERMAT (1601
- 1665) seine Losung mit. Entsprechendes tat Fermat. Durch den geringen Entwicklungsstand
der Naturwissenschaften spielten die Glucksspiele noch lange die entscheidende Rolle bei der
Bildung der Begriffe und Methoden der Wahrscheinlichkeitsrechnung. Erst im 19. Jahrhundert
machte der Aufschwung der Naturwissenschaften einen Aufbau der Wahrschein-
lichkeitsrechnung Uber den Rahmen der Glucksspiele hinaus notwendig. Auch GAUSS (1777 -
1855) war hieran mafRgeblich beteiligt. Gegenwartig findet die Wahrscheinlichkeitsrechnung in
vielen wissenschaftlichen Gebieten und auch in der Praxis wichtige Anwendungen.

Bei Aufgabe 4a) erhalt man fur den 1.Vorschlag eine Verteilung von 48 Gr. : 36 Gr. = 4: 3,
fur den 2.Vorschlag eine Verteilung von 56 Gr. : 28 Gr. = 2: 1. Die Schuler sollen entschei-
den, welcher der beiden Vorschlage der "gerechtere" ist.

Bei Aufgabe 4b) mull zunachst geklart werden, was wir unter "gerecht" oder "regelgerecht"
verstehen wollen. Wir wollen die Gewinnchancen der beiden Spieler nach dem Stand von 4 : 3
berechnen und mussen uns daher Uberlegen, welche Forsetzungen mdéglich sind.

Folgende Impulse kénnen hierbei nutzlich sein:

- Nach wieviel Wurfen ist das Spiel mit Sicherheit beendet? [ Nach 2 Wurfen, weil ... | .

- Wieviel und welche Fortsetzungsmaoglichkeiten sind denkbar?
[ Bezeichnet man mit X das Ergebnis des 1.Wurfs und mit Y das Ergebnis des 2. Wurfs
und setzt XY =Z, wenn "Zahl" fallt sowie XY =W K wenn "Wappen" fallt, dann sind
genau folgende vier Spielausgange moglich:
(Z;2), (Z;W), (W;Z), (W;W) . Davon sind fur Spieler A 3 Ausgénge, fur Spieler B nur 1
Ausgang gunstig. Also ist der Gewinn im Verhéltnis A: B=3:1 zu verteilen, A erhalt 63
Groschen, B erhéalt 21 Groschen.

Beim Durchlesen der Aufgabe 5) kann bemerkt werden, daf} die getroffene Regelung zur Ver-
teilung der Preise nicht sehr praktikabel, weil unvollstéandig ist. Wie werden die Preise verteilt,
wenn zwei oder gar drei der Schuler die gleiche Nummer aufschreiben? Fur diesen Fall mufl
eine zusatzliche Regelung getroffen werden, was uns hier aber nicht interessieren soll.
Folgende Impulse kdnnen hilfreich sein:

- Wieviel Moglichkeiten hat jeder der drei Sieger, eine Geschenknummer aufzuschreiben?
[ jeweils 10 Médglichkeiten] .

- Wieviel moégliche Falle (a;b;c) gibt es insgesamt, wenn mit a die vom 1.Gewinner
geschriebene Zahl angibt usw. ?
[ Es gibt genau die 1000 Médglichkeiten (0;0;0), (0;0;1), ..., (9;9,9) ].

- Wieviel dieser Falle sind fur Jens gunstig?
o In wieviel Fallen fehlt die "5" an einer der drei Stellen?

: Wieviel Méglichkeiten hat jeder der Gewinner, keine "5" aufzuschreiben?
[ Jeder Schuler hat 9 Méglichkeiten, keine "5" zu schreiben. Also gibtes 9-9-9 =729
Méglichkeiten, die fur Jens gunstig sind ] .

Man beachte, dal diese Impulse (vor allem die Unterimpulse) nur dann gegeben werden, wenn
die Schuler die Lésung nicht ohne Hilfe finden kénnen.
729

So kann man zum Resultat P("Die 3 Schuler ziehen keine 5") = 7000 = 0,792 gelangen.
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Die Aufgabe V15) gleicht der Aufgabe 3) , es werden aus dem Skatblatt lediglich 2 Karten
mehr gezogen.
In diesem Fall gilt fur die Anzahl der méglichen Ereignisse
m = 2(8? - 8) = 7+6+5+4+3+2+1 = -7-8 = 28.
Werden aus n Karten 2 Karten gezogen, dann gilt fir die Anzahl der méglichen Ereignisse
m = 3(n? - n) = 142+3+...+(n-1) = Yn-1)n .
Leistungsstarke Schiiler sollten diese Verallgemeinerung finden und sich von der Gleichheit der
Terme Uberzeugen.
Der Rest ist einfach. Man erhélt fur die Teilaufgaben a) bis e) folgende Wahrscheinlichkeiten:
1 4 16 6 1

P,=—; Pb=—,; P.=—; P4=— ; Po=—.

@28’ " 28" ° 28° ¢ 28 ° 28
Vor dem Behandeln der Aufgabe V37) kann man folgende Hausaufgabe stellen: Man spiele
das beschriebene Spiel 180 mal (was einen Einsatz von 180 DM bedeuten wirde) und notiere
den erzielten Gewinn nach dem 60., dem 120. und dem 180. Spiel.
Es gibt hier wieder die bei Aufgabe 2) betrachteten 36 méglichen Ereignisse (1;1), (1;2), ...,
(6;6) .
Offensichtlich ist es ohne Belang, welche Zahl man als "Gluckszahl" wahlt, diesbezuglich be-
steht "Chancengleichheit” (wenn man einen "idealen" Wirfel verwendet). Jede der sechs
Augenzahlen erscheint genau einmal doppelt und genau 10 mal einfach, was die Berechnung
der zugehoérigen Wahrscheinlichkeiten erméglicht.
Diese beiden Wahrscheinlichkeiten haben aber ein unterschiedliches "Gewicht" : Beim "Pasch"
erhalt man das Finffache, im anderen Gewinnfall nur das Doppelte des Einsatzes zuriick.
0

19 und P(Glickszanhl fallt zweimal) = % sowie

Wegen P(Gliickszahl fallt genau einmal) = %

2-% +5-l6 =%g besteht bei diesem Spiel die Chance, % seines Einsatzes zuriickzubekommen,
bei 180 € Einsatz also 125 € . Dies wird mit den in der Hausaufgabe ermittelten Betrdgen
verglichen, und es wird dabei hervorgehoben, dal® die experimentell ermittelten Werte sich
immer mehr dem errechneten Wert nahern, je mehr Spiele durchgefiihrt werden.

Von héherem Schwierigkeitsgrad ist die Aufgabe V58) . Auch hier sollte man vor dem Rechnen
erst einmal experimentieren. Die Versuche scheinen eine mittlere Wurfzahl unter 20 nahezule-
gen. Statt "mittlere Wurfzah!" wollen wir "mittlere Wartezeit" sagen, wobei wir uns vorstellen,
daR die Wiirfe im Zeittakt von z.B. 1 Sekunde erfoigen.

Zunachst sollen die Schiler die mittlere Wartezeit fir das Ereignis ermitteln, da® bei einem
Wurf (mit einem Wiirfel) eine "6" fallt. Wenn wir sehr viele Male wirfeln, wird im Mittel jeder
sechste Wurf eine "6" sein, d.h. die mittlere Wartezeit betragt 6 Zeiteinheiten (Sekunden). Nun
diirfte es nicht schwer sein, die Frage nach einem Zusammenhang zwischen "mittlerer Warte-
zeit" auf ein Ereignis und "Wahrscheinlichkeit " dieses Ereignisses zu beantworten:

Die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses und die mittlere Wartezeit auf dieses Ereignis hdngen
zusammen wie Bruch und reziproker Bruch.

Erst nach dieser Feststellung wird man die Schiller auffordern, selbstéandig nach einer Lésung
fur Aufgabe V58) zu suchen.

Der ProzeR der Lésungsfindung kann durch folgende Impulse unterstitzt werden:

- Der erste Wurf bringt irgendeine Augenzahl, jede ist uns recht. Wie groB ist die zugehérige
mittlere Wartezeit? [ 1] .

- Als nachstes brauchen wir eine Augenzahl aus den restlichen 5 Augenzahlen. Wie grof ist
die zugehérige Wahrscheinlichkeit und die zugehdérige mittlere Wartezeit?
o Angenommen, ich habe eine "2" gewirfelt. Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, beim

nachsten Wurf keine "2" zu wirfeln? | g] . Wie groR die mittlere Wartezeit? [% 1.
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: Wieviel mogliche Ereignisse gibt es? [ 6 ] . Wieviel davon sind gunstig? [ 5] .
- Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit und die mittlere Wartezeit dafir, im nachsten Wurf
wieder eine neue Augenzahl zu wirfeln? [gbzw. % ].
o Wieviel gunstige unter den 6 moglichen Ereignissen gibt es jetzt? [4] .
- Fahre so fort! Wie groB ist also die mittlere Wartezeit dafiir, da® alle Augenzahlen von 1
bis 6 mindestens einmal gefallen sind?
Die gesuchte mittelere Wartezeit betragt

§+§+§+§—+§+§=1+—g+%+2+3+6 = 12+%=14,7

6 5 4 3 2 1
Man wird also im Durchschnitt knapp 15 mal wiirfeln miissen, bis alle Augenzahlen von 1 bis 6
mindestens einmal gefallen sind.
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33. Zahlentheoretische Bestimmungsaufgaben

Ziele:
- EinfGhren gunstiger Bezeichnungen (Wahl von Variablen).
o Mathematische Objekte durch Terme festhalten.

o Beziehungen oder Bedingungen durch Gleichungen festhalten.

- Ermitteln von Erfullungsmengen durch systematisches Probieren.

- Durchschnittsbildung von ErfGllungsmengen.

- Mit der "informativsten" Bedingung beginnen.

- Folgern aus Bedingungen (zum Zweck des Vereinfachens).

- Einzigkeits- und Existenznachweis.

- Zahlen als Produkte von von Primzahlpotenzen darstellen und hieraus den ggT und das kgV
ermitteln.

- Grundgleichung der Zahlentheorie (Satz Uber die Division mit Rest).

- Anwenden des Euklidischen Algorithmus zur ggT-Bestimmung.

- Vermutung a-b = ggT(a;b)-kgV(a;b) finden.

Wir setzen den im "Lernbereich 1: Teiler und Vielfache natlrlicher Zahlen" vermittelten Unter-
richtsstoff voraus. Der Euklidische Algorithmus wird hier als "Zusatzstoff' aufgefihrt, man muf}
sich also vergewissern, welche Schuler ihn schon vom Unterricht her kennen. Der auf S.30 der
Aufgabensammlung festgehalte "Merkstoff' sollte dazu genUtzt werden, den Schilern erstmals
zu zeigen, wie man sich aus "Literatur" selbstandig Wissen und Kénnen aneignen kann.

Aus der AG Klasse 5 sollte der Abschnitt "Zahlen werden gesucht” wiederholt werden.

Minimalvariante:

Verwenden von Variablen und Gleichungen sowie Ubergang vom systematischen Probieren
zum geschickten Folgern aus Bedingungen beim Lésen der Aufgaben 1) bis 5) sowie V2) und
V12).

Anwenden der Grundgleichung der Zahlentheorie bei Ldsen der Aufgabe 6).

Wiederholen der Teilbarkeitsregeln und der ggT- sowie kgV-Bestimmung (m.H. der Darstellung
naturlicher Zahlen als Produkt von Primzahlpotenzen) beim Lésen der Aufgaben 9a) bis 9d) .
Gemeinsames Erarbeiten des Euklidischen Algorithmus aus dem "Merkstoff'; Anwenden beim
Lésen der Aufgabe 11).

Lésen der Aufgaben V56a), V20), V26) V28) und V32) .

Maximalvariante:

Uberprufen der in der AG Klasse 5 erworbenen Fahigkeiten beim selbsténdigen Lésen der
Aufgaben 3), 6) und 7) .

Selbstandiges Losen der Aufgaben 8) und 9e,f) .

Selbstandiges Erarbeiten des Euklidischen Algorithmus aus dem Merkstoff, Anwenden beim
selbstandigen Losen der Aufgaben 11) und 12) .

Selbstandiges Lésen der Aufgaben V39), V54), V56b,c) und V63) .

Bei Aufgabe 1) kann man auch ohne Verwenden von Variablen wie folgt ans Ziel gelangen:

Da laut Aufgabenstellung jeweils eine Aussage Uber "jeden 9.Schiler" und Uber "jeden
6.Schuler” getroffen wird, mud die Schuleranzahl n eine durch 18 teilbare Zahl sein. Da laut
Voraussetzung 20 <n <40 gilt, kann nur n = 36 gelten. Hieraus folgt dann, dal3 (36:9 =) 4
Schuler die Note 1 erhielten, da® (36:3 =) 12 Schuler die Note 3 erhielten, dall (36:6 =) 6
Schuler die Note 4 erhielten. Da kein Schuler die Note 5 oder 6 erhielt, folgt hieraus, daf we-
gen 36-(4+12+6 +0) =14 genau 14 Schuler die Note 3 erhielten.

Eine Probe bestatigt die Richtigkeit der Lésung.
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In Aufgabe 2) ist die kleinste naturliche Zahl zu ermitteln, die funf Bedingungen erfullt. Ein
1.L6sungsweg besteht darin, zu jeder Bedingung die Erfullungsmenge zu ermitteln und dann
deren Durchschnitt zu bilden. Da es sich hier um unendliche Erfullungsmengen handelt,
besteht das Problem darin, das "allgemeine Glied" mit Hilfe von Variablen auszudricken: "In
welcher Form kann man eine Zahl darstellen, die bei Division durch m den Rest r [a3t?"

Man kann bereits bei dieser Gelegenheit mit den Schulern den im Merkstoff auf S.30 der Auf-
gabensammlung festgehaltenen Satz dber die Division mit Rest besprechen, wobei man natur-
lich von konkreten Beispielen ausgehen wird. Statt " 22 :5=4 Rest 2" wollen wir kiinftighin
"22 =54 +2 " schreiben. Wenn die Schuler an hinreichend vielen Beispielen getbt haben, zu
gegebenem konkretem (a;m) das zugehorige (q;r) zu ermitteln, dann kann man von ihnen
verlangen, auch die nachstehend verwendeten Terme mit Variablen zu finden.

Zu den gegebenen Bedingungen gehoren folgende ErfUllungsmengen:

M ={1,357, ... ,2a+1, ...}
M,={2,58 11, ..., ,3b+2, ..}
M;={3,7, 11,13, ..., ,4c+3, .}
M,={4 9 14,19, 23, 29, 33, ..., 5d+4, ....}:
Mg ={5 11, 17,23, 29, 35, ...... , 6e+5, ...},

Die Schuler sollen erkennen, dal} es ungeschickt wére, von jeder der Mengen so viel Ele-
mente aufzuschreiben, bis man endlich ein Element findet, das allen Mengen gemeinsam ist.
Diese Methode der Durchschnittsbildung von Erfillungsmengen ist hier unangemessen.

Folgende Impulse helfen einen einfacheren 2.Ldsungsweg zu finden:

- Welches ist die “informativste” Bedingung (d.h. die Bedingung mit der "kleinsten" Erful-
lungsmenge)?

- SchlielBe aus der Erfullungsmenge der informativsten Bedingung alle diejenigen Elemente
aus, die eine der restlichen Bedingungen nicht erfullen!

Hier ist die Bedingung (5) die "informativste" Bedingung, weil Mg von allen angegebenen Er-
fullungsmengen die wenigsten einstelligen, die wenigsten zweistelligen Zahlen usw. enthalt.
Zuerst wird man die "né&chst informative" Bedingung, in unserem Fall also die Bedingung (4)
Uberprafen. Die Zahl 29 ist die kleinste Zahl, die diese beiden Bedingungen erflullt. Da die
Zahlen 5, 11, 17 und 23 die Bedingung (4) nicht erfullen, braucht man fur diese Zahlen das
Erfulltsein der ersten drei Bedingungen nicht mehr zu Gberprifen. Da die Zahl 29 die Bedin-
gung (3) nicht erflllt, missen weitere Elemente der Erflllungsmenge My untersucht werden.
Das nachste Element, das auch die Bedingung (4) erfullt, ist die Zahl 59. Wie man sich leicht
Uberzeugen kann, erfullt diese Zahl auch die ersten drei Bedingungen. Folglich ist z = 59 die
kleinste Zahl, die alle gestellten Bedingungen erfullt.

Bei dieser Art der Herleitung ist neben dem Einzigkeitsnachweis auch der Existenznachweis er-
bracht.

Folgende Impulse helfen, einen noch einfacheren 3.Ldsungsweg zu finden:

- Ziehe gunstige Folgerungen aus den gegebenen Bedingungen!
o Was Iafit sich uber den Nachfolger der gesuchten Zahl x aussagen?

: Ermittle die Menge aller Zahlen, die bei Division durch 4 den Rest 3 lassen!
Gib die Menge der Nachfolger dieser Zahlen an!
Was |a3t sich Uber die Teilbarkeit dieser Nachfolger aussagen?

Auf diese Weise kann man erkennen, dal} aus den gegebenen Bedingungen fur die Zahl x die
Feststellungen 2|(x+1) und 3|(x+1) und 4|(x+1) und 5|(x+1) und 6|(x+1) folgen. Da die
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kleinste Zahl x gesucht ist, die diese Bedingungen erfullt, mu x + 1 = kgV(2,;3;4,5,6) = 20
und somit x = 5% gelten.

Man sollite bei der Auswertung der Aufgabe alle drei Lésungswege charakterisieren und
hervorheben, dald in der Regel das geschickte Folgern aus den gegebenen Bedingungen zu
einfacheren Losungswegen fuhrt als das systematische Probieren, und dall es beim
systematischen Probieren in der Regel lohnt, mit der informativsten Bedingung zu beginnen
und aus der so gefundenen Erfullungsmenge alle diejenigen Elemente auszusondern, die eine
der restlichen Bedingungen nicht erfullen.

Bei Aufgabe 3) geht es zunachst darum, die gegebenen Bedingungen gunstig festzuhalten. Fur
z=ab=10a+b mit a,be{0, 1,2, ...,9und a=0 lauten diese Bedingungen:

(1)a-b=3 oder (1) b-a=3 ;

(2) ba=2-ab-9.

1.Lésungsweg:

Aus (2) wird b>a abgeleitet, woraus dann folgt, da® nur (1') b - a =3 gelten kann. Die
Menge aller z, fur die (1') gilt, ist dann M = {14, 25, 36, 47, 58, 69 } , aus der man alle dieje-
nigen Elemente aussondert, die die Bedingung (2) nicht erfullen. Auf diese Weise erhalt man
als einzige Lésung die Zahl z=36 .

Es ist zu erwarten, dal die Schuler zunachst die Menge aller z ermitteln, die die Bedingung
(1) erfullen, und daB sie erst nachtraglich feststellen, dal a-b =3 wegen (2) nicht gelten
kann. Man sollte die Schuler darauf hinweisen, dald der erste Lésungsansatz oft nicht der ge-
schickteste ist und dal man stets bestrebt sein sollte, fur die Lésungsdarstellung einen mag-
lichst geschickten Weg zu wahlen.

2.Lésungsweg.

Aus (2) folgt durch Umformung 19a =8b + 9 , woraus wegen (1') dann a=3 und b =6
folgt. Man beachte, dall bei diesem Lésungsweg ein expliziter Existenznachweis erforderlich
ist!

Bei Aufgabe 4) wird man die gegebenen Bedingungen wie folgt festhalten:
(1) 100 <z <200 ;
(2) z=7n mit neN ;
(3) QS(z) =11 .
Hier ist offensichtlich Bedingung (1) die informativste Bedingung, weil sie als einzige eine end-
liche ErfUllungsmenge besitzt.
Die Menge aller Elemente, die (1) und (2) erfullen, lautet
M,,={105, 112, ..., 105+7n, .., 196 }; diese Menge enthalt 14 Elemente.
Die Menge aller Elemente, die (1) und (3) erfullen, lautet
M, ;={119, 128, 137, 146, 155,164, 173, 182, 191 } ; diese Menge enthalt 8 Elemente.

Es ist daher gunstiger, aus M, ; alle diejenigen Elemente auszusondern, die (2) nicht erflllen,
als aus M, , alle diejenigen Elemente auszusondern, die (3) nicht erflllen.
In beiden Fallen erhalt man als gesuchte Lésungsmenge L ={119, 182}.

Bei Aufgabe 5) lauten die gegebenen Bedingungen
(1) a<300 ; (2) 3la ; (3) 4a ; (4) 5la .
Hier ist es geschickt, zunachst aus den gegebenen Bedingungen eine Folgerung zu ziehen,
bevor man die Erfullungsmengen der Bedingungen betrachtet.
Aus (2),(3),(4) folgt bekanntlich 60|a, also gilt M,,,={0,60,120, ..., 60k, ... }.
Wegen (1) folgt hieraus L = {0, 60, 120, 240} .
Man beachte: Laut Definition gilt 600, weil 0 = 0-60 . Es gilt aber nicht 0|60, weil 60 kein
Vielfaches von O ist.
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Bei Aufgabe 6) lassen sich die gegebenen Bedingungen wie folgt festhalten:

(1) x+y=177 mit x>y ; (2) x=3y+9.
Beim Formulieren der Bedingung (2) kann man den bei Aufgabe 3) eingeflhrten Satz dber die
Division mit Rest wiederholen.
Naturlich ware es hier méglich, die endlich vielen Zahlenpaare, die die Bedingung (1) erfullen,
zu notieren und dann zu Uberpriafen, welche von ihnen die Bedingung (2) erfullen. Ein derarti-
ges Vorgehen lehnen wir jedoch als unangemessen umstandlich ab.
Die Schuler sollen merken, da® es in der Regel gunstiger ist, aus den (in der Sprache der
Gleichungen festgehaltenen) Bedingungen zunéchst Folgerungen zum Zweck der Vereinfa-
chung zu ziehen.
Durch Einsetzen von (2) in (1) kommt man Uber 3-y+9+y =177 und 4y =168 zu y =42,
woraus dann x = 177 - 42 = 135 folgt. Ein derartiger Umgang mit Gleichungen wird im néch-
sten Abschnitt ausfuhrlich getbt. Hier sollte der AG-Leiter die erforderlichen Umformungen er-
lautern und eine Motivation fur die geplante Beschaftigung mit Gleichungen schaffen.
Es wird hervorgehoben, dald bislang erst folgendes gezeigt ist: Wenn es zwei Zahlen x, y gibt,
die die Bedingungen (1) und (2) erfullen, dann kénnen dies nur die Zahlen x =135,y = 42
sein (Einzigkeitsnachweis). Nun mul® man sich noch durch eine Probe Uberzeugen, daR sie
diese beiden Bedingungen tatséchlich erfullen (Existenznachweis) .

Auch bei Aufgabe 7) besteht die Mdglichkeit, den Satz uber die Division mit Rest zu wiederho-

len und anzuwenden. Die gegebenen Bedingungen lassen sich in folgender Form festhalten:
(1) 100=qgyx+4 (mit x>4); (2) 90=gx+18 (mit x>18) .

Auch hier ist es zweckmalRig, zunéchst aus den Bedingungen Folgerungen zu ziehen.

Aus (1) folgt 96 = g,~x und hieraus (1') x|96 (mit x>4).

Aus (2) folgt analog (2') x|72 (mit x> 18) .

Aus (1) und (2) folgt daher, dal3 x ein gemeinsamier Teiler von 96 und 72 ist, der groRer

als 18 ist.

Die Menge der gemeinsamen Teiler von 72 und 96 ist {2, 4,6, 12,24}, undda x> 18

gelten soll, kann nur die Zahl x = 24 die gestellten Bedingungen erfullen (Einzigkeitsnachweis).

Da 100 = 4-24 + 4 und 90 = 3-24 + 18 gilt, erfullt die 24 tatsdchlich beide Bedingungen

(Existenznachweis).

Folglich lautet die gesuchte Losungsmenge L ={24}.

In Aufgabe 8) lernen die Schuler die Teilbarkeitsregel fur 11 kennen. Die etwas umsténdliche
Formulierung ruhrt daher, da® man in Klasse 6 dafur sorgen muf}, daid die alternierende Quer-
summe (Querdifferenz) QD(n) keine negative Zahl wird. Der Rest der Aufgabe ist kombinatori-
scher Art.

Bei Aufgabe 8a) kann man natlrlich zulassen, da® die Schuler versuchen, durch
(unsystematisches) Probieren ans Ziel zu gelangen. Wenn man auch die Aufgaben 8b,c) I6sen
will, lohnt es, systematisch vorzugehen.

Zunachst wird man die Frage stellen, ob QD(n) = 0 gelten kann. Wegen s = 1+4+5+6+8+9 = 33

mufRte dann s, = s, = 32—3 gelten, was nicht der Fall sein kann. QD(n) = 11 kann nur gelten,

wenn s, =22 und s, =11 gilt, und dies kann nur far s, = 9+8+5 =22 und s, = 6+4+1 = 11
eintreten (wie man durch systematisches Probieren leicht nachweist). Desgleichen ist leicht
nachweisbar, dall QD(n) <22 gelten mul3.

Auf die Definition von QD(n) zurlickgreifend erhalt man mit Sg84°94 eine durch 11 teilbare
Zahl, und kann sofort die Aufgabe 8c) I6sen: 968451 ist die gréte, 154869 die kleinste derar-
tige Zahl.

Wie schon des ofteren gezeigt, gibt es jeweils 6 Mdglichkeiten, drei verschiedene Elemente
anzuordnen.
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Da es sowohl fur (9;8;6) als auch fur (6;4;1) jeweils 6 verschiedene Mdoglichkeiten der An-
ordnung gibt, gibt es also insgesamt (6-6 =) 36 verschiedene Zahlen, womit wir auch die Auf-
gabe 8b) gelbst haben.

Aufgabe 9) dient einer Wiederholung des Unterrichtsstoffs. Man achte darauf, da3 die Schiuler
Haupt- und Nebenrechnung getrennt durchfilhren und daR sie bei der Primfaktorzerlegung der
Zahlen geschickt vorgehen. Dies kann man anhand der Beispiele im Merkstoff demonstrieren,
und bei dieser Gelegenheit sollte auch die Bedeutung des dort formulierten Satzes Uber die
Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung hervorgehoben werden.

Das Resultat kann in folgender Form an der Wandtafel festgehalten werden:

a) b) c) d) e) f)
a 30 = 2:3-5 12 = 22.3 10=2 -5 168 = 23-3-7 | 660=22-3-5-11 221 = 1317
b 50=2 -52 |20=22 -5 |21= 3 .7|196=2* -7 |198=2-3> -11 |143=11-13
ggT(ab) |10=2 - 5 4 =22 1=1 28 =227 66 = 2-3-11 13=13
kgV(a;b) 150=2-3-52 |60 = 22:3-5 |210=2-3-5-7 1176=23-3-72 | 1980=22-3%-5-11 |2431=11:13-17

Von dieser Ubersicht ausgehend wird man die Schiiler den Zusammenhang
99T(a;b)-kgV(a;b) = a-b
entdecken lassen.

Aufgabe 10) wird zunéchst fur eine Wiederholung des bereits besprochenen Stoffs aus dem
Merkstoff auf S.30 der Aufgabensammlung genutzt.

Im AnschluB an die Definition der Teilbarkeit wird man nochmals begriinden lassen, warum
zwar stets a0, fur kein a=0 aber Oja gilt.

Zum Satz uber die Division mit Rest bilden die Schiller zunachst selbst einige Beispiele, und
dann wird anhand des Beispiels fur die Anwendung des Euklidischen Algorithmus festgestellit,
auf welche Weise hier immer wieder dieser Satz angewendet wird.

SchlieBlich I6sen die Schiler die Aufgabe 9e) [ ggT(660;198) = 66 ] nochmals mit Hilfe des
Euklidischen Algorithmus und tberzeugen sich, da® man auf diese Weise tatséchlich wieder
den ggT der beiden Zahlen erhalt. Auf einen Beweis fiir diese Behauptung wird verzichtet.

Die in Aufgabe 11) geforderte Anwendung des Euklidischen Algorithmus solite man auf meh-
rere Zirkel verteilen, um den Ubungseffekt zu erhéhen.

Bei Aufgabe 12) mussen die Schiler zunachst erkennen, da® man den im Anschlu® an Auf-
gabe 9) entdeckten Zusammenhang verwendet, um aus den gegebenen Zahlen und dem mit
Hilfe des Euklidischen Algorithmus ermittelten ggT dann das kgV diese beiden Zahlen ermitteln
kann.

Die sehr leichte Aufgabe V2) lalt sich durch systematisches Probieren l6sen, wobei den
Schilern die Notwendigkeit eines Einzigkeits- und eines Existenznachweises in der Regel nicht
bewuft ist.

Bei der Auswertung sollte man auch auf folgenden 2. Ldsungsweg hinweisen:

Von den gegebenen Bedingungen (1) 5|(4a+1) und (2) 4a+1 <20 ist (2) die informativere
Bedingung, von der aus man durch Folgern tber 4a <19 zu a <5 und damit zu

M, ={0,1, 2, 3, 4} gelangt. Aus dieser Menge werden alle Elemente ausgesondert, die die
Bedingung (1) nicht erfillen.

Diese Herleitung liefert neben dem Resultat L = { 1 } sowohl den Einzigkeits- als auch den
Existenznachweis.
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Bei Aufgabe V12) fihrt systematisches Probieren wohl kaum ans Ziel, wohl aber das oben
beim 2.Lésungsweg angewendete Verfahren.

Die gegebenen Bedingungen lassen sich wie folgt festhalten:

(1) Z =z+198 und z' entsteht aus z durch das Vertauschen von zwei Ziffern ;

(2) z+Z =13776.
Wenn es eine Zahl z gibt, die die Bedingungen (1) und (2) erfullt, dann gilt:
Aus (1) und (2) folgt [durch Einsetzen von (1) in (2) ] z+ z + 198 = 13776, also 2z = 13578
und damit (3) z = 6789 ; folglich kann nur z = 6789 die beiden gegebenen Bedingungen er-
fUllen (Einzigkeitsnachweis).
Aus (3) und (1) folgt z' = 6789 + 198 = 6987 , und man erkennt, da} tatsachlich z' aus z
durch Vertauschen von zwei Ziffern entstanden ist, und dall z und z' beide Bedingungen er-
fullen (Existenznachweis) .
DarUberhinaus haben wir erkannt, daf die Bedingung " z' entsteht aus z durch Vertauschen
von zwei Ziffern" fur die Herleitung nicht bendtigt wurde, dall es sich also um eine
"tiberflissige" Bedingung handelt, weil sie aus dem Rest von (1) und aus (2) folgt.

Bei Aufgabe V20) ist das Kryptogramm  STETS-9999 = ... 705 zu lésen, und es liegt
nahe, wie Ublich vorzugehen: Da S-9 auf 5 enden soll, mul S =5 gelten, weil....; usw.
Weitaus geschickter ist es jedoch, die Tatsache auszunutzen, dal} der spezielle Faktor 9999
vorkommt, den man auch in der Form (10000 - 1) schreiben kann. Folglich mul} gelten:

§TET§-(1000O -1) = STETS0000
-8TETS
............... 705
Beim Durchfluhren der Subtraktion erkennt man, da S =5, T=9 und E =2 gelten mul},
und daR daher STETS = 59295 die einzige Lésung unserer Aufgabe ist.

Bei Aufgabe V26) kann man folgende heuristische Vorgehensweise ins Bewulltsein heben:
Wenn ich eine Aufgabe nicht I6sen kann, dann versuche ich, diese Aufgabe zunachst geeignet
zu vereinfachen und die vereinfachte Aufgabe zu Iésen, in der Hoffnung, dal} sich die so ent-
deckte Lésungsidee auch bei der Ausgangsaufgabe anwenden 1813t

Hier liegt es nahe, die Aufgabe dadurch zu vereinfachen, dafl man anstelle von 5 Ziffern etwa
nur 3 Ziffern wahilt.

Zunéachst wird wiederholt:

Aus den beiden méglichen Anordnungen (1;2), (2;1) von zwei Ziffern erhalte ich alle méglichen
Anordnungen von drei Ziffern, indem ich die dritte Ziffer vor die

erste Ziffer, nach der 2.Ziffer und nach der 3.Ziffer plaziere; folglich gibt es 123
3-2 =6 verschiedene Anordnungen von drei Ziffern. Analog erhalt 132
man, dald es genau 4-6 = 24 = 4-3-2 verschiedene Anordnungen 213
von vier Ziffern und 5-24 = 120 = 1-2-3-4-5 verschiedene Anordnungen 231
von funf Ziffern gibt. 312
Addiert man die aus drei Ziffern gebildeten sechs Zahlen, dann erkennt 321
man, daf} jede der drei Ziffern an der Einerstelle, der Zehnerstelle und 1332

der Hunderterstelle jeweils genau zweimal vorkommt, d.h. dafl die Summe s der sechs Ziffern
z.B. an der Einerstelle s = 2-(1+2+3) = 12 betragt, und dal man die Summe S dieser sechs
Zahlen wie folgt berechnen kann: S =12-102+ 12-10 + 12 =12-111 =1332..

Die Ubertragung dieser Lésungsidee auf Zahlen aus funf Ziffern fallt nun nicht schwer. Bei den
120 funfziffrigen Zahlen taucht jede der Ziffern an jeder Stelle genau (120:5 =) 24 mal auf.
Also erhéalt man als Summe s der 120 Ziffern z.B. an der Einerstelle die Zahl

§ = 24-(1+2+3+4+5) = 24-15 = 360 und fur die Summe S der 120 Zahlen die Zahl

S =360-(104+10*+ 10>+ 10 + 1) = 360-11111 = 3999960 .
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Sehr leistungsstarke Schuler kann man auffordern, die Lésung fur die verallgemeinerte Auf-
gabe zu ermitteln, in der die entsprechende Summe aller Zahlen mit n Ziffern zu berechnen
ist.
Es gibt n! =1-2-3- ... «(n-1)-n verschiedene Zahlen, die aus den n Ziffern 1, 2, ..., n durch
Anordnung dieser Ziffern in jeder méglichen Reihenfoige entstehen kénnen.
Jede dieser Ziffern taucht an jeder Stelle genau n!:n = (n-1)! mal auf.
FUr die Summe aller Ziffern z.B. an der Einerstelle gilt

s = (1+2+3+..+n)-(n-1)! = In(n+1)(n-1)! = Hn+1)! .
FUr die Summe aller dieser Zahlen gilt dann

S= %(n+1)!-11...11 , wobei der letzte Faktor n Stellen besitzt.

Diese Formel enthalt tatsachlich die von uns ermittelten speziellen Resultate, denn es gilt
S(3) =;}4!-111 =12-111=1332 und S(5) =%-6!-111.11 = 3999960 .

Ein eleganterer 2.Lésungsweg verwendet das Symmetrieprinzip. Man geht von der Tatsache
aus, daR es unter den (5! =) 120 funfstelligen Zahlen, die jede der Ziffern 1, 2, 3, 4, 5 genau
einmal enthalten, zu jeder Zahl z genau eine Zahl z' mit umgekehrter Ziffernfolge gibt ( z.B.
z = 42135 ;. Z = 53124) . Also kann man diese 120 Zahlen zu 60 Paaren (z;Z')
zusammenfassen, wobei stets z + z' = 666666 gilt.

Hieraus folgt dann S = 60-66666 = 3999960 .

Bei Aufgabe V28) wird man mit Folgern aus den gegebenen Bedingungen beginnen:

Wenn z = 3a3b2c durch 90. teilbar sein soll, dann ist z auch durch 10 teilbar, folglich muf
fur die Einerziffer c =0 gelten.

Ferner mul dann z = 3a3b20 durch 9 teilbar sein, es mu also auch 9|QS(z) gelten.
Hieraus folgt dann QS(z) =a+b +8 =9k mit a,be{0,1,2, ..., 9} und keN.
Folglichkannnur a+b+8=9 oder a+b+8 =18 gelten.

Nun wird die gesuchte Anzahl aller Moglichkeiten durch systematisches Erfassen aller
maéglichen Félle ermittelt:

a+b=1 wird genau von (a;b)e{(0;1), (1;0) } erfullt, das sind 2 Md&glichkeiten.

a+b =10 wird genauvon (ab)e{(1;9), (2,8), ..., (9;1) } erfullt, das sind 9 Mdglichkeiten.
Folglich gibt es genau 11 Mdglichkeiten, die Ziffern a, b, ¢ so zu wahlen, dal 90|z gilt.

Bei Aufgabe V32) wird man zunachst feststellen, dall eine Viertelstunde aus 900 Sekunden
besteht und dal in dieser Zeit daher die Zahlen von 0 bis 899 gedruckt werden.

Nun geht es darum, ein geschicktes Zéhlverfahren zu wahlen, um die Anzahl der in diesen
Zahlen vorkommenden Ziffern "1" zu ermitteln.

Es wére zwar naheliegend aber ungeschickt, diese Zahlung in den Intervallen 0-9; 10-99 ;
100 -109: 110 - 119, usw. durchzufGhren.

Viel geschickter ist es, erst die Anzahl der "1" an den Einerstellen, dann deren Anzahl an den
Zehnerstellen und schlieBlich deren Anzahl an den Hunderterstellen zu ermitteln.

Vom 0.-ten bis zum 89. "Zehner" gibt es in jedem dieser "Zehner" genau eine "1" an der
Einerstelle, also insgesamt 90 mal die "1" .

Vom 0.-ten bis zum 8. "Hunderter" gibt es in jedem dieser "Hunderter" genau 10 mal die "1" an
der Zehnerstelle, also insgesamt (2-10 =) 90 mal die "1" .

In den 100 Zahlen (von 100 bis 199) gibt es die "1" an jeder Hunderterstelle genau 1 mal, also
insgesamt 100 mal.

Wegen 90 + 90 + 100 = 280 werden also in der ersten Viertelstunde genau 280 Ziffern "1"
gedruckt.

Bei einem 2.Lé6sungsweg wird zunéchst die Anzahl der "1" von 00 bis 99 ermittelt und
erkannt, dal man dann die Anzahl der "1" von 100 bis 899 leicht berechnen kann, wenn man
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beachtet, dal hierbei jeweils jede der Ziffern 1, 2, ..., 8 vor den Block "00 - 99" gestellt wird.
Lésungsweg und Resultat lassen sich wie folgt in einer Tabelle festhalten:

Anzahl der "1" als Einerziffer Anzahl der "1" als Hun-
Zahlen oder Zehnerziffer derterziffer
0 - 99 1+9+10 =20 0
100 - 899 8-20 =160 100 (in 100 - 199)

Folglich werden in der ersten Viertelstunde genau (20+160+100 =) 280 Ziffern "1" gedruckt.

Bei Aufgabe V39) fuhrt ein systematisches Auszadhlen nicht mehr zum Ziel. GUnstig ist wie-
derum ein Folgern aus den "informativsten” Bedingungen verbunden mit dem Aussondern aller
"l6sungsverdéachtigen" Elemente, die eine der restlichen Bedingungen nicht erfullen.

Die gegebenen Bedingungen lauten

(1) 1<z<1984 ; (2) 5|z ; (3) 7tz ; (4) 11tz .
Aus (1) und (2) folgt M,,={5,10,15, ..., 5k, ..., 1975, 1980 } , d.h. es gibt (2-185 =) 396
Zahlen, die (1) und (2) erfullen.
Wegen (3) mussen aus diesen Zahlen alle diejenigen ausgeschieden werden, die Vielfache
von 7 sind, und das sind (wegen 369 = 56-7 + 4) insgesamt 56 Zahlen.
Wegen (4) mussen weiterhin alle diejenigen Zahlen ausgeschieden werden, die Vielfache von
11 sind. Wegen 369 = 36-11 + 3 sind dies 36 Zahlen.
Nun mufRy noch (was oft Ubersehen wird) beachtet werden, dall wir die gemeinsamen Vielfa-
chenvon 7 und 11, d.h. die Vielfachen von 77 doppelt ausgeschieden haben. Dies sind
(wegen 396 = 5-77 + 1) genau 5 Zahlen.
Folglich gibt es genau (396 - 56 - 36 + 5 =) 309 Zahlen, die die gegebenen Bedingungen erful-
len.

Wenn man bei Aufgabe V54) die unbekannten Ziffern mit a, b, ¢ bezeichnet, dann ist die
Anzahl aller z =43a1b5c zu ermitteln, fur die 75|z gilt.

Diese Bedingung ist aquivalent mit 3|z und 25|z . Da 55 kein Vielfaches von 25 ist, kann nur
¢ =0 und somit z =43a1b50 mit QS(z) =a + b + 13 gelten.

Aus 3|z folgt 3|QS(z) und damit a+b+13 =3k mit a,be{0, 1,2, ..., 9} und keN .

Weiteres Folgern aus den gegebenen Bedingungen fuhrt wegen 0 <a+b <18 und
a+b=3k-13 zu ke{5,6,7,8,9,10}.

Nun fUhrt das systematische Erfassen aller méglichen Félle zum Ziel.

Es ware maglich, zu zeigen, daR alle Folgerungen sogar logische Aquivalenzen sind, was es
dann gestatten wirde, auf einen Existenznachweis in Form einer Probe zu verzichten. Davon
wird man in Klasse 6 keinen Gebrauch machen, sondern man wird von den Schulern einen
expliziten Existenznachweis in Form einer Probe verlangen.

Die Fallunterscheidung kann man ubersichtlich in einer Tabelle festhalten:

Fallunterscheidung maégliche Félle fur (a;b) Anzahl
k=5: a+b=2 (0:2), (1;1), (2,0) 3
k=6: a+b=5 (0;5), (1:4), (2;3), (3;2), (4,1), (5,0) 6
k=7: a+b=8 (0:8), (1;7), ..., (7:1), (8,0) 9
k=8: a+b=11 (2,9), (3;8), ..., (8;3), (9;2) 8
k=9: a+b=14 (5,9), (6;8), ...., (86), (9:5) 5
k=10: a+b=17 (8,9). (9;8) 2

Folglich gibrt es genau (3+6+9+8+5+2 =) 33 siebenstellige Zahlen, die die gestellten Bedin-
gungen erfullen.
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Die Aufgabe V56) umfallt die sehr leichte Aufgabe V56a), die mittelschweren Aufgaben
V56b,c) und die schwere Aufgabe V56d).
Nachdem jeder Schuler versucht hat, in einer vorgegebenen Zeit méglichst viele dieser Teil-
aufgaben selbstandig zu 16sen, sollte eine Zwischenauswertung durchgeflhrt werden, die zu
folgenden Erkenntnissen fuhrt:
Hier ist es gunstig, die Lésung "von hinten her" aufzuziehen. Man wird nach zu den gegebenen
Regeln "inversen" Regeln suchen, die es gestatten, aus der Zahl im letzten Waggon die mégli-
chen Zahlen im vorletzten Waggon zu ermitteln usw.
Aus (R1) und (R2) folgt zunachst, dal im vorletzten Waggon nur die 2 stehen kann, d.h. daR
alle Zahienzuge auf (2; 1) enden mussen.
Ferner folgt

(R5): "Vor einer ungeraden Zahl (2n+2) steht stets deren Doppeltes 2(2n+1)" sowie

(R6): "Vor einer geraden Zahl 2n steht entweder die Zahl 4n oder die Zahl (2n+1) ".
Durch systematisches Erfassen aller Méglichkeiten erkennt man zunédchst, dall es genau 3
verschiedene Zahlenzige mit 4 Waggons und genau 5 verschiedene Zahlenzuge mit 5 Wag-
gons gibt.
Dann wird begrindet, warum man die von der "9" und die von der "12" weiterfGhrenden Még-
lichkeiten nicht weiter beachten muf}, wenn es nur mehr darum geht, die Zahlenztge mit der
groRtmadglichen bzw. mit der kleinstmdglichen Zahl im ersten Waggon zu erfassen. Diese bei-
den "uninteressanten" Zahlen werden in dem "Baum" gestrichen.
Dafl man nicht auch die "10" mit streichen darf, zeigen schon die Zuge mit 6 Waggons, wo die
aus der "10" erhaltene "11" die kleinstmdgliche Zahl im 1. Waggon ist.
Analog wird begrundet, warum man jetzt die "17" und die "20" streichen darf.
So erhélt man schliefllich die in folgendem "Baum" festgehaltenen "interessanten" Zige mit 7
Waggons und erkennt, dall die gréRtmogliche Zahl im ersten Waggon die "64" | die kleinst-
mogliche Zahl die "15" ist.

64
32 ~>[
8 o 54
4 -a[b =X 24
17 5 2 »5 5 10 o
=X 1M1 5 22

3 > 6 o 28
.7 > 14

15
Leicht zu erkennen und zu begrinden ist die Vermutung, daf} die groRte Zahl, die im ersten
Waggon eines Zahlenzuges mit n Waggons stehen kann, die Zahl W(n) = 2™ ist.
Folglich gilt Wy(7) = 64, Wy(10) =512 und Wy(11) = 1024 .
Wesentlich schwieriger ist es, die entsprechende Vermutung fur die kleinste derartige Zahl
W, (n) zu finden.
Dem "Baum" (in dem diese Zahlen fett gedruckt sind) ist zu entnehmen, dafl es gunstig sein
wird, die beiden Félle " n ist gerade" und "n ist ungerade" zu unterscheiden.
FUr gerades n gelangt man von einer Zahl der Folge zur nachsten, indem man sie verdoppelt
und dannum 1 erhdht. Dies fuhrt zur Folge 2,5 ,11,23,47,95,191,383, ..... mit der
Rekursionsformel W (2) =2 ; W (2i+2) = 2W,(2i) + 1 .
Fur ungerades n geht man ebenso vor, wobei man von W, (1) = 1 ausgeht. Dies fuhrt zur
Folge 1,3,7,15,31.63,127,255, .....
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Beim Lésen von Aufgabe 2) wird man fur Mengen von Teilern und Mengen von Vielfachen fol-
gende abkurzende Bezeichungen vereinbaren: T, ={xeN| xjn} ; V,={xeN| n|x}.

Zunachst sollen die Schuler angeben, wieviel verschiedene Arten von Teilmengen die Menge
Ts={1, 2, 3, 6} bezuglich der Anzahl der Elemente besitzt. Hierbei wird oft die leere Menge

als Menge mit O Elementen vergessen.
Dann sollen die Schuler alle Teilmengen mit einem, zwei, drei bzw. vier Elementen in lexiko-

graphischer Ordnung angeben.
Anschlielend wird die Anzahl der Teilmengen einer Menge M, mit einem Element, einer

Menge M, mit zwei Elementen und einer Menge M, mit drei Elementen ermittelt. Die Schuler
werden aufgefordert, eine Vermutung fur die Anzahl der Teilmengen einer Menge M, mit n

Elementen zu aulRern.
Die Resultate kann man wie folgt an der Wandtafel festhalten:

Teilmengenvon Tg={1,2,3,6} Anzahl der Teilmengen von Ty

Q 1

{1}. {2} . {3} . {6} 4

{1:2}, {1;3}, {1.6}, {2;3}, {2:6}, {3;6} 6

{1:2;3}, {1:2,6}, {1,3:6} , {2;3,6} 4

{1,2,3,6} A

16 =24

M,={a} besitzt 1+1 =2=2 Teilmengen: 0,{a}
M,={a b} besitzt 1+2+1 =4=22 Teilmengen: 0, {a}, {b}, {a;b}
M;={a;b;c} besitzt 1+3+3+1 =8=23 Teilmengen
M,={a; b;c d} besitzt 1+4+6+4+1=16 =24 Teilmengen
M,={a;; a, ..;a,} Dbesitzt 2" Teilmengen

Bei dieser Gelegenheit wird man die Abschnitte "Wir lernen systematisch arbeiten" und "Wir
suchen nach Vermutungen'" wiederholen und den Begriff "Pascalsches Dreieck nennen.
In leistungsstarken AGn sollten die Schuler

(a+b)*=a%+2ab + b? sowie (a+b)*=a®*+3a% + 3ab? + b
berechnen, den Zusammenhang mit den Zahlen des Pascalschen Dreiecks entdecken und
eine Vermutung bezuglich (a + b)4 aullern.

Bei Aufgabe 3) ist die Transitivitét der Teilmengenbeziehung hervorzuheben. Das Resultat ist in
derForm Bc Cc A bzw. Qc Rc P c T c V festzuhalten.

Die Aufgaben 4) und 5) dienen der Aneignung der Begriffe "Vereinigung” und "Durchschnitt".

Bei Aufgabe 6) sollen die Schuler erkennen und nachweisen, daR stets AU(ANB) = A und
An(AUB) = A gilt.

Man stelle es den Schulern frei, ob sie mit Hilfe eines konkreten Beispiels aus Aufgabe 3) oder
etwas allgemeiner Uber Mengendiagramme zu dieser Vermutung gelangen. Besonders lei-
stungsstarke Schuler durften das Resultat unmittelbar aus den betreffenden Definitionen ablei-
ten. Auf eine Veranschaulichung fur jeden der oben angegebenen vier Falle sollte man nicht
verzichten.

Bei Aufgabe 7) sollen die Schuler erkennen, dal man wieder Mengendiagramme benutzen
kann, um zur Vermutung zu kommen, welche der vier gegebenen Aussagen wahr und welche



62

36. Mengenlehre

Ziele:

- EinfGhren gunstiger Bezeichungen.

- Mengendiagramme als Hilfsmittel beim L&sen von Aufgaben.

- Aneignen der Begriffe "leere Menge", "Teilmengenbeziehung", "Vereinigungsmenge",
"Durchschnittsmenge" und "Produktmenge" nebst Veranschaulichung mit Hilfe von
Diagrammen.

Dieser Abschnitt bringt eine Erweiterung und Vertiefung des Unterrichtsstoffs. Man prufe nach,
welche der genannten Begriffe den Schulern bereits bekannt sind und wiederhole aus der AG
Klasse 5 den Abschnitt "Mengendiagramme helfen beim Lésen von Aufgaben".

Auch in diesem Abschnitt sollen die Schuler keine Definitionen auswendiglernen, sondern sol-
len beim Lésen von Aufgaben nur nachweisen, dal sie sich die entsprechenden Begriffe ange-
eignet haben.

In Aufgabe 4) des Abschnitts 3.5. haben die Schuler bereits Beispiele fur Vereinigung und
Durchschnitt von Mengen kennengelernt. Nun werden sie in Aufgabe 1) aufgefordert, den zu-
gehdrigen Text im Merkstoff zu lesen und selbst weitere Bespiele zu bilden. Ferner sollen sie
systematisch nach Teilmengenbeziehungen zwischen den in Aufgabe 4) des Abschnitts 3.5.
vorkommenden Mengen suchen und selbst weitere Beispiele bilden. So kénnen sie bereits jetzt
entdecken, dal} stets M c (MUN) und (M~N) c M gilt. AbschlieRend wird man zusammen-
fassend festhalten:

(1) Mc N : Jedes Element von M ist auch Elementvon N .

(2) Mc N : Wie bei (1), es gibt jedoch mindestens ein Element von M, das nicht zu N
gehdrt ; ("echte” Teilmenge) .

(3) MU N : Menge aller Elemente, die zu M oderzu N (oder zu beiden Mengen) gehdren.
(4) M~ N : Menge aller Elemente, diezu M und zu N gehoren.
(5) MxN: Menge aller geordneten Paare [x; y] mit xeM und yeN .

Das Ermitteln aller geordneten Paare mit xeM und yeN ist den Schuilern aus der AG Klasse
5 bereits bekannt, neu ist lediglich die Bezeichnung MAN und der Name "Produktmenge" (der
deshalb gewahlt wurde, weil die Anzahl der geordneten Paare gleich dem Produkt der Anzah-
len der Elemente aus M bzw. aus N ist). Man weise darauf hin, dal? im allgemeinen

MxN = NxM gilt.

Beim Veranschaulichen von Vereinigung und Durchschnitt mit Hilfe von Diagrammen werden
die Schuler aufgefordert, alle verschiedenen Falle der "gegenseitigen Lage" zweier Mengen
anzugeben. Dabei entsteht folgende Ubersicht:

)
'
M~N c M M~ N=0 McN NcM
M~N c N MUN=N: MAN=M MUN=M; MAN=N

Fur M= N ist diese Fallunterscheidung vollstandig.
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35. Aussagen, Aussageformen und Terme

Ziele:

- Ermitteln von Erfilllungsmengen durch systematisches Probieren oder inhaltliche Uberle-
gungen.

- Kennenlernen und Aneignen der Begriffe "Aussage" (Einzelaussage, Allaussage, Exi-
stenzaussage), "Aussageform" (erfullbare, aligemeingultige, nicht erfillbare Aussage-
form), "Erfullungsmenge" (leere Menge), "Term" (Konstante, Variable), "Definition" .

- EinfGhren der VerknUpfungszeichen A ,v,=, < .

In diesem Abschnitt ist es wichtig, dal der AG-Leiter nicht doziert, theoretisiert oder Definitio-
nen auswendiglernen 1ait. Die Schuler sollen lediglich befahigt werden, derartige mathemati-
sche Gebilde zu identifizieren und durch Angabe von Beispielen zu erldutern. Einige dieser
Begriffe mu3ten den Schuilern vom Unterricht her bekannt sein.

In Aufgabe 1) werden die Schuler aufgefordert, den zugehérigen "Merkstoff" durchzulesen.
Dies sollte in gemeinsamer Arbeit erfolgen, wobei die Schuler sofort zu jedem der angefihrten
Begriffe Beispiele nennen. Abschlielend werden entsprechende Beispiele auf S.7 der Aufga-
bensammlung eingetragen.

Die Aufgabe 2) sollte in zwei aufeinanderfolgenden Zirkeln geldst werden, um eine bessere
Aneignung der Begriffe zu ermdéglichen. Vorher wird man mit den Schulern einen
"Entscheidungsalgorithmus” erarbeiten.

Zunachst sollte man sich stets die Frage stellen, ob man dem betreffenden Gebilde einen der
Wahrheitswerte "wahr (W)" oder "falsch (F)" zuordnen kann. Wenn das zutrifft, dann liegt eine
Aussage vor, es sei denn, dald in einem der Ausdricke "heildt", "nennt man" oder "bezeichnet”
vorkommt, wodurch eine Definition charakterisiert wird. Liegt eine Aussage vor, dann wird man
sofort entscheiden, ob es sich um eine Einzelaussage, Allaussage oder Existenzaussage han-
delt.

Liegt keine Aussage vor und tritt keine Variable auf, dann muf} es sich um einen Term handeln,
speziell um eine Konstante, die ein bestimmtes mathematisches Objekt bezeichnet.

Liegt keine Aussage vor und treten Variable auf, dann interpretiere man alle vorkommenden
Variablen. Geht das Gebilde dabei in eine Aussage Uber, dann ist das Gebilde eine Aussage-
form, von der man gleich entscheiden sollte, ob sie erfullbar, nicht erfullbar oder allgemeingul-
tig ist. Geht das Gebilde in keine Aussage sondern in die Bezeichnung eines Objekts (d.h. in
eine Konstante) Uber, dann handelt es sich um einen Term.

Neben dieser (semantischen) Definition fur den Begriff "Term" gibt es noch eine (syntaktische)
Definition, auf die im Merkstoff durch die in Klammern stehende Bemerkung hingewiesen wird.
Man wird den Unterschied zwischen "Operationszeichen” und “Relationszeichen” erkléren las-
sen und die Schuler auffordern, die in der Aufgabe 2) vorkommenden Operationszeichen +, :,
ggT, kgV sowie die vorkommenden Relationszeichen =, <, | herauszusuchen und weitere
Beispiele fur solche Zeichen zu nennen.

Schlielich sollen die Schuler folgendes zweite Unterscheidungskriterium finden und formulie-
ren: Kommen in einer mathematischen Zeichenreihe auer Konstanten und Variablen nur Ope-
rationszeichen vor, dann ist diese Zeichenreihe ein Term; kommt dagegen (u.U. neben Opera-
tionszeichen) ein Relationszeichen vor, dann ist diese Zeichenreihe eine Aussageform (bzw.
eine Aussage, wenn keine freien Variablen vorkommen).

Bei Aussage (4) wird der AG-Leiter mitteilen, da} es sich um die Goldbachsche Vermutung
handelt, fur die bislang weder ein Gegenbeispiel noch ein Beweis gefunden werden konnte.
Vielen Schulern bereitet es Schwierigkeiten, zwischen wahren Aussagen und allgemeingultigen
Aussageformen bzw. zwischen falschen Aussagen und nicht erflillbaren Aussageformen zu
unterscheiden. Beispiele hierfur findet man bei (6) und (7) bzw. bei (17)und (18). Diese Pro-
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Damit kann man Aufgabe 56c¢) als geldst betrachten, weil sich mit Hilfe dieser Rekursionsfor-
mel fUr jede Lange n eines Zahlenzuges auch die kleinstmdgliche Zahl berechnen a3t die im
ersten Waggon vorkommen kann. Speziell gilt W, (7) =15, W, (10) =47 und W, (11) =63 .
Abschlielend kann man auf die Beziehungen zwischen einer expliziten Formel, wie wir sie fur
das Berechnen von Wy(n) entdeckt haben, und einer Rekursionsformel eingehen. Die explizite
Formel gibt die Gestalt des n-ten Gliedes der zugehdrigen Folge an und ermdglicht es daher,
sofort jedes beliebige Glied der Folge zu berechnen, ohne alle vorangegangenen Glieder
kennen zu mussen. Der Ubergang von einer expliziten Formel zu einer zugehérigen
Rekursionsformel fallt im allgemeinen leicht. So gilt etwa Wy(1) =1, Wy(n+1) = 2W(n) .
Wesentlich schwieriger ist der Ubergang von einer Rekursionsformel zu einer zugehdérigen
expliziten Formel. Die Schuler erhalten den Auftrag, nach einer expliziten Formel fur W,(n) zu
suchen.

Relativ einfach ist zu erkennen, da die Folge 1,3 ,7,15, 31,63, .... das allgemeine Glied
2n-1 fur n=1, 2, 3,... besitzt.

Weit mehr Findigkeit gehort dazu, zu erkennen, dal} sich das allgemeine Glied der Folge
2,5,11,23,45,91, ... inder Form (32 -1) mit n=1,2,3,... schreiben |aRt.

Relativ schwer ist die Aufgabe V63) . Hier besteht keinerlei Chance, die gesuchte Zahl durch
Probieren zu ermitteln oder zu erraten. Die Aufgabe wird nicht schwieriger, wenn man verlangt,
alle Zahlen zu ermitteln, die die gegebenen Bedingungen erfullen.
Keine Schwierigkeiten bereitet das Festhalten der gegebenen Bedingungen. Bei Verwendung
des Satzes Uber die Division mit Rest erhélt man

(1) z=11a+1; (2) z=12b+2; (3) z=13c+3; (4 z=14d+4 .
Eine &hnliche Aufgabenstellung findet man in Aufgabe 2) und Aufgabe 7).
Bei Aufgabe 2) waren wir beim 2.Ldsungsweg von der 'informativsten" Bedingung
ausgegangen, hatten die zugehdrige Erfullungsmenge ermittelt, aus der wir diejenigen
Elemente aussonderten, die die nachst informative Bedingung nicht erflillten usw. Diese
Vorgehensweise fuhrt bei unserer Aufgabe nicht zum Ziel, weil erst das 857. Element der
Erfullungsmenge M, alle gestellten Bedingungen erfullt.
Bei Aufgabe 7) waren wir von der Bedingung 100 = q,x + 4 Uber q,x =96 zur Teilbarkeits-

aussage 96|x Ubergegangen. Ein analoges Folgern aus den gegebenen Bedingungen wirde
uns bei unserer Aufgabe zu
(1 1|z-1) ; (2') 12|(z-2) ; (@) 13((z-3) ; (4) 14(z-4)
fuhren, was hier auch nicht weiterhilft.
Wir mussen also durch "geschicktes” Folgern aus den gegebenen Bedingungen eine spezielle
Eigenschaft dieser Bedingungen noch besser ausnutzen.
Bei Addition von 11 (bzw. 12, 13, 14) zu einer Zahl bleibt die Teilbarkeit durch 11 (bzw. 12,
13, 14) erhalten.
1 MMiz-1) = (1% 11|(x+10) ;
(2) 12|(z-2) = (2% 12|(x+10) ;
(@) 13|(z-3) = (3% 13|(x+10) ;
(4') 14|(z-4) = (4% 14|(x+10) .
Hieraus folgt dann  kgV(11;12;13;14)|(x + 10) bzw. x+ 10 =11-12-13-14-k und somit
x=12012k - 10 fur k=1,2, 3, ...
Die kleinste Zahl, die alle gestellten Bedingungen erflllt, lautet daher 12002 .

Eine Probe bestatigt die Richtigkeit.
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34. Gleichungen und Sachaufgaben

Ziele:

- Tabellen mit glnstig gewahlten Variablen zum Abspeichern von Aufgabenstellung und L6-
sungsweg.

- "Ubersetzen in die Sprache der Gleichungen".

- RuUckwartsarbeiten und Vorwartsarbeiten.

- Verwenden von Ldsungsgraphen zum Festhalten von Ldsungspléanen.

- Loésen von Gleichungen durch "Folgern zum Zweck der Vereinfachung'.

- Umrechnen von GréRen.

Dieser Abschnitt hangt sehr eng mit dem Unterrichtsstoff zusammen und sollte daher beson-
ders bei leistungsschwachern AGn einen Schwerpunkt der Arbeit bilden. Vorausgesetzt wird
der Unterrichtsstoff aus dem "Lernbereich 2: Gebrochene Zahlen". Beim Loésen von
Gleichungen und beim Umformen von Termen nehmen wir ausnahmsweise einen Teil des
Unterrichtsstoffs der nachst héheren Klasse vorweg.

Aus der AG Klasse 5 sollten die Abschnitte "Hier helfen Variable, Tabellen und Gleichungen",
"Wir I6sen Gleichungen und Ungleichungen" sowie "Aufgaben Uber Flachen und Kérper" wie-
derholt werden.

Minimalvariante:

Ausbilden elementarer Fertigkeiten beim Lésen von einfachen Gleichungen durch Umformen
(beidseitige Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division) anhand der Aufgabe 1); Anwen-
den dieser Fertigkeiten beim Lésen von Sachaufgaben.

Ausbilden der Fahigkeit, Terme bzw. Gleichungen mit Variablen zum Festhalten von mathema-
tischen Objekten bzw. Beziehungen zu verwenden. Anwenden dieser Fahigkeit beim Ldsen der
Sachaufgaben 3) bis 16) sowie der Aufgaben V1), V5), V6), V9), V11), V13), V16), V17), V21),
V24), V31) und V35) .

Maximalvariante:

Uberprifen der oben genannten Fahigkeiten und Fertigkeiten beim selbsténdigen Lésen der
Aufgaben 1), 15) bis 19) sowie der Aufgaben V36), V38), V44), V46), V48), V50), V53) und
V57).

Umformen von Ungleichungen zum Zweck des Vereinfachens bei Aufgabe 2) .

In der AG Klasse 5 wurden beim Behandeln des Abschnitts "Wir 16sen Gleichungen und Un-
gleichungen" zunachst die Verfahren "inhaltliches Lésen"” und "systematisches Probieren” ein-
ander gegenUbergestellt. Beim Lésen der Aufgaben 5) und 6) auf S.13 in /4/ sollten die Schuler
die Grenzen dieser Lésungsmethoden erkennen und das "Vereinfachen durch Umformen" als
einen Spezialfall der Methode des "Folgerns zum Zweck der Vereinfachung" kennenlernen. Sie
sollten einige Umformungsregeln entdecken, die dem Ziel dienen, die vorgelegte Gleichung in
die Gestalt "x=a" zubringen (bzw. in die Gestalt "x=x" oder "x=x+a" mit a=0).

Nach einer Wiederholung dieses Abschnitts aus der AG KI.5 wird man hervorheben, daf} die
Teilhandlungen "Klammern beseitigen", "Briche beseitigen", "Ordnen", "Zusammenfassen",
"Variable isolieren" keinesfalls immer in der genannten Reihenfolge erfolgen mussen. Es ist

stets unser Ziel, die gesuchten Lésungen méglichst geschickt zu ermitteln. Ferner wird man

spatestens an dieser Stelle mitteilen, dall man anstelle von —g—-x bzw. 2-(x + 3) auch klrzer %x

bzw. 2(x + 3) schreiben darf.

In Aufgabe 1) werden Gleichungen geldst, die zum Teil in den darauf folgenden Sachaufgaben
als Ansatzgleichung auftreten. Um den Ubungseffekt zu erhéhen, empfiehlt es sich, das Lésen
der Gleichungen auf mehrere Zirkel zu verteilen.
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Beim Umformen von Gleichungen sollten sich die Schuler folgende Fragen stellen:

- Was "stort" am meisten? Was will ich "beseitigen"?

- Durch welche Rechenoperation 1&0R3t sich die gewlnschte Vereinfachung herbeifGhren?
- Wie kann ich erreichen, dal die Gleichung die Gestalt "x=...." annimmt?

Dem Unterrricht vorgreifend wird den Schulern mitgeteilt, daR man beide Seiten einer Glei-
chung (oder Ungleichung) mit derselben (positiven) Zahl multiplizieren bzw. durch eine solche
Zahl dividieren darf, und dall man auf beiden Seiten "dasselbe" (Zahl oder Term mit Variablen)
addieren oder subtrahieren darf, und dafR} diese Operationen zum Vereinfachen von Gleichun-
gen verwendet werden. Man prife nach, ob die Schuler die Bruchrechnung hinreichend
beherrschen oder ob man diesbezlglich eine zusammenfassende Wiederholung durchfUhren
mulf3.
Um das (im Unterricht relativ spat behandelte) Dividieren durch einen Bruch zum umgehen,
wird man etwa bei Aufgabe 5d) zwei Umformungsschritte durchfUhren lassen:

§x=15|-2 = 5x=301]:5 = x=6 ( = L={6})
Da wir an dieser Stelle auf den Begriff des aquivalenten Umformens noch nicht eingehen wol-
len, ist ein Existenznachweis in Form einer Probe unerlaBlich. Dies ermdéglicht meist auch ein
Uben der Bruchrechnung.
Die Schuler sollen erkennen, dal das Umformen zum Zweck der Vereinfachung (analog wie
die "begrindete Herleitung" bei zahlentheoretischen Bestimmungsaufgaben) den notwendigen
Einzigkeitsnachweis liefert. Um die Gemeinsamkeiten dieser beiden Aufgabenarten
hervorzuheben, kann man die Lésung auch in Form einer (der vereinfachten Gleichung
entnommenen) Lésungsmenge schreiben.

Bei Aufgabe 2) wird analog vorgegangen. Allerdings muf3 hier die Frage, wie ein
Existenznachweis zu fUhren ist, offenbleiben, und auch auf das Hinschreiben der
Lésungsmenge wird man verzichten.

Die Aufgaben 3) und 4) sind Zahlenratsel, bei denen die Schuler das "Ubersetzen in die
Sprache der Gleichungen” Uben und festigen sollen. Bei dem geforderten selbsténdigen Bilden
analoger Aufgaben wird dann das "Ubersetzen aus der Sprache der Gleichungen in die
Wortsprache” geUbt. Hier sollte man hinreichend Zeit investieren, um auch bei
leistungsschwacheren Schulern entsprechende Fahigkeiten und Fertigkeiten zu entwickeln.

Bei Aufgabe 5) wird man auf die Bedeutung einer geschickten Variablenwahl hinweisen. Hier
ist es gunstig, die Lange der 2.Teilstrecke mit x zu bezeichnen. Eine zweite in der Tabelle
ebenfalls angegebene Moglichkeit fuhrt zu einer komplizierteren Ansatzgleichung, die dritte
Médglichkeit ist noch ungunstiger. In der Tabelle sollte auch die "Probe am Text" festgehalten
werden.

Man beobachte, welche Schuler in der Lage sind, die Ansatzgleichung 2x + x + 6x = 20 hin-
zuschreiben, ohne eine Tabelle als Hilfsmittel zu verwenden.

1.Teilstrecke 2X 49_0 X %
2. Teilstrecke X 20 X 20

9 2 9
3. Teilstrecke 6x 120 3y 120

9 9
Gesamtstrecke 20 % =20 20 % = 20
Ansatzgleichung 9x =20 %x =20
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Die Aufgaben 6) bis 12) lassen sich analog lésen.
Folgende Impulse sind bedeutsam:

- Variable einfiihren! (Ginstigste Moglichkeit?)
- LaRt sich die Aufgabenstellung in einer Tabelle tibersichtlich festhalten?

- Gegebene Beziehungen in Form einer Gleichung festhalten (in die "Sprache der Gleichun-
gen" Ubersetzen)!

- (Ansatz-) Gleichung lésen! Antwortsatz!

Dabei wollen wir die Ansatzgleichung nicht als GroRengleichung sondern als Gleichung zwi-
schen MafRzahlen von GréBen mit vertraglichen Einheiten schreiben. Die Schiler missen bei
einer Sachaufgabe stets Uiberpriifen, ob die gegebenen GréRen vertragliche Einheiten haben
oder ob man dies durch Umrechnen von GréRen erst erzeugen muB.

Bei Aufgabe 6) lautet die Ansatzgleichung %x + %x + 100 = x , wenn man die Lange der (in
km gemessenen) zuriickgelegten Gesamtstrecke mit x bezeichnet.

Bei Aufgabe 7) lautet die Ansatzgleichung x + 5x = 10 , wenn man die Lange des ( in Meter
gemessenen) ersten Teils des Rohres mit x bezeichnet.

Bei Aufgabe 8) lautet die Ansatzgleichung %x + %x + 100 = x , wenn man die Lange der (in
km gemessenen) gesamten Trainingsstrecke mit x bezeichnet. Es wére ungeschickt, die bei-
den gesuchten Langen mit Variablen zu bezeichnen, um dann ein Gleichungssystem als
"Ansatz" zu erhalten. Verwendet man eine Tabelle als Hilfsmittel, dann kommt man leicht mit
einer geschickt gewahlten Variablen aus und kann so die gesuchten GréRBen aus den in der
Ansatzgleichung vorkommenden Termen (die auch in der Tabelle festgehalten sind)
berechnen.

Wenn man bei Aufgabe 9) mit x die Stiickzahl der im Januar produzierten Tische bezeichnet,
dann lautet die Ansatzgleichung

X + (x+10) + (x+20) + .... + (x+100) + (x+110) = 1920 .
Die linke Seite der Gleichung laRt sich wie folgt vereinfachen:

12x+10(1+2+ ... +10+11) =12x + 10~;—-11-12 = 12x + 660.
Aus 12x + 660 = 1920 folgt dann 12x = 1260 , also x = 105 . Nun ist noch zu
beriicksichtigen, da im Juni (x + 50) und im Dezember (x + 110) Tische gefertigt wurden.

Wesentlich geschickter ist es, mit y die gesuchte Anzahl der im Juni produzierten Tische zu
bezeichnen. Die Ansatzgleichung lautet dann

(y-50)+(y-40)+..+(y-10)+y+(y+10) + ... + (y + 50) + (y + 60) .
Die linke Seite 1aRt sich dann sehr einfach in 12y + 60 umformen, woraus dann 12y = 1860
und schlieBlich y =155 folgt.

Bei Aufgabe 10) lautet die Ansatzgleichung 3+% =5+ 7 , wobeimit x der Betrag von Rainers
Spargeld bezeichnet wurde.

Bei Aufgabe 11) lautet die Ansatzgleichung x = %x + 1,5 , wobei mit x der (in € angege-

bene) Preis des Buches bezeichnet wurde. Die Schiiler sollen sich entscheiden, ob sie den
vorkommenden gemeinen Bruch in einen Dezimalbruch umwandeln wollen oder den vorkom-
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menden Dezimalbruch in einen gemeinen Bruch. Auf jeden Fall wird man das Resultat als De-
zimalbruch angeben, da es uniblich ist, einen in € anzugebenden Preis durch einen gemeinen
Bruch auszudricken. In diesem Fall ist der scheinbare "Umweg" Uber die gemeinen Briiche
dennoch der einfachere Weg (was bei einer anderen Gleichung dieser Art durchaus nicht der
Fall zu sein braucht).

Bei Aufgabe 12) kann bei leistungsschwéacheren Schiilern eine Skizze gute Dienste leisten.
Bezeichnet man die (in m gemessene) Lange der Rechteckseite, die nicht mit der Quadrat-
seite Gbereinstimmt, mit a , dann lautet die Ansatzgleichung 302 + 30a = 3000 .

Bei den Aufgaben 13) und 14) sind die Einheiten der gegebenen GroRen nicht vertraglich,
folglich muR man sich fur vertragliche Einheiten entscheiden und dann eine Umrechnung der
GréBBen vornehmen.

Bei den Aufgaben 15) und 16) wird man - ankniipfend an "Aufgaben Uber Flachen und Kér-
per" aus der AG KI.5 - die das Riickwértsarbeiten charakterisierenden Impulse wiederholen
und Ldsungsgraphen zum Abspeichern von Lésuingspléanen verwenden.

Durch Ubergang zu einer zugehdrigen parameterhaltigen Aufgabe mache man den Schilern
deutlich, daB ein solcher Lésungsgraph einen Lésungsplan fir beliebig viele zugehérige kon-
krete Aufgaben liefert.

Aufgabe 15):

- Was ist gesucht? Ges.: Flacheninhalt A (in ha) ;

- Was ist gegeben? Geg.: Kosten k=992 (in €); A 3
> Gilnstige Variable einfiihren! Preis p=4 (in € pro Meter)

- Woraus lieBe sich das Gesuchte 4

unmittelbar berechnen? Begrin- A jieRe sich aus der Seitenlange s berechnen,

dung! weil A=g?.

- Woraus liee sich ..... s lieRe sich aus dem Umfang u berechnen, weil u = 4s

Was 1aBt sich aus dem Gegebenen pg, Umfang u , weil
unmittelbar berechnen? Begriin- ’

k
dung!
Halte den Lésungsplan fest! = uU=-=>35 -
p
Es geht hier noch nicht darum, das allgemeine Resultat A = ?%;5 herzuleiten (dies sollte al-

lenfalls als "Differenzierungsaufgabe" gestellt werden). Die Schiiler sollen vielmehr nur lernen,
den Losungsplan fir die zugehérige parameterhaltige Aufgabe allgemein zu formulieren:

“Ich berechne aus den gegebenen Kosten und dem gegebenen Preis (durch Division) den Um-
fang des Quadrats (in m), hieraus (nach Formel) seine Seitenldnge und hieraus (nach Formel)
seinen Inhalt (in m?). AbschlieRend berechne ich diesen Inhalt in ha ."

Aufgabe 16)

1.Lésungsweg
- Plattenanzahl: n=400; Platteninhalt: 60-40 = 2400 (in cm?)

L
o I Lésungsplan: a -
60cm |
.- R =
b=xm ]——) A
A

N -—
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Man Uberzeuge sich (vgl. Skizze), dall die 400 Platten tatsachlich so gelegt werden kénnen,
daR sie die Terasse bedecken.

2.Lésungsweg:
Wegen 1000cm : 60cm = 16% und 1000cm : 40cm =25 koénnen die Platten nur so liegen, wie

in der Skizze angedeutet.

Wegen 400 : 25 = 16 ist die Terasse mit 16 Plattenreihen ausgelegt; wegen 16-60cm =
960cm ist die Terrasse 9,6m breit.

Man sollte nicht vergessen, Vor- und Nachteile der beiden Lésungswege zu diskutieren.

Bei Aufgabe 17) ist es glinstig, die Anzahl der 20-Euroscheine mit x zu bezeichnen und die
anderen Anzahlen durch x auszudriicken.

Ein 1.Lésungsweg verwendet das systematische Probieren, wobei zu begriinden ist, warum
die gefundene L6ésung die einzige Lésung ist.

X x-1 y=29-x-(x-1) Bedingung

(20 €) (10 €) (50 €) 2x <y < 3x
5 4 29-9=20 10 <20 <15 falsch
6 5 29-11=18 12<18 <18 falsch
7 6 29-13=16 14<16<21 wabhr
8 7 29-15=14 16 < 14 <24 falsch

Bei einem 2.L6sungsweg werden die Hilfsmittel Variable - Gleichung eingesetzt:
(x-1)+x+y=29
2x+y=30 --— +4x<30 > X7 -
]——) X=7 -

2x <y <3x --—-- »5x>30 > x>6-—- y=16
y = 30 - 2x
Diese Herleitung liefert den Einzigkeitsnachweis ; der Existenznachweis ist durch eine "Probe
am Text" zu erbringen.

Bei Aufgabe 18a) bietet sich nach der geschickten Wahl einer Variablen eine Tabelle als
Hilfsmittel an, in der die gegebenen Bedingungen tbersichtlich abgespeichert werden.

Probe am Text
1.Zahl 2x+3 26=3=15
2.Zahl X 6

3. Zahl [(2x+3)+x=] 3x+3 36+3=21

4. Zahl [23x+3)-1=] 6x+5 6-6+5=41

Summe 12x + 11 83
Ansatzgleichung: 12x+11=83 = 12x=72 = x=6

Bei Aufgabe 18b) soll die 4.Zahl bei Division durch 4 den Rest 1 lassen und die Summe soll
kieiner als 83 sein. Daraus folgt x <6, also xe{0, 1, 2, 3,4, 5}, und es bietet sich systema-
tisches Probieren als Hilfsmittel an.
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2.Zahl x{ O 1 2 3 4 5
4.Zahl 6x + 5 5 11 17 23 29 35
Rest bei Division durch 4 1 3 1 3 1 3

Damit ist gezeigt, dall diese Aufgabe mehr als eine Ldsung besitzt.

Es sollte hervorgehoben werden: Fur die Darstellung der Lésung reicht es, festzustellen, daR
es zwei Quadrupel von Zahlen gibt, die alle gegebenen Bedingungen erflllen, z.B. die Qua-
drupel (7;2;9;17) und (11;4,15:29), und diese Feststellung durch zwei Proben zu bestétigen.
Man mul bei dieser Aufgabenstellung nicht angeben, wie man die beiden Ldsungen gefunden
hat.

Von wesentlich héherem Schwierigkeitsgrad ist die Aufgabe 19). Es ist gunstig, zuerst den
zweitgenannten Fall zu betrachten, daR die beiden Autos den Rundkurs in entgegengesetzter
Richtung durchfahren.
Man beginnt wieder mit dem EinfUhren von Variablen:

a.  Geschwindigkeit von A (inm/s) ;

b:  Geschwindigkeit von B (in m/s) ;

r: Lange des Rundkurses (inm) .
Der Aufgabe ist zu entnehmen, dall B schneller als A ist, dalB also b>a gilt.
Nun kann man folgern: Da sich A und B in 1 Sekunde um (a + b) Meter voneinander entfer-
nen und da sie nach 5 Sekunden insgesamt r Meter hinter sich gebracht haben, gilt
r=5@a+hb).
Gunstiger ist es, die "Relativitat der Bewegung" auszunutzen. Wir gehen vom Standpunkt des
B aus, der sich als ruhend empfindet. Folgende Fragen kénnen nutzlich sein:
Mit welcher Geschwindigkeit entfernt sich A von dem als ruhend angesehenen B ?
[ Um (a + b) Meter pro Sekunde | .
Welche Zeit benétigt A, um die Lange r des Rundkurses zurlickzulegen? [ 5 Sekunden | .
Was |1&03t sich daraus schlieBen? [r=5(a+b)].
Analog wird der 2 Fall behandelt, in dem A und B in gleicher Richtung den Rundkurs durch-
fahren. Hier entfernt sich A von dem als ruhend gedachten B mit einer Geschwindigkeit von
(b - @) Meter pro Sekunde und bendétigt fur die r Meter des Rundkurses 20 Sekunden. Folglich
gilt die Beziehung r=20(b - a) .
Nun liegt es nahe, aus den beiden Ansatzgleichungen auf die Gleichung 5(b + a) = 20(b - a)
zu schliel3en. Dies fuhrt Gber 5b + 5a = 20b - 20a zu 25a = 15b , und man erkennt, dal} dies
in eine Sackgasse fuhrt, weil man nur eine Aussage Uber das Verhaltnis der beiden
Geschwindigkeiten erhalt.
FUr die Berechnung der gesuchten Fahrzeit pro Runde wurde man die Rundenlange r und die
Geschwindigkeit benétigen, es sollte also r in den Gleichungen erhalten bleiben. Das fuhrt

von r=5(a+b) zu b+a=—g undvon r=20b-a) zu b-a = %.Nunkannmandurch

seitenweise Addition zu 2b = 3—5 +—2% = 3—5 = % und folglich zu b ={§ zu gelangen. Hieraus
folgt dann a = % - —g = 4% Hieraus folgt dann, da? B zum Durchfahren des Rundkurses 8

Sekunden braucht, A dagegen f?Sekunden.

Bei der sehr leichten Aufgabe V1) kommt man durch Vorwértsarbeiten ans Ziel, wobei es lohnt,
fur die unbestimmte Anzahl der errungenen Goldmedaillen die Variable g einzufUhren.

Wie man leicht erkennt, wurden 21 Silbermedaillen und 11 Bronzemedaillen errungen, also
mull g + 21 + 11 = 42 gelten, woraus dann g = 10 folgt. Damit ist nachgewiesen, dal} die
Aufgabe eindeutig I6sbar ist (Einzigkeitsnachweis).

Eine Probe am Text bestéatigt die Richtigkeit der ermittelten Zahlen (Existenznachweis).
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Bei Aufgabe V5) liegt es nahe, als Hilfsmittel "Variable - Gleichungen” einzusetzen.
Aus den Ansatzgleichungen x +y =2028 und % = sz_s folgt y =2028 -x und 128x=28y,

woraus man durch Einsetzen und Umformen zu x = 364 und y = 1664 gelangt.
Eine Probe bestétigt die Richtigkeit des Rmim

Resultats.

#éﬁa&
Bei Aufgabe V6) fuhrt Vorwartsarbeiten A
zum Ziel, wobei eine Skizze der O W 3 .
Veranschaulichung des  Sachverhalts H R .B 5

dienen kann. .
Bezeichnet man die Lange von HS mit s,
dann hat RB die Lange (3-7 )75

Da die Strecke RB in 2 Minuten durchlaufen wurde, folgt hieraus, daf fiir die Strecke HS =s
insgesamt 24 Minuten, far HR = % also 6 Minuten und fur RS = % also 18 Minuten benétigt

wurden, woraus sich dann auler der Ankunftszeit von 7.48 Uhr auch noch 7.24 Uhr als
Zeitpunkt des Aufbruchs ermitteln 1afit.

Bezeichnet man bei Aufgabe V9) die fur den 1.Abschnitt benétigte (in Stunden gemessene)
Zeit mit t, dann lautet die Ansatzgleichung t + 3t + %t =110, woraus t =20 folgt. Der Rest ist

einfach.

Bezeichnet man in Aufgabe V11) die (in km gemessene) Lange der Gesamtstrecke mit s

dann lautet die Ansatzgleichung 3s +150 +3s =s, woraus s =360 folgt. Der Rest ist einfach.

Bezeichnet man bei Aufgabe V13) das Gewicht der Kugeln, der Wrfel bzw. der Pyramide mit
k, w bzw. p, dann gilt laut Aufgabenstellung p + 5w = 14k und p = w + 8k , woraus durch
Einsetzen die Gleichung w + 8k + 5w = 14k und somit 6w =6k bzw. w =k folgt. Setzt man
dies in p =w + 8k ein, dann erhélt man p = 9k . Damit ist gezeigt, dal® nur folgende
Beziehung gelten kann: 9 Kugeln wiegen soviel wie die Pyramide.

Eine Probe am Text liefert den Einzigkeitsnachweis .

Auch die Aufgabe V16) ist mit dem Hilfsmittel "Variable - Gleichungen"” zu bewaltigen. Es ist
gunstig, das Alter des jungsten Kindes mit x zu bezeichnen. Die einzige Schwierigkeit kénnte
darin bestehen, das Alter des GroRvaters durch x auszudrlcken. Da das Alter des altesten
Kindes 4x betragt, ist (64 + 4x) das Alter des GroRvaters.

Die Ansatzgleichung lautet x + 2x + 4x + 2(x+2x+4x) + (14x + x) = 64 + 4x , woraus x = 2
folgt. Der Rest ist einfach.

Von einem etwas anderen Typ ist die Aufgabe V17) . Hier fUhrt Folgern aus den Bedingungen
sowie systematische Erfassen aller méglichen Félle zum Ziel.

Laut gegebener Bedingung sind 21 Flaschen und der Inhalt von (7 + % =) % Flaschen

gleichmallig zu verteilen, also bekommt jedes Kind 7 Flaschen und den Inhalt von 3;—-

Flaschen.
Folglich kann Anke hdéchstens 3 volle Flaschen erhalten, da sie sonst mehr Limonade

bekommen wurde, als in 335 Flaschen palit.



55

Anke kann aber auch nicht weniger als 3 volle Flaschen erhalten, weil dann eines der beiden
anderen Kinder von den verbleibenden mindestens 5 vollen Flaschen mehr Flaschen
bekommen mufite als Anke.

Folglich mu? Anke genau 3 volle Flaschen erhalten.

Durch systematisches Ermitteln aller Verteilungen, die die Bedingungen erfullen, gelangt man
dann zu folgenden beiden Lésungen:

voll halb leer voll halb leer
A 3 1 3 A 3 1 3
B 3 1 3 B 2 3 2
C 1 5 1 C 2 3 2

Bezeichnet man in Aufgabe V21) die erste Zahl mit x, dann lautet die Ansatzgleichung
x + (x+10) + 3x =210, was zu x =40 fohrt.

Bezeichnet man in Aufgabe V24) den Futtervorrat mit x , den Tagesbedarf der Kihe, Schweine
bzw. Ziegen mit Kk, s bzw z und die gesuchte Anzahl von Tagen mit t , dann gilt laut
Aufgabenstellung 4k = 10 , also k = 25 Analog erhéalt man s = 5% und z = W Die

=x wegen x = 0 also 4—td+ L 1;0 1.

Ansatzgleichung lautet dann 2"6"‘ + @"t + Tﬁ)"t
Hieraus folgt t =20, also reicht der Futtervorrat fur alle Tiere gemeinsam 20 Tage

In diesen 20 Tagen verzehren die Kuhe 2, die Schafe % , die Ziegen % . wegen > X+ % +Z=X

DX

also tatséchlich den ganzen Futtervorrat.

Bei Aufgabe V31) lauten die gegebenen Bedingungen
m

(1) 7=04 mit mneN und n>0; (2) m+n=2> mit zweistelligem 2> .

Bei Aufgabe V37a) kommt man durch systematisches Probieren zum Ziel. Man ermittelt syste-
matisch alle (m;n), die Bedingung (1) erfillen und pruft nach, ob sie auch (2) erfullen.
Es gilt

m 2 ;4_ i 8 12 | 14 ] 28 | 30
n 5 10 | 15 30 | 35 70 | 75
m+n | 7 | 14]2 |4 |49| ...... |98|105|

Bei Aufgabe V31b) wére diese Vorgehensweise viel zu aufwendig. Hier wird wieder deutlich,

dafl Folgern aus den Bedingungen in der Regel die gunstigere Vorgehensweise ist.

m

Aus (1) folgt = = 5k ,also m+n=7k. Aus (2) folgt dann, dall k = 7i* mit ieN gelten muf,

weil nur dann 7k eine Quadratzahl sein kann.
Nun braucht man nur noch diejenigen i zu ermitteln, fir die m + n =7k zweistellig bzw. drei-
stellig wird.

FUr i=1 git m+n=72=49 sowie m=2-7=14 und n=57 =354 also %l:%g- .
Fir i=2 git m+n=7222=196 sowie m=56 und n=140, also m ffo .
Fur i=3 gilt m+n=7232=441 sowie m=126 und n=315, also % s
Fur i=4 gilt m+n=7242=784 sowie m=224 und n=560,also &= 222 |

Fur i >4 wird (m + n) nicht mehr dreistellig.
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Folglich kénnen nur die angegebenen drei Bruche Ld&sungen unserer Aufgabe sein.
(Einzigkeitsnachweis).
Eine Probe bestatigt, daR sie tatsachlich alle gegebenen Bedingungen erflllen
(Existenznachweis).

Die Aufgabe V35) lalt sich durch Vorwértsarbeiten bewaltigen, wobei die vom Unterricht her
bekannte Dreisatzrechnung wiederholt werden kann.

Bezeichnet man in Aufgabe V36a) den ersten der neun Summanden mit x , dann lautet die
Ansatzgleichung
X (X434 (x+ 1)+ (x+ )+ (X+2) +(X+ P+ (X+3) + (x+7) + (x +4) =48,

folglich OX+(G+2+3+3+3+2+1+5)=48 ,
folglich X+ H1+2+..+7+8)=48,
folglich Ox + 3289 =48 |,

folglich 9x + 18 = 48

und somit x=2=1

Daher ist 12 der kleinste und (12 + 4 =) 2 der groRte der neun Summanden.

Zu einem einfacheren Lésungsweg gelangt man, wenn man den 5. Summanden (also den

"mittleren" der 9 Summanden) mit y bezeichnet. Die Ansatzgleichung lautet dann
(y-2)+(y-15)+..+y+. . +(y+15)+(y+2)=48,

also gilt 9y =48 bzw. y =1 mit (y-2=2-2=) 2 als kleinstem Summanden und zu

(v +2 =) Zals gréRtem Summanden
3

Bei Aufgabe 36b) wird man analog vorgehen, allerdings wird man nicht alle Summanden hin-
schreiben. Da der hundertste Summand (x + 92—9) lautet, gilt

X+ (x+)+(x+H+.. +(x+F)=2495,
also 100x + (1 +2 + ... +99) = 2495 ,

folglich 100x + 22-99-100 = 2495
und somit 100 + 2475 = 2495
also x=z.

Somitist £ der kleinste und (3 + % =) %7 der gréRte der hundert Summanden.

Sehr leistungsstarke Schuler kann man auffordern, die verallgemeinerte Aufgabe zu 16sen, in

der eine Zahl m als Summe von n derartigen Summanden dargestellt werden soll. Analoges
Vorgehen fuhrt zur Gleichung nx + %n - 1)n=m , von der aus man zu x = 4m '4?]'1 1 gelan-

gen kann. Da man fur m =48 und n =9 tatsdchlich x = 1—3‘1 erhalt, ist es sehr wahrscheinlich,

dal beim Umformen kein Fehler aufgetreten ist.

Bei Aufgabe V38) kann man das Einfuhren ginstiger Bezeichnungen Uben. Dann kann man die
gegebenen Bedingungen und einige Folgerungen wie folgt darstellen:

(1) v+m+k,+k,=124

) v+m=3(k, +ky);

3) v>m>2k,;

) v-m=9(K, -k,).

= 4k, +k)=124= (5) Kk, +k,=31
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Nun ware es mdglich, mit Hilfe von (4) und (6) sowohl v als auch m allgemein durch d aus-
zudricken. Man kann aber auch durch systematisches Probieren fir d =1, 3, 5 ... die zuge-
hérigen v und m ermitteln und dann Uberprifen, in welchen Fallen die (bisher noch nicht
verwendete) Bedingung (3) erfilllt ist. Dies fiihrt zu folgender Tabelle:

ki-k;=d v m k, k, | (3)erfullt? | (3" erfullt?
1 51 42 16 15 ja ja
3 60 33 17 14 nein ja
5 69 24 18 13 nein | nein

Ersetzt man in Aufgabe 38b) die Bedingung (3) durch (3') m > 2k, , dann erkennt man, daf in
diesem Fall die Aufgabe nicht eindeutig I6sbar ist.

Man kann die Losung von Aufgabe 38a) auch variablenfrei darstellen, wie das in der Musterl6-
sung zur Aufgabe 130731 der Mathematik-Olympiade der Fall ist:

"Wegen (1) und (2) ist die vierfache Alterssumme beider Kinder gleich 124; die Kinder sind
deshalb zusammen 31 Jahre, die Eltern zusammen 93 Jahre alt.

Da die Lebensalter der vier Personen in ganzen Jahren angegeben werden, und da 31 eine
ungerade Zahl ist, so ist von den Altersangaben der Kinder die eine gerade, die andere unge-
rade. Daher ist die Differenz der Lebensalter der beiden Kinder eine ungerade Zahl.

Betrige sie 3 oder mehr Jahre, so wére sie bei den Eltern 27 oder mehr Jahre. Dann ware
das eine Kind 17 Jahre oder élter, das andere Kind 14 Jahre oder jinger, die Mutter 33 Jahre
oder junger und der Vater 60 Jahre oder alter.

Wegen 2-17 > 33 und (3) entfallt diese Moglichkeit. Somit betragt die Differenz bei den Kin-
dern 1 Jahr, bei den Eltern also 9 Jahre.

Daraus folgt:

Der Vater ist 51 Jahre, die Mutter 42 Jahre, das alteste Kind 16 und das andere Kind 15 Jahre
alt."

Es ist fraglich, ob eine derartige variablenfreie Darstellung besonders vorteilhaft ist.

Als Lésung fur Aufgabe V44) reicht die Feststellung, daB diese Aufgabe nicht eindeutig I6sbar
ist, weil sowohl der Betrag von 2080 € als auch der Betrag von 2010 € alle gegebenen
Bedingung erfiillt. Es gilt namlich
sowohl  12-10€ + 13-20€ + 34-50€ = 2080€

mit 12+13+34=59, 12=13-1, 2:13<34<3-13
als auch 13-10€ + 14-20€ + 32-50€ = 2010€

mit 13+14+432=59, 13=14-1, 214<32<3-14 .
Hierbei wird deutlich, dal das Finden und das Darstellen der Losung einer Aufgabe in der Tat
zweierlei ist. Um die beiden Lésungen zu finden, wird man sich wie {blich der Hilfsmittel
"Variable - Gleichungen" oder "systematisches Probieren” bedienen. Fur das Darstellen der
Lésung ist dies hier jedoch ohne Bedeutung.

Aufgabe V46) stimmt weitgehend mit Aufgabe 18) Giberein.

Bezeichnet man die dritte gedachte Zahl mit x , dann lautet die Ansatzgleichung bei V46a)
(Bx+3)+(2x +3) +x+ (4x + 3) =89, woraus 10x + 9 =89 und somit x =8 folgt.

Also lauten die vier Zahlen, die sich Axel gedacht hat: 27 ,19,8, 35.

Die Summe aus der ersten und der dritten Zahl betragt dann (4x + 3) , und diese Summe ist
genau dann durch 3 teilbar, wenn dies fir x der Fall ist.

Fiar x =3 lauten die vier Zahlen 12,9, 3, 15, und fir die Summe gilt s=39<89.

Far x =6 lauten die vier Zahlen 21,15,6,27, und fir die Summe gilt s =69 < 89 .
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Die Summe aus der ersten und der dritten Zahl betragt dann (4x + 3) , und diese Summe ist
genau dann durch 3 teilbar, wenn dies fur x der Fall ist.

Fur x =3 lauten die vier Zahlen 12,9, 3,15, und fir die Summe gilt s =39 <89.

Fur x =6 lauten die vier Zahlen 21,15 ,6, 27, und fur die Summe gilt s =69 <89 .

Also besitzt die Aufgabe von Bodo mehr als eine Ldsung, und Axel hat mit seiner Aussage
recht.

Die Aufgabe V48) stimmt - mit Ausnahme der gegebenen Zahlenwerte - mit der Aufgabe 19)
Uberein.

Bei Aufgabe V50) spielt wieder das Hilfsmittel "Variable - Gleichungen” eine wichtige Rolle.
Man kann flr jeden der in der Skizze gegebenen 6 Aufhangepunkte eine Gleichung angeben,
wobei sich die zu den beiden obersten Aufhangepunkten gehérenden Gleichungen als Uber-
flussig erweisen. Bei naheliegender Variablenwahl lauten die restlichen vier Gleichungen:

(1) k+f=g |

(2) (k+f+g)+s=2f+g, folglich k+s=f;
(3) 2s=k ;

(4) x=3s+Kk .

2.38) = (5 f=3s;

(MG = (B g=5s;

34 = (7) x=5s .

Hieraus lassen sich dann alle gesuchten Moglichkeiten ableiten:
x=5s=3s+tk=2s+f =s+2k =k+f=¢g .

Von héherem Schwierigkeitsgrad ist die Aufgabe V53) . Hier hangt viel vom geschickten Ein-
fuhren von Variablen ab, und Tabellen erweisen sich als gunstiges Hilfsmittel.

1.Lésungsweg:

Wahit man "friher", "jetzt" und "spater" als Zeileneingange und bezeichnet das "frihere" Al-
ter von Bernd mit b sowie die zwischen "frUher" und "spater" liegende Anzahl von Jahren mit
x , dann kann man laut Aufgabenstellung das Feld (B/f) mit "b", die Felder (A/j) und (B/s)
jeweils mit "2b" fullen, und in Feld (A/f) stehtdann"2b - x", im Feld (B/)) stent "b+x" . Ferner
kann man die "63" als Summe der Altersangaben zum Zeitpunkt "spéater" eintragen.

Laut Aufgabenstellung gilt ferner 2b-x=Db + x, also b =2x.

Wenn es uns gelingen wurde, auch das Feld (A/s) zu fullen, dann k&men wir zu einer Ansatz-
gleichung mit der "63" auf der rechten Seite.

Da es nicht gelingt, in das freie Feld einen Term mit der Variablen b zu plazieren, versuchen
wir, alle Felder unter Verwendung der Variablen x zu fullen. Wegen b = 2x gilt B; = 2x, und

es fallt leicht, funf der sechs Felder der Tabelle mit Ausdricken in x zu fullen. Die entschei-
dende Erkenntnis (auf die man bei Betrachtung der Tabelle stollen kann) besteht darin, dald
nicht nur zwischen "frGher" und "jetzt", sondern auch zwischen "jetzt" und "spéater" x Jahre lie-
gen. Das gestattet es, das Feld (A/s) mit dem Term 5x zu fullen, was dann zur Ansatzglei-
chung 5x + 4x =63 und somit zu x = 9 fUhrt.

Abschliefliend wird man die Felder der Tabelle mit den zugehérigen Zahlen fullen und eine
"Probe am Text" als Existenznachweis durchfUhren.

f | S f ] S f | S

A [2b-x]| 2b A 3x 4x 5x A 21 28 35

B b |b+x| 2b B 2x 3x 4x B 14 | 21 28
Summe 63 Summe 63 Summe 63
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2.Lésungsweg:
Bezeichnet man das jetzige Alter von A (also Aj) mit a und die Zeitdifferenz zwischen "friher"

und "jetzt" mit t, dannwird A;=a-t=B, sowie B;=1a, also B;=3a+t . Hieraus folgt dann
a-t= %a +1t, also a=4t. Der Rest verlauft wie oben angegeben.

Bezeichnet man bei Aufgabe V57) die gesuchte Schuleranzahl mit x , dann erhielt jeder
Schuler (x - 1) Fotografien. Laut Aufgabenstellung mul® daher x(x - 1) =812 gelten, wobei x
eine (positive) naturliche Zahl ist.

Es gilt 812 =227-29 . Da x und (x - 1) benachbarte naturliche Zahlen sind, erfullt nur die
Zerlegung 812 =28-29 die gestellten Bdingungen.

Folglich tauschten 29 Schuler in der genannten Klasse ihre Fotos.
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blematik sollte man jedoch nicht Uberbewerten. Man wird die Schuler darauf aufmerksam ma-
chen, dal alle mathematischen Formeln und viele mathematische Satze nur als
(allgemeingultige) Aussageform aufgeschrieben werden, dall dabei aber stets wahre Allaussa-
gen gemeint sind, bei denen das "FUr alle .... gilt: ..." nicht mit hingeschrieben wurde (aber
stets mit gesprochen werden sollte).

Bereits bei Aufgabe 2) kann man die Frage stellen, wie man aus Aussageformen Aussagen
gewinnen kann. In Aufgabe 3) werden die Schiler aufgefordert, zu vorgegebenen Aussage-
formen jeweils zwei Variablenbelegungen so zu finden, dall bei der einen Belegung eine
wahre, bei der anderen Belegung eine falsche Einzelaussage entsteht. Dabei sollen sie erken-
nen, dal diese Aufgabe fur bestimmte (namlich allgemeingultige oder nicht erfullbare) Aussa-
geformen nicht I6sbar ist.

Beim Behandeln der Aufgabe 4) wird man die Schuler fragen, wer die hier vorkommenden Zei-
chen "A" und "V" bereits kennt. Es werden die im Merkstoff auf S.31 stehenden AusfUuhrungen
durchgelesen und dann die Teilaufgaben von Aufgabe 4) zunachst "aus der Symbolsprache in
die Wortsprache (bersetzt". AnschlieRend werden die gesuchten Erfullungsmengen der gege-
benen Aussageformen durch systematisches Probieren oder durch inhaltliche Uberlegungen
ermittelt.

Die Schuler sollen erkennen, dal zur Konjunktion bzw. Alternative zweier Aussageformen der
Durchschnitt bzw. die Vereinigung der Erfullungsmengen dieser Aussageformen gehdren, wo-
bei man auf die geschickte Wahl der Symbolik "A - n" bzw. "v - U" aufmerksam machen wird.
Ferner sollen die Schuler erkennen, dal} nicht erfullbare Aussageformen die /eere Menge als
Erfullungsmenge besitzen, und dafd bei allgemeingultigen Aussageformen die Erfullungsmenge
mit dem vorgegebenen Grundbereich Ubereinstimmt.

Das Resultat der Aufgabe 4) sollte man in Tabellenform wie folgt festhalten:

Aussageform H(x) ; xeX

ErfGllungsmenge M

X6 ; xeN M, ={1,2,36}
6lx ; xeN M,={0,6, 12,18, ...,6n, ..}
x<4 : xeN M;={0,1,23}

X|6 A B|x M,~M,={6}

x|6 v 6|x M,uUM,={0.1.2.3.6.12.18. ... }
X6 AXx<4 M,~M;={1,2 3}

X6 vx<4 M,uM;={0,1,2,3,6}
goT(x4) =2 ; xeN* M,={2 6,10, 14, ..., 2+4k, ... }
g9T(x3)=2 | xeN* M =0

kgV(x;3) =6 ;| xeN* Mg={26}

kgV(x;8) =6 | xeN* M, ={1.2.36}

2x+1=4; xeQ, M, ={2}

(x-3)(x-3)=0; xeQ, M, ={%2

(x+1)2=x2+2x+1; xeQ, M; = Q,

x¥=x2+1; xeQ, M, =0

x<x . xeQ, Ms=0

x<x+1; xeQ, M = Q,
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falsch sind. Zur Widerlegung der falschen Aussagen (2) und (3) langt jeweils ein Gegenbei-
spiel, woflr man Mengendiagramme verwenden darf.

Zum Nachweis der Wahrheit der Aussagen (1) und (4) langt dagegen die Angabe von Beispie-
len nicht aus; fUr die hier verlangte "Begrindung" kann man zwar Mengendiagramme mit
heranziehen, man sollte aber darUberhinaus auf die entsprechenden Definitionen zurtckgrei-
fen.

Bei Aufgabe 8) sollten die Schuler zunachst erkennen, dafl} es sich hier um Distributivgesetze
handelt. Man wird darauf hinweisen, daR fur Zahlen zwar a-(b + ¢) = (a'b) + (a-c) gilt, nicht
aber stets auch a + (b - c) = (a+b) - (a+c) .

Das Ausfullen des Arbeitsblatts auf S.10 der Aufgabensammlung sollte man auf zwei Zirkel
verteilen, um den Ubungseffekt zu erhéhen. Die Schuler sollen erkennen, daf hier keine voll-
standige Fallunterscheidung vorliegt, sie sollen selbst weitere mogliche Falle finden und einen
dieser Falle in die letzte Zeile des Arbeitsblatts eintragen. Wir veranschaulichen jeweils die
Mengen auf der rechten und der linken Seite der Gleichung und vergleichen. In der 1.Zeile des
Arbeitsblatts wurde die geforderte Veranschaulichung bereits eingetragen.

Beim Losen der Aufgaben 9) und 10) knupfe man an den Stoff aus der AG Klasse 5 an (vgl. /9/,
S.40 ff.) und lasse die Schuler die in /4/, S.32 angegebene "Musterldsung" durcharbeiten. Die
Aufgaben sind so leicht, daR man (ohne explizites EinfGhren gunstiger Bezeichnungen) nur
durch Eintragen der entsprechenden Zahlen in das Mengendiagramm zur Losung gelangen
kann

{M]

Dennoch sollte man das EinfUhren gunstiger Bezeichnungen hier wiederholen und die NUtz-
lichkeit dieses Vorgehens beim Ldsen von schwereren Aufgaben dieser Art demonstrieren. Die
Schuler sollten die obenstehenden Abbildungen ins Heft Gbernehmen.

Wir treffen folgende Vereinbarungen:

Die "Allmenge" M wird durch ein Rechteck dargestellt, in dessen Rand die Anzahl! ihrer Ele-
mente eingetragen wird. Ist diese Anzahl nicht bekannt, dann wird sie ebenfalls mit M be-
zeichnet (was zwar nicht ganz korrekt, aber dennoch unmif3verstandlich ist).

Teilmengen A, B, C von M, Uber die etwas ausgesagt wird, werden durch Kreise dargestellt,
wobei man (falls nicht ausdricklich etwas anderen gefordert wird) bezlglich der gegenseitigen
Lage den "allgemeinsten" Fall wahlit. Auch hier werden die Anzahlen der Elemente in den Rand
der Kreise eingetragen. In das Innere der 8 Felder werden dann die Anzahlen der Elemente
der Mengen ABC, ABC, ABC, ..., ABC eingetragen.
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Folgende allgemeine Impulse kénnen beim Lésen solcher Aufgaben nutzlich sein:

- Gunstige Veranschaulichung?
o Wieviel Mengen sind zu veranschaulichen? Wie soll das erfolgen?

- Gunstige Bezeichnungen?
o Wie halte ich die Anzahl der Elemente fest, die zur 1. Menge gehoren,; die zur 1. und

2.Menge, nicht aber zur 3.Menge gehbren; usw.
o Wo trage ich diese Anzahlen in das Mengendiagramm ein?

- Gegebenes und Gesuchtes festhalten!
o Mengendiagramm bzw. eingeflhrte Bezeichnungen verwenden!

- Was iafit sich aus dem Gegebenen unmittelbar berechnen? Begrindung!
- Was lafit sich nun berechnen? Begriundung!

Man beachte, dak die mit "o" gekennzeichneten Unterimpulse nur dann verwendet werden sol-

len, wenn die mit "-" gekennzeichneten Hauptimpulse noch nicht zum gewunschten Ergebnis
fUhren, und dafR} die Unterimpulse mdglichst von Schulern gestellt werden sollen, die bereits
einen Lésungsweg gefunden haben.

Bei Aufgabe 9) bezeichnen wir mit H, K bzw. S die Anzahl der Sportler, die den Handstand,
den Kopfstand bzw. den Salto beherrschen. Die Anzahl aller dieser Sportler (Bodenturner) be-
zeichnen wir mit B . Dann kénnen wir das Gegebene wie folgt (schriftlich oder durch Eintrag in
ein Mengendiagramm) festhalten:

Gega. 19 19

Welches
leere Feld
kénnen  wir
nun fallen?
Begrindung! - -
Das zentrale Feld |43t sich als erstes fullen, weil HKS = H - (HKS + HKS + HKS) =

=10 - (5+2+2) =1 gilt. o

Als nachstes lant sich das Feld mit HKS =12 - (1+2+2) =7, dann das Feld mit

ARS =5-(2+2+1)=0 .

Damit ist gezeigt: Wenn die Aufgabe eine Lésung besitzt, dann kann dies nur die im Diagramm
festgehaltene sein (Einzigkeitsnachweis) .

Nun muf noch Uberprift werden, ob diese Ldsung tatsachlich alle gestellten Bedingungen er-
fullt (Existenznachweis). Wurde man die (fur unsere Herleitung nicht benétigte) Bedingung
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B = 19 etwa durch B = 18 ersetzen, hatte unsere Aufgabe keine Losung. In unserem Fall gilt

jedoch tatsachlich e
B =HKS + HKS + HRS + AKS + HKS + HKS + HKS =1 +2+2+2+5+7+0=19 .

Aufgabe 10) 1aRdt sich analog l6sen; die Schuler sollten versuchen, selbstandig ans Ziel zu ge-
langen.

Bei Aufgabe V22) liegt die Vermutung nahe, dall ein Mengendiagramm nutzlich sein kénnte.
Hier fUhrt jedoch Folgern aus den gegebenen Bedingungen einfacher ans Ziel. Dabei ist es
gunstig, mit Bedingung (2) zu beginnen.

Es gilt (2) Wenn U und R,dann F (und D).
(2) = (3) Wenn U und R,dann R und F (und D).
Es gilt (1) Wenn R und F,dann E.

3),(1) = (4) Wenn U und R,dann E und F und D.

Also bendtigen diejenigen Tagungsteilnehmer, die sowohl Ungarisch als auch Russisch ver-
stehen, zum Verstehen der anderen drei Vortragssprachen (das sind Englisch, Franzésisch
und Deutsch) keinen Dolmetscher.

Bei Aufgabe V27) geht es um Beziehungen zwi-
schen vier Mengen P, Q, D,V ,6 wobei V als die V,
"Allmenge" angesehen werden kann.

Das nebenstehende Mengendiagramm liefert die
in V27a) geforderte Zeichnung, wobei nicht zu er-
warten ist, dal} die Schuler sofort ein derartiges
Diagramm finden. Beim Lesen der ersten vier Séatze
des Aufgabentextes kann man der Auffassung sein,
dafl Q der Durchschnitt von P und D ist. Erst der
funfte Satz zeigt, daR das falsch ist. "Es gibt
Drachekel, die Paradukel aber keine Quadrakel
sind". Dies fuhrt dann zu der angegebenen Korrek-
tur des ursprunglich gezeichneten Diagramms. Man
Uberzeugt sich, dall das neue Diagramm alle ge-
gebenen Bedingungen erfullt.

Die in V27b) und V27c) gestellten Fragen sind jetzt
leicht zu beantworten:

Es gibt keine Quadrakel, die Paradukel aber keine Drachekel sind.

Wenn ein Bewohner gleichzeitig ein Paradukel und ein Vierokel ist, dann muRR er keinesfalls
auch ein Drachekel sein.

Man kénnte natlrlich auch die Menge B aller Bewohner als Allmenge wahlen und die Menge
V als eine Teilmenge von B, die die Mengen P und D (und damit auch Q ) umfaRt.

Bei Aufgabe V34) geht es um Beziehungen zwischen drei Mengen M, E , D, die alle in einer
Menge S enthalten sind, die 39 Elemente besitzt, woflUr wir kurz und unmiRverstandlich
S = 39 schreiben.

Verwendet man zur Veranschaulichung ein Mengendiagramm, dann lassen sich die Informatio-
nen aus den gegebenen Bedingungen (1) M =11, (2) E = 19 und (3) D = 23 nicht sofort ein-
tragen, wohl aber die Information aus Bedingung (4) MED = 1 . Auch die in den Bedingungen
(S)MED =4, (6) MED =7 und (7) MED =2 enthaltenen Informationen lassen sich sofort im
Diagramm abspeichern. Nun 18Rt sich wegen (4), (5) und (1) das zu MED gehérende Feld fiil-
len, u.s.w. Auf der Grundlage des so gefundenen L&sungsplans lalt sich die Lésung wie folgt
darstellen, wobei man auf die Angabe des Mengendiagramms verzichten kann:
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Aus (1), (4), (5) und (7) folgt wegen 11-1-4-2=4  dall genau 4 Schiler genau in Mathe-
matik die Zensur 2 haben.

Aus (2), (4), (6) und (7) folgt wegen 19-1-7 -2 =9, dall genau 9 Schiler genau in Englisch
die Zensur 2 haben.

Aus (3), (4), (5) und (6) folgt, daR wegen 23 -1-4-7 =11 genau 11 Schiler genau in
Deutsch die Zensur 2 haben.

Wegen 4 + 9 + 11 = 24 haben somit genau 24 Schiiler dieser Gruppe in genau einem der ge-
nannten Facher die Zensur 2 .

Da wegen (5). (6) und (7) genau 13 Schuler in genau zwei der Facher eine 2 haben und wegen
(4) noch ein weiterer Schiler hinzukommt, haben wegen 24 + 13 + 1 = 38 mithin genau 38
Schiiler in wenigstens einem der Facher die Zensur 2 .

Folglich hat genau 1 Schiler dieser Gruppe in keinem der genannten Facher die Zensur 2 .

Bei Aufgabe V41) geht es um Bezie-
hungen zwischen vier Mengen A, O, H, 100
B . Wie auf S.64 gezeigt wurde, kann
man fir 2 Mengen ein Mengendia-
gramm mit 1+2+1 = 4 = 22 Feldern
und fir 3 Mengen ein Mengendia-
gramm mit 1+3+3+1 = 8 = 2 Feldern
zeichnen, in die man dann alle interes-
sierenden Anzahlen eintragen kann. Fur
4 Mengen muBte das "allgemeine" Dia-
gramm 1+4+6+4+1 = 16 = 24 Felder
enthalten. Das nebenstehende Dia-
gramm enthéalt aber nur 1+4+4+4+1= 14
Felder. Die zu AOHB und zu AOHB
gehdrenden Anzahlen lassen sich in
dieses Diagramm nicht eintragen. Bei
dieser Aufgabe spielt das keine Rolle,
weil - wie wir sehen werden - AOHB = 0
und AOHB =0 gilt.

Die Schwierigkeit dieser Aufgabe liegt
darin, da® man (mit Ausnahme der An-
zahl 100 der Elemente der Allmenge) keine der gegebenen Zahlen 70, 75, 80, 85 sofort in ei-
nes der Felder des Diagramms eintragen kann.

Die entscheidende Information besteht darin, da® jede der 100 Personen mindestens drei der
genannten Korperteile verlor. Also kénnen wir 9 Felder des Diagramms mit einer "0" fillen. Die
entscheidende Frage lautet jetzt: Wieviel der Personen verloren kein Auge, kein Ohr, keine
Hand bzw. kein Bein?

Wenn von den 100 Personen 70 Personen ein Auge verloren, dann haben 30 Personen kein
Auge verloren, und wir kénnen die 30 in das zu AOHB gehérende Feld eintragen. Analog
kénnen wir drei weitere Felder mit den Zahlen 25, 20 bzw. 15 fillen.

Wegen 100 - (30+25+20+15) = 10 kénnen wir nun auch das letzte noch freie Feld mit der 10
fallen.

Die Antworten auf die in a), b) und c) gestellten Fragen sind nun leicht zu finden.

Aufgabe V52:

Sei J die Anzahl der Jungen aus einer Klasse mit S = 28 Schiilern (also J die Anzahl der
Madchen), sei A die Anzahl derjenigen Schiiler, die eine AG besuchen und sei M die Anzahl
derjenigen Schiler, die an der Mathematik-Olympiade teilgenommen haben.
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Dann lassen sich die gegebenen Anzahlen J=16, A=20, M=4, JAM=1 und JAM = 1
wie in der Figur angegeben sofort in ein Mengendiagramm eintragen. Fur die gegebenen An-
zahlen JA=8 und JM =2 ist dies jedoch nicht méglich.

Wegen JAM=JA-JAM=8-1=7 und JAM=JM-JAM =2 -1 =1 lassen sich nun zwei
weitere Felder des Mengendiagramms flllen (vgl. die linke Figur). Damit wurden (mit Aus-
nahme von S = 28 ) alle gegebenen Anzahlen verwendet, und es ist nun leicht méglich, die
restlichen drei Felder des Diagramms mit JAM =7, JAM =11 und JAM =1 zu fullen (vgl.
rechte Figur).

Wegen 7+7+11+1+1+1+1 = 29 entsteht ein Widerspruch zu S = 28 , also kénnen die Anga-
ben von Frank Schludrig nicht stimmen.

5=28

Dal} es nicht unbedingt nétig ist, alle angegebenen Anzahlen zu berechnen, zeigt der folgende
2.L6sungsweg:

Aufgrund der Gesamtzahl der Mitglieder von Arbeitsgemeinschaften ( 20 ) und der Zahl der
Jungen unter ihnen ( 8 ) und wegen 20 - 8 = 12 mufte es in der Klasse 12 Madchen geben,
die in Arbeitsgemeinschaften tatig sind.

Aufgrund der Gesamtanzahl der Olympiadeteilnehmer ( 4 ) und der Zahl der Jungen unter ih-
nen ( 2 ) und wegen 4 -2 =2 mufte es in der Klasse genau 2 Madchen geben, die an der
Olympiade teilgenommen haben.

Es wird nun ausgesagt, dal? genau eines dieser Madchen auch Mitglied einer Arbeitsgemein-
schaft ist. Also folgt aus den Angaben, dal auRer 12 Madchen, die Mitglieder von Arbeitsge-
meinschaften sind, noch ein weiteres Madchen in die Klasse gehen mute. Da somit die Zahl
der M&adchen in der Klasse mindestens 13 sein wirde, die Zahl der Jungen mit 16 angegeben
wird, 13 + 16 =29 ist, die Klasse aber nur 28 Schuler umfassen soll, kénnen die Angaben von
Frank Schludrig nicht stimmen.
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3.7. Das Umformen und Umkehren von Sé&dtzen

Ziele:
- Logisch-sprachliche Schulung;
o Fahigkeit, Satze umzuformen und umzukehren;

o F&higkeit, durch EinfGhren gunstiger Bezeichnungen Satze als Zeichenreihen zu

schreiben und solche Zeichenreihen wieder in die "Wortsprache" zu Ubersetzen.
- Anleitung zu selbstéandigem Wissenserwerb.

Zunéchst sollte man sich informieren, welche Schuler das (im Lehrplan als "Zusatzstoff" be-
zeichnete) Umkehren von Satzen im Unterricht bereits kennengelernt haben. Im allgemeinen
wird man davon ausgehen kénnen, dal} der hier zu behandelnde Stoff Gber den Unterrichtsstoff
hinausgeht.

Minimalvariante:

- Formulieren mathematischer Satze als Implikation (Trennen in "Vorausetzung" -
"Behauptung"); Vertrautmachen mit der "Symbolsprache"; Aufgabe 1) .

- Gemeinsames etappenweises Erarbeiten des "Merkstoffs".

- Umformen (Kontraponieren) von Satzen mit einer Voraussetzung (auch aus nichtmathemati-
schen Bereichen); entsprechende Teile von Aufgabe 2) .

- Umkehren von Séatzen mit einer Voraussetzung (auch aus nichtmathematischen Bereichen):;
entsprechende Teile von Aufgabe 3) .

Maximalvariante:

- Selbstandiges Erarbeiten des Merkstoffs mit anschlieRender Kontrolle beim weitgehend
selbstandigen Lésen der Aufgaben 1), 2) und 3) .

- Umformen und Umkehren von Satzen mit mehreren Voraussetzungen einschlieRlich dem
Zusammenfassen von Satz und wahrer Umkehrung zu einem "Genau-dann-wenn-Satz";
(Morgansche Regeln sowie Herausziehen von Teilvoraussetzungen); Kontrolie der
erworbenen Fahigkeiten anhand von Aufgabe 4) .

- Sicherheit im Ubersetzen von Satzen aus der "Wortsprache" in die "Symbolsprache" und

umgekehrt.

Bei Aufgabe 1) geht es darum, als Zeichenreihen geschriebene Satze verschiedenartig in die
"Wortsprache" zu Ubersetzen. Der Satz S(3) 4|a = 2|a laRt sich folgendermafen formulieren:

"Wenn eine Zahl durch 4 teilbar ist, dann ist sie auch durch 2 teilbar."
"Aus der Teilbarkeit durch 4 folgt die Teilbarkeit durch 2 ."
"Durch 4 teilbare Zahlen sind stets auch durch 2 teilbar."

Man begrinde, warum von den verschiedenen Formulierungsmdglichkeiten die "Wenn-dann-
Form" besonders wichtig ist und teile den Schulern mit, daR es eine weitere wichtige Formu-
lierungsform eines Satzes gibt, die im Unterricht im allgemeinen nicht behandelt wird. Unter der
Zielstellung "Wir wollen lernen, uns selbstandig Wissen anzueignen", werden die Schuler
aufgefordert, auf Seite 33 der Aufgabensammiung /1/ die 15 Zeilen Text von "Wahre Aussa-
gen heillen ..." bis "... nicht 4|x" durchzuarbeiten und zu versuchen, den ersten Teil von Auf-
gabe 2) zu l6sen, d.h. die Kontrapositionen zu den Satzen (S1) bis (S6), die jeweils nur eine
Voraussetzung besitzen, mundlich zu formulieren.

Nach Formulierung der Merkregel "Vertauschen und Verneinen von Voraussetzung und Be-
hauptung ist erlaubt" wird man die Frage stellen, ob es auch "erlaubt" ist, V und B nur zu
vertauschen. Hier mufdten die Schuler vom Unterricht her wissen, daR} die auf diese Weise er-
haltene Umkehrung auch eine falsche Aussage sein kann.
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Nach dem Durchlesen der ersten 5 Zeilen des Abschnitts "Das Umkehren von Satzen" sollen
die Schuler den ersten Teil der Aufgabe 3) I6sen, d.h. jeweils die Umkehrung der Satze (S1)
bis (86) in symbolischer Form notieren, in der "Wortsprache" formulieren und entscheiden, ob
es sich um eine wahre oder eine falsche Aussage handelt. Falsche Umkehrungen sind durch
ein Gegenbeispiel zu widerlegen. Ferner wird man den Schulern erklaren, wie man einen Satz
(mit einer Voraussetzung) und seine wahre Umkehrung zu einem "Genau-dann-wenn-Satz"
zusammenfassen kann.

An der Wandtafel sollte man folgendes festhalten:

(S3) 4x = 2x, (W) ; Beweis erforderlich .

(K3) 21x = 4+x; (W) ; kein erneuter Beweis erforderlich .
(U3) 2x = 4x; (F) ; Gegenbeispiel a=6: 2|6 = 4|6 .
(85) 9IQS(x) =» 9Ix ; (W) ; Beweis erforderlich .

(U5) 9x = 9|QS(x); (W) ,Beweis erforderlich .

(Z5) 9x < 9QS(x); (W) ;kein erneuter Beweis erforderiich .

In einer Teilzusammenfassung sollte man nochmals hervorheben, dal der Ubergang von
(V > B) zu (nicht B = nicht V) "erlaubt" ist, weil dabei der Wahrheitswert der Aussage
stets erhalten bleibt, der Ubergang von (V = B) zu (B = V) dagegen "nicht erlaubt" ist,
weil dadurch eine neue Aussage entsteht, die auch falsch sein kann. Der Ubergang von
(V< B) zu (B < V) ist wieder erlaubt, weil es sich hierbei um zwei gleichbedeutende Satze
handelt.

Nun sollten die Schuler dazu gebracht werden, selbst die Frage zu stellen und zu beantworten,
ob der Ubergang von (V = B) zu (nichtV = nicht B) erlaubt ist oder nicht.

Nach erfolgreicher Bewaltigung dieser Aufgaben kann man leistungsstarken Schuler den Auf-
trag geben, den restlichen Text aus dem Merkstoff zu "Das Umformen und Umkehren von Séat-
zen" durchzuarbeiten und dann in Aufgabe 2) die Kontrapositionen zu den Satzen (S7) bis
(S10) mit zwei Voraussetzungen zu bilden. Anhand selbstgewahlter Beispiele sollen sie sich
Uberzeugen, dall "nicht (A und B)" gleichbedeutend ist mit "(nicht A') oder (nicht B )".

Beim Ldsen des Restes der Aufgabe 3) wird man hervorheben, dall man zu Satzen mit zwei
Voraussetzungen insgesamt drei Umkehrungen bilden kann, und daf} es durchaus mdglich ist,
daf ein derartiger Satz mehr als eine wahre Umkehrung besitzt. Falsche Umkehrungen sollen
durch Gegenbeispiele widerlegt werden.

Besonders problematisch ist das Zusammenfassen eines Satzes mit mehreren Voraussetzun-
gen und einer wahren Umkehrung dieses Satzes. Zu diesem Zweck mussen sich die Schuler
zunéchst anhand von Beispielen davon Uberzeugen, dal "Wenn A und B, dann C " gleich-
bedeutend ist mit den Satzen "Wenn A, dann gilt: Wenn B, dann C" bzw. "Wenn B, dann
gilt: Wenn A, dann C ", und sie mussen dieses "Herausziehen einer Teilvoraussetzung" Uben.
Erst dann kann das Zusammenfassen eines solchen Satzes mit einer wahren Umkehrung
geUbt werden.

Das Suchen nach einer wahren Umkehrung eines Satzes mit mehreren Voraussetzungen und
das Zusammenfassen eines solchen Satzes mit einer wahren Umkehrung liegt erfahrungsge-
mafR an der oberen Leistungsgrenze von Schulern der Klassenstufe 6 und sollte nur beson-
ders leistungsstarken Schulern zugemutet werden. Das Resultat solcher Uberlegungen kann
wie folgt festgehalten werden:

(S10) (o, B Stufenw. angh) A gllh = a=8; (W); Beweis erforderlich .
(K10) a#PB = nicht [(a, B Stufenw. ang,h) A g|h]; (W) ;ohne Beweis .

a#B = (a, B keine Stw. an g,h) oder nicht g|lh; (W), ohne Beweis .
(K,10) azB A glh = (o, Bkeine Stw. an g,h); (W) ; ohne Beweis .
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(K,10) (o, B Stufenw. ang,h) Ana#B = nichtglh; (W) ;ohne Beweis .
(U10) a=p = [(a, B Stufenw. ang,h) A glh] ; (F); Scheitelwinkel .
(Uy10)  a=B A gllh = (a, B Stufenw. angh) ; (F) ; Wechselwinkel .
(U,10) (o, B Stufenw. ang,h) A a=f = g|h ; (W) ; Beweis erforderlich .
(S10) (a, BStw.ang,h) = [glh = a=B]; (W) ; ohne Beweis .

(U,10) (o, BStw.angh) = [a=p = g|lh]; (W);ohne Beweis.
(£,10) (0, BStw.angh) = [a=B < g|lh] ;. (W);ohne Beweis.

Dabei ist es fur die sprachliche Schulung sehr bedeutsam, dal® die Schuler diese Satze in der
"Wortsprache" und auch variablenfrei formulieren.

Wenn die Schuler "die" Umkehrung des Stufenwinkelsatzes (womit die einzige wahre Umkeh-
rung gemeint ist) im Unterricht kennengelernt haben, dann wird man darauf hinweisen, dal in
den Lehrblchern die gemeinsame Voraussetzung von (S10) und (U,10) in der Regel

"stillschweigend" herausgezogen wird, damit den Schulern das Formulieren dieser Umkehrung
leichterfallt. Aus demselben Grund wird auf die falschen Umkehrungen nicht eingegangen,
wodurch bei den Schulern der Eindruck entsteht, dal ein Satz héchstens eine wahre
Umkehrung besitzen kann.

Beim Lésen der recht anspruchsvollen Aufgabe 4) kénnen folgende Impulse helfen:
- Wie lautet die Behauptung?
- Wie iautet die Voraussetzung?
o Wieviel Voraussetzungen kommen vor?
- Gunstige Bezeichnungen einfuhren!
- Satz in "symbolischer Form'" (unter Verwendung dieser Bezeichnungen) festhalten!
- Alle méglichen Umkehrungen bilden und deren Wahrheitswert feststellen!
- Die Falschheit einer Umkehrung durch Angabe eines Gegenbeispiels angeben!

- Welche Voraussetzung haben der Satz und eine wahre Umkehrung dieses Satzes gemein-
sam? Diese Voraussetzung jeweils "herausziehen" und dann die beiden zu einem Genau-
dann-wenn-Satz zusammenfassen!

Bei Aufgabe 4a) sollen die Schuler erkennen, daf} der Satz

(S11) [2x und 3|]QS(X)] = 6|x die wahre Umkehrung
(U11) 6B]x = [2]x und 3|QS(x) ] besitzt und daf’ daher
(Z11) 6)x < [2|x und 3|QS(x) ] gilt.

Durch Anwendung der bekannten Teilbarkeitsregel 3|x < 3|QS(x) geht Z(11) in die
ebenfalls bekannte Teilbarkeitsregel fur die Zahl 6 Uber. Hier tritt der relativ seltene Fall ein,
dal} bei einem Satz (S) mit zwei Voraussetzungen bereits die "globale" Umkehrung (U) eine
wahre Aussage ist, woraus dann folgt, daf trivialerweise auch (U,) und (U,) wahre Aussagen

sind

Die Lésung der Aufgabe 4b) kann wie folgt festgehalten werden: |
Seien a, und a, die Langen der Grundseiten, h, und h, die I

Langen der zugehdrigen Hoéhen sowie A; und A, die Ih

Flacheninhalte zweier beliebiger Parallelogramme. (,‘:
Dann gilt stets: o
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(S) (a;=a)A(h,=h)] = A=A, ; (W) : Beweis nétig!
(U) A=A, = (@ =a)a(hy=h))]; (F)

Gegenbeispiel: a,=1, h,=4, a,=2, h,=2, Aj=A,=4 .
(U)  [Ar=A)A(h=h)]=> a;=a,; (W) ; Beweis nétig!
Uy [(@=a)AA=A)]= hy=hy; (W) ; Beweis nétig!

Bei einem derartigen Vorgehen Uben die Schuler den Einsatz symbolischer Schreibweisen.
Man sollte jedoch nie vergessen: Das Verwenden von "Symbolik" ist kein Selbstzweck, sondern
nur Mittel zum Zweck! Man sollte daher Uberprifen, welche Schuler bereits in der Lage sind,
ohne expliziten Einsatz von Symbolik die gesuchten Umkehrungen korrekt zu bilden und
"variablenfrei" zu formulieren, und man sollte dies als anzustrebendes Endziel hervorheben. Es
sollten etwa folgende Formulierungen angestrebt werden:
(U) Flachengleiche Parallelogramme haben gleich lange Grundseiten und gleich lange
Héhen. (F)
(U,) Flachengleiche Parallelogramme mit gleich langen Héhen haben auch gleich lange
Grundseiten. (W)
(U,) Flachengleiche Parallelogramme mit gleich langen Grundseiten haben auch gleich
lange Héhen. (W)
(Z,) Wenn zwei Parallelogramme gleich lange Héhen haben, dann gilt:
Diese Parallelogramme sind inhaltsgleich genau dann, wenn sei gleich lange
Grundseiten haben.
(Z,) Wenn zwei Parallelogramme gleich lange Grundseiten haben, dann gilt:
Diese Parallelogramme sind inhaltsgleich genau dann, wenn sei gleich lange
Hoéhen haben.

Hier liegt der relativ seltene Fall vor, daRk die Umkehrungen (U,) und (U,) beide wahr sind. In
diesem Fall gilt dann auch folgende Genau-dann-wenn-Aussage, die sich ebenfalls in zwei
wahre Wenn-dann-Aussagen zerlegen lalt:

(Z3) Wenn zwei Parallelogramme inhaltgleich sind, dann gilt:

Diese Parallelogramme haben gleich lange Grundseiten genau dann, wenn sie
gleich lange Hohen haben.

Diese Problematik kann man beim Lésen der Aufgabe 13) auf S.17 von /1/ wieder aufgreifen.
Sollte den Schulern zu diesem Zeitpunkt die Formel zur Berechnung des Inhalts von
Parallelogrammen noch unbekannt sein, dann betrachte man den entsprechenden Satz fur
Rechtecke.
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3.8. Das Beweisen von Satzen ; zahlentheoretische Beweisaufgaben

Ziele:

- Erkennen der Beweisnotwendigkeit und Methode des direkten Beweises.

- Ubertragen der (beim Lésen von Bestimmungsaufgaben eingefuhrten) Strategien VA und
RA auf das Lésen von Beweisaufgaben.

- Verwenden von Lésungsgraphen zum Abspeichern von Beweispléanen.

- Verwenden von Variablen zum Festhalten von Satzen in symbolischer Schreibweise.

- Ubersetzen in die Sprache der Gleichungen.

- Dreispaltige Beweisschemata als Darstellungsform fur Beweise.

Laut "Lehrplan Gymnasien - Mathematik , Klassen 5 - 12" des Sé&chsischen Staatsministeri-
ums fur Kultus wird das "Erstmalige Bekanntmachen mit der Beweisnotwendigkeit und der Me-
thode des direkten Beweises" fur den "Lernbereich 5: Dreiecke und Kongruenz von Figuren"
vorgesehen. Es ist vorteilhaft, in einer AG das Beweisen auf der Grundlage des Stoffs aus dem
Lernbereich 1 "Teiler und Vielfache naturlicher Zahlen" einzufGhren.

Wiederholung von Stoff aus der AG Klasse 5:
RA und VA beim Lésen von Bestimmungsaufgaben aus dem Abschnitt "Aufgaben Uber Flachen
und Kérper". RA beim Suchen nach Gewinnstrategien bei mathematischen Spielen.

Minimalvariante:

- Feststellen der Wahrheitswerte der Aussagen in Aufgabe 1) und Aufgabe 8) .

- Gemeinsames Erarbeiten des Beweises von Aussage (1) in Aufgabe 1); Aufgabe 2) .
- Beweis der Aussagen (1) bis (4) in Aufgabe 4) .

- Aufgabe 3) und Aufgabe 6) .

Maximalvariante:
- Weitgehend selbstandiges Lésen der Aufgaben 1), 3), 4), 6), 8) .
- Aufgaben 5), 7) und 9) .

Es ist anzustreben, da die Schuler die Impulse, die das VA unf RA beim Lésen von Bestim-
mungsaufgaben kennengelernt und wiederholt haben, méglichst selbst auf das Lésen von Be-
weisaufgaben Ubertragen. Es empfiehlt sich, die "Merkschemata" mit den beiden Fragezeichen
recht oft an der Wandtafel erscheinen zu lassen und dabei immer wieder auf die Gemeinsam-
keiten dieser Vorgehensweisen beim Lésen sehr unterschiedlicher Aufgaben aufmerksam zu
machen.

. _ dem Gegebenen . berechnen
O—1—> ? Was |aRdt sich aus {den Vorauss;setzungen} unmltteibar{ :bleiten }
Begrindung!
-] Woraus lieRe sich {d?eaSBShe:SpCtTJtr?g} unmittelbar {bz;elgggﬁn}

Begrundung!

Zuerst sollen die Schuler fur die in Aufgabe 1) und Aufgabe 8a)-d) gegebenen Allaussagen
eine Vermutung Uber den Wahrheitswert dufiern, indem sie durch Interpretation der Variablen
zu Einzelaussagen Ubergehen, deren Wahrheitswert leicht feststellbar ist. Lalt sich auf diese
Weise ein Gegenbeispiel finden, dann ist die betreffende Allaussage sicher falsch, gelingt dies
nicht, dann durfte sie vermutlich wahr sein.

Bei Aufgabe 1) sind die Beziehungen zwischen den gegebenen Aussagen festzustellen:
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Die Aussagen (2) und (4) unterscheiden sich nur dadurch von den Aussagen (1) und (3), dal3
anstelle eines "A" ein "V"' steht. Dabei mu} nochmals wiederholt und anhand von Beispielen
erlautert werden, dal} eine Alternative A,vA, genau dann wahr ist, wenn mindestens eine der
verknUpften Aussagen wahr ist, wahrend eine Konjunktion A;AA, genau dann wahr ist, wenn
beide verknUpften Aussagen wahr sind. Also ist (2|2 v 2|3) eine wahre Aussage, und wegen
21(2+3) ist Aussage (2) durch dieses Gegenbeispiel widerlegt.

Ferner ist hervorzuheben: Wenn Aussage (4) wahr sein sollte, dann mull Aussage (3) erst
recht wahr sein.

Bei den falschen Aussagen (5) und (6) sollte man versuchen, einige Schuler "hereinzulegen”,
indem man einige Interpretationen angibt, bei denen wahre Einzelaussagen entstehen, z.B.
(2112 A 4]12) => 6|12, (4]|48 A 8|48) =12]48 bzw. (2|12 A 3|12) = 6|12, 3|30 A 5|30 = 15|30 .
Erfahrungsgeman finden die Schiler fur Aussage (5) recht leicht Gegenbeispiele, nicht so aber
fur Aussage (6) .Wenn etwa das Gegenbeispiel (4|36 A 6|36) % 24|36 gefunden wurde, dann
sollten die leistungsstarksten Schuler untersuchen, welche Voraussetzung man zusatzlich
stellen muB, damit aus (6) eine wahre Aussage wird. Auf diese Weise kann man mit leistungs-

starken AGn den folgenden Satz entdecken: (a|c A bjc A ggT(a;b) =1) = abjc.

Auch zu den in den Aufgaben 8b) und 8d) gegebenen falschen Aussagen finden die meisten
Schuler kein Gegenbeispiel. So gilt z.B. a<b = a-0<b-0, und (x®*+x+1) wird zwar fur x =1, 2,
..., 9 , aber weder fir x =10 noch fir x =11 eine Primzahl.

Zusammenfassend wird man feststellen, dall Vermutungen, die aufgrund einiger konkreter Bei-
spiele gefunden oder bestétigt wurden, auch falsch sein kénnen, und dal daher erst ein Be-
weis die Wahrheit einer Aussage zu garantieren vermag.

Nun wenden wir uns der in Aufgabe 1) als vermutlich wahr erkannten Aussage (1) zu, betrach-
ten also folgenden

Satz: Wenn eine Zahl zwei andere Zahlen teilt, so teilt sie auch deren Summe.

Zunachst wird die Teibarkeitsdefintion wiederholt und in Kurzform an der Wandtafel festgehal-
ten:
Definition: alb  <>pf b=n-a mit neN .

Um einen Beweis fur diesen Satz zu finden, kann man folgende Impulse einsetzen:
- Variable einfGhren! [a,b,ceN].
- Voraussetzungen und Behauptung herausschreiben! [V, a|b; V. alc; Beh.: a|(b+c) ] .
- Suche nach einem Beweis! Welche Fragen kénnten helfen? [ Fragen zum RA oder VA | .
- Woraus lie3e sich a|(b+c) unmittelbar ableiten? Geeignetes Hilfsmittel?
[ Obige Definition liefert die hinreichende Feststellung b+c =n-a mit neN].
- Was lait sich aus den Voraussetzungen unmittelbar ableiten? Geeignetes Hilfsmittel?
[ Obige Definition liefert die ableitbaren Feststellungen b =n,-a und c¢=ny,a mit n;,n,eN .

- Was lait sich hieraus unmittelbar ableiten? Beachte das hinreichende Teilziel!
Der AG-Leiter halt die Voraussetzungen und die Behauptung in den Endknoten eines L6-

sungsgraphen fest und tragt die gewonnenen Feststellungen in diesen Ldsungsgraphen ein.
Auf diese Weise entsteht an der Wandtafel der folgende
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Lésungsgraph:

alb - b= nga -

]»b+c =nsa+ nya —» btc=(n+ny)a —» b+c=na —

alc - c= nya -

Die zugehdrigen "Begrundungen" (mit denen die Kanten des Lésungsgraphen belegt werden)
sowie die Nebenbedingungen (z.B. n,eN) lasse man mundlich festhalten.

Man beachte, dall solche Loésungsgraphen kein Selbstzweck, sondern nur ein didaktisches
Hilfsmittel fur den AG-Leiter sind, und daf} sie stets auch nur von ihm an der Wandtafel festge-
halten werden. Mit ihrer Hilfe soll man demonstrieren, wie man durch RA/VVA zu einem Beweis
gelangen kann, wobei es darauf ankommt, dal die Schuler die zugehérigen Fragen und Im-
pulse selbst formulieren.

Ferner dienen Lésungsgraphen dazu, so gefundene Ldsungsplane abzuspeichern, um damit
als Ausgangspunkt fur eine Beweisdarstellung zu dienen, fur die wir folgende Form eines
dreispaltigen Beweisschemas wahlen:

V., alb;

V,.  blc;

Beh.: a|(b+c) .

Beweis:

V, = (1) b=na mit neN ; [ Definition "Teilbarkeit" ] .

Vo = (2) c=na mit n,eN , [ Definition "Teilbarkeit" | .

(1),(2) = (3) b+c=na+n;a,; [ beidseitige Addition ] .

(3) = (4) b+c=(n+ny)a ; [ Distributivgesetz ] .

(4) = (5 b+c=na; [ Wenn ny,n,eN, dann (n+n,)eN].
() = Beh. a|(b+c) ; [ Definition "Teilbarkeit" ] .

Ein derartiges Darstellen von Beweisen ist eine erlernbare Technik, die sich die Schuler recht
rasch aneignen sollten. Wenn Unsicherheiten auftreten, dann lasse man zuerst die abgeleitete
Feststellung nennen, dann die zugehorige Begrindung, aus der sich dann die Vorderglieder
der Implikation in der entsprechenden Beweiszeile ergeben.

Man versdume nicht, den Beweis mit folgenden Worten abschlieRen zu lassen: "Damit ist
bewiesen, daR fur beliebige (alle) naturlichen Zahlen a, b, ¢ gilt Wenn ... ,dann .... . "

Es ist stets vorteilhaft, wenn ein zu beweisender Satz den Schilern nicht gegeben, sondern
von ihnen (als vermutlich wahre Aussage) selbst entdeckt wird. Dabei sollte man in der Regel
von konkreten Beispielen ausgehen und vor allem auch leistungsschwéachere Schuler mit ein-
beziehen, in der Hoffnung, dal von diesen auch eine falsche Vermutung geéduflert wird, die
dann nachtraglich durch ein Gegenbeispiel widerlegt werden kann.

In Aufgabe 1) sind nun noch die beiden wahren Aussagen (3) und (4) zu beweisen, wobei wir
schon festgestellt hatten, da? (3) aus (4) folgt und wir uns daher mit dem Beweis von (4) be-
gnugen kénnen.

Dieser Beweis soll von den Schulern in selbstandiger Arbeit gefunden werden. RA fuhrt zu
bc=na;VAfuhrtzu b =n,a oder ¢ =n,a, und man sieht sofort, dal} aus jeder dieser beiden
abgeleiteten Feststellungen die hinreichende Feststellung durch eine einfache Umformung
folgt.
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Aufgabe 2) ist zu einem spateren Zeitpunkt in selbstandiger Arbeit zu bewaltigen. Der Beweis
ist mit dem oben gefuhrten Beweis fast identisch.

Bevor man sich den Aufgaben 3) und 4) zuwendet, mu man durch intensives Uben absichern,
daf die Schuler Uber hinreichende Fertigkeiten im Umformen von Termen sowie im Aufstellen
von Termen oder Gleichungen zu vorgegebenen Sachverhalten verfugen (vgl. hierzu auch den
Abschnitt 3.4. "Gleichungen und Sachaufgaben"). Diese Ubungen sollte man tGber mehrere Zir-
kel verteilen, so daR} auch die leistungsschwécheren Schuler hinreichend davon profitieren.

Die leistungsstarkeren Schuler werden dann, wie in Aufgabe 5) gefordert, eigene Aufgaben
bilden.

In Vorarbeit zu Aufgabe 3) oder an anderer geeigneter Stelle sollte das "Ubersetzen in die
Sprache der Gleichungen" anhand folgender Aufgaben gelbt werden:

X istgerade Xx=2n ;. y istungerade : y=2m+1 ;

z istdurch 5 teilbar: z=5k ; usw.

a ist die Summe von 3 aufeinanderfolgenden Zahlen: a=n+ (n+1) + (n+2)

b ist die Summe von 4 aufeinanderfolgenden Zahlen, deren kleinste durch 5 teilbar ist :
b =5k + (5k+1) + (5k+2) + (5k+3) .

c ist das Produkt zweier aufeinanderfolgender ungerader Zahlen : ¢ = (2m+1)(2m+3) .

d ist das Produkt zweier beliebiger ungerader Zahlen : c=(2m+1)(2n+1) .

Ferner wird man das in der AG Klasse 5 eingefUhrte Multiplizieren von Klammerausdricken
(als Erweiterung des Distributivgesetzes) sowie das Ausklammern eines gemeinsamen Faktors
aus einer Summe ausfuhrlich Uben.

Die Aufgabe 3) 1&Rt sich durch Vorwértsarbeiten bewaltigen:

x istgerade — x=2m ---
}" xy =2m(2n + 1) = 2-(2mn + n) = 2k mit keN .
y istungerade — y =2n+ 1

Bei Aufgabe 4) stelle man die Satze (1), (2) und (3) zunachst zurlck, sie sollten von den
Schulern spater selbstandig bewiesen werden.

Bei der Suche nach einem Beweis fur die Satze (3) bis (6) sollte man den ersten Schritt stets
durch RA zurlcklegen lassen, um auf diese Weise zunéachst ein hinreichendes Teilziel zu er-
zeugen, das dann von den in die Sprache der Gleichungen Ubersetzten Voraussetzungen aus-
gehend zielgerichtet durch VA angesteuert werden kann. Dabei sollten Lésungsgraphen zum
Festhalten des Lésungsplans verwendet werden.

Beim Beweis des Satzes (6) wird man die Formel zur Berechnung der Summe der ersten n
natUrlichen Zahlen wiederholen und den Lésungsplan wie folgt festhalten:

V: z=3n+(3n+1)+(3n+2) + ... + (3n+9) ;
B: 15)z.
V > z=10-3n + (142+3+...+9) = 30n + 45 = 15(2n+3) —» z =15k —{15[z]

Bei Aufgabe 6) liefert nicht die Teilbarkeitsdefinition,

sondern ein Satz (der Satz Uber die Teilbarkeit 7?7 > 2z -
durch 6) hinreichende Teilziele fur die Behauptung. }»
Um diese Teilziele von der Voraussetzung ? - 3z -

z =n(n+1)(n+2) ausgehend erreichen zu kénnen,
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mull man erkennen, dal unter drei aufeinanderfolgenden Zahlen stets genau eine durch 3
teilbare Zahl und mindestens eine durch 2 teilbare Zahl vorkommt.

Von wesentlich héherem Schwierigkeitsgrad ist die Aufgabe 7) . Wiederum ist es wichtig, dal}
man die Voraussetzungen und die Behauptung geschickt "in die Sprache der Gleichungen
Ubersetzt". Als Hilfsmittel dient dabei der Satz Uber die Division mit Rest, den die Schiler néti-
genfalls durch das Lesen des Merkstoffs auf S. 30 selbstandig wiederholen sollten.

Die durch VA und RA gewonnen Teilresultate kann man wie folgt festhalten:

V.

1 r:5q1+3“‘
}» ? ?  Sfs=5q+4

Mit Blick auf das Ziel wird man dann beim VA zuné&chst den Term rs berechnen und so lange
umformen, bis man als hinreichendes Teilziel die Gleichung rs = 5(...) + 4 erhalten hat, wo-
bei der Ausdruck in der Klammer eine naturliche Zahl darstellen muf3. Die Hauptschwierigkeit
besteht darin, da man die auftretende 2@ in (5+4) aufspalten muf3, um dann die 5 aus-
klammern zu kénnen und die 4 als Rest zu erhalten.

Bei Aufgabe 8) ist die Wahrheit von (8a) sehr leicht nachweisbar, wenn man mit Variablen
umgehen kann: Stets gilt n(n+1)=n%*+n.

Die Falschheit von (8b) laRt sich durch das (einzige) Gegenbeispiel ¢ =0 nachweisen.

Schwieriger ist der Nachweis der Wahrheit von (8c).

Wenn z=2n+1 ,danngilt z2-1=4n*+4n+1-1=4n(n+ 1) . Da unter den beiden auf-
einanderfolgenden naturlichen Zahlen n und (n+1) stets genau eine gerade ist, folgt hieraus,
dall z?-1 stets durch 8 teilbar ist.

Derin (8d) vorkommende Term (x*+x+11) nimmtfur x=0, 1, 2, ..., 9 die Werte 11, 13, 17,
23, 31, 41, 53, 67, 83, 101 an, und dies sind samtlich Primzahlen. Dies fuhrt viele Schuler zur
falschen Vermutung, da (8d) eine wahre Aussage ist.

Das am leichtesten zu findende Gegenbeispiel ist x = 11 , aber auch x = 10 liefert ein
Gegenbeispiel.

Die Wahrheit von (8e) wird durch eine geschickte Fallunterscheidung erbracht. Ist eine der
beiden Zahlen durch 3 teilbar, dann trifft dies auch fur ihr Produkt zu. Ist dies nicht der Fall,
dann hat eine der Zahlen die Form (3m+1), die andere die Form (3n+2) , und man sieht sofort,
daR ihre Summe durch drei teilbar ist.

Diese Aussage lalt sich auf zwei verschiedene Weisen verallgemeinern. Man kann die
Behauptung verscharfen, indem man sie durch ‘ist stets entweder ihre Summe oder ihr
Produkt durch 3 teilbar" ersetzt. Man kann auch ihre Voraussetzung abschwéchen, indem
man zul&lt, dalk die beiden Zahlen einander gleich sind. In diesem Fall wird die Differenz der
beiden Zahlen gleich 0, und wegen 3|0 gilt die ursprungliche Behauptung.

(8f) ist eine Existenzaussage, deren Wahrheit leicht durch die Angabe von Beispielen nachzu-
weisen ware. Das Primzahltripel (3;5;7) ist leicht zu finden. Um die Falschheit von (8f) nach-
zweisen, ist dagegen ein Beweis notig. Dieser ist mit der Feststellung erbracht, dal? sich unter
drei aufeinanderfolgenden ungeraden Zahlen stets mindestens eine durch 3 teilbare Zahl be-
findet.
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Aufgabe 9) hat wiederum einen héheren Schwierigkeitsgrad.

Relativ leicht ist zu erkennen, dalk eine Primzahl p , die gréRer als 3 ist, bei Division durch 3
stets den Rest 1 oder 2 laRt, also entweder die Form (3n+1) oder die Form (3n+2) besitzt.
Folglich gilt fur Primzahlzwillinge p, (p+2) , dald ihnre Summe stets die Gestalt (6n + 3) besitzt.
Da man auch davon ausgehen kann, dal} derartige Primzahlzwillinge die Gestalt (3m+1) oder
(3m-1) besitzen, muB ihre Summe sogar die Gestalt 6m annehmen, also durch 6 teilbar sein.
Da Primzahlen gréRer 3 auch nicht gerade sein kénnen, kann man analog zeigen, dall sie die
Gestalt (6n+1) oder (6n-1) besitzen mussen, woraus fur die Summe eines Primzahlzwillings
dann folgt, daR sie die Gestalt 12n besitzt und daher durch 12 teilbar sein mul3.

Man wird den Schulern an dieser Stelle mitteilen, dal es vermutlich unendlich viele Prim-
zahlzwillinge gibt, dal es aber bislang noch nicht gelungen ist, diese Aussage zu beweisen.
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39. Geometrische Aufgaben

Die in den Abschnitten 3.9.1., 3.9.2., 3.9.3. und 3.9.4. besprochenen Aufgaben mussen kei-
nesfalls nacheinander behandelt werden, ein "Vermischen" dieser Aufgaben ist sogar zu emp-
fehlen. So sollte man etwa die Licke zwischen der Behandlung zahlentheoretischer und geo-
metrischer Beweisaufgaben nicht zu gro? werden lassen. Wenn wir dem Unterricht nicht vor-
greifen wollen, werden vom Lehrplan diesbezlglich einige Grenzen gesetzt.

Aus der AG Klasse 5 kann auf den Abschnitt "Aufgaben Uber Flachen und Kérper" zurtickge-
griffen werden. Hier wird das RA beim Lésen von Bestimmungsaufgaben, das Abspeichern der
Aufgabenstellung durch informativ gestaltete Figuren sowie Lésungsgraphen zum Festhalten
von Lésungsplanen behandelt.

Unabhéangig vom Unterrichtsstoff der Klasse 6 sind nur die geometrischen Bestimmungsaufga-
ben 7), 8), 9), 10), 12) des Abschnitts 3.9.2., einige geometrische Bestimmungsaufgaben, die
unter den "Vermischten Aufgaben" als Aufgabe 3), 8), 10), 14), 21), 25), 30), 33) und 60) an-
gegeben sind, sowie die Konstruktionsaufgaben 1) und 2) aus dem Abschnitt 9.3.4.

Erst nach Behandlung des "Lernbereich 4. Spiegelung, Verschiebung, Drehung", der auch den
Scheitelwinkelsatz, den Nebenwinkelsatz und die Satze Uber Winkel an geschnittenen Paral-
lelen enthalt, kann man die sechs Aufgaben des Abschnitts 3.9.1. Uber Bewegungen sowie die
geometrischen Bestimmungsaufgaben 1), 2) und 5) behandeln.

Der erste Teil des "Lernbereich 5: Dreiecke und Kongruenz von Figuren" enthalt den Basiswin-
kelsatz, den Innenwinkelsatz und den AuRRenwinkelsatz. Auf dieser Grundlagen lassen sich die
geometrischen Bestimmungsaufgaben 3), 4), 6), 11) 13), 14), 15) , die geometrischen Be-
weisaufgaben 1), 2), 3), 5), 6), 7), 9), 10), 11) sowie die "Vermischten Aufgaben" 42), 45), 47),
51) behandelin.

Erst nach dem letzten Teil des Lernbereichs 5., in dem die Kongruenz von Dreiecken und Drei-
eckskonstruktionen behandelt werden, kann man die Beweisaufgaben 4) und 8) sowie die
Konstruktionsaufgaben 3) bis 12) behandeln.

Minimalvariante:

Aufgaben tber Bewegungen:

Wiederholen und Vertiefen des Unterrichtsstoffs.

Die wichtigsten Eigenschaften von Verschiebungen, Spiegelungen und Drehungen.
Darstellen von Punkten im Koordinatensystem.

Aufgaben 1), 2), 3a,b), 4a) .

Bestimmungsaufgaben :

- Wiederholen und Vertiefen des Unterrichtsstoffs.

- Informativ gestaltete Figuren; Hilfsmittelfrage beim VA und RA; Lésungsgraphen;
Lésungsschemata.

- Aufgaben 1), 2), 3a), 5), 6a), 7), 8), 9), 10), 12) .

Beweisaufgaben:

- Informativ gestaltete Figuren; Hilfsmittelfrage beim VA und RA; Lésungsgraphen;
Beweisschemata.

- Aufgaben 1), 2), 3), 4), 5), 8), 9), 10) .

Konstruktionsaufgaben:

- Informativ gestaltete Figuren; geometrische Orter als Erfillungsmengen; Methode der geo-
metrischen Orter : Darstellung der Konstruktionsbeschreibung in Kurzform (Verwenden
von Bezeichnungen aus der Mengenlehre).

- Einsicht in die Notwendigkeit von Einzigkeits- und Existenznachweis bei Konstruktions- und
Ortsaufgaben.
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- Aufgaben 1), 2), 3), 4), 5), 6), 10).

Maximalvariante:

Aufgaben tber Bewegungen:

- Eigenschaften von Bewegungen .

- Gleitspiegelungen; Dreispiegelungssatz.
- Aufgaben 3c), 4b,c), 5), 6), 7), 8).

Bestimmungsaufgaben:

- Informativ gestaltete Figuren; Teilzielfrage und Hilfsmittelfrage beim VA und RA, "Suche
nach Gleichungen" als spezielle Hilfsmittelfrage; Losungsgraphen und Lésungsschemata.

- Parameterhaltige Aufgaben; Uberbestimmte Aufgaben; Proben am Spezialfall.

- Aufgaben 3b), 4), 6b), 13), 14), 15).

Beweisaufgaben:

- Informativ gestaltete Figuren; Teilzielfrage und Hilfsmittelfrage beim VA und RA; L&sungs-
graphen und Beweisschemata.

- Aufgaben 5), 6), 7), 9), 10), 11), 12), 13).

Konstruktionsaufgaben:

- Informativ gestaltete Figuren; Methode der geometrischen Orter; Methode der Hilfselemente
(als VA und RA);

- Geometrische Orter als Erfullungsmengen: vollstandige Darstellung einer Konstruktionsauf-
gabe (Konstruktionsbeschreibung; Einzigkeitsnachweis; Existenznachweis); Determination
bei parameterhaltigen Aufgaben.

- Aufgaben 1), 2), 7), 8), 9), 10), 11), 12).

39.1. Spiegelungen, Verschiebungen und Drehungen

Ziele:

- Wiederholung und Vertiefung des Unterrichtsstoffs.

- Verschiebungen, Spiegelungen und Drehungen als eineindeutige Abbildungen einer Ebene
auf sich.

- Nacheinanderausfihren von Verschiebungen, Spiegelungen und Drehungen; Bewegungen
als Produkt von Geradenspiegelungen; Dreispiegelungssatz.

- Darstellung von Punkten im Koordinatensystem.

- Entdecken von Beziehungen zwischen Abbildungen; Lésen von Aufgaben Uber Abbildun-
gen.

Man halte die Schuler an, quadratisch karierter Papier zu verwenden und die dadurch entste-
henden Vorteile fur ein schnelles und genaues Konstruieren zu nutzen. Man wird sich zwar
Uberzeugen, ob die Schuler aus dem Unterricht hinreichende Fertigkeiten im Umgang mit Zei-
chengeraten mitbringen, wir stellen uns aber nicht das Ziel, die Fertigkeiten im genauen Kon-
struieren zu erhéhen. Auch in diesem Stoffgebiet geht es uns vorwiegend um eine Entwicklung
der Fahigkeit zum problemlésenden Denken.

Das Durcharbeiten des Merkstoffs auf S$.34 kann man mit einer Wiederholung des Unterrichts-
stoffs verbinden. Es wird hervorgehoben, dal} jede Verschiebung durch unendlich viele Pfeile
festgelegt wird, die in Lange, Richtung und Richtungssinn Ubereinstimmen. Es wird die Ge-
meinsamkeit mit der Tatsache hervorgehoben, dal} jede gebrochene Zahl durch unendlich
viele Bruche dargestellt wird, die durch Kurzen oder Erweitern auseinander hervorgehen. Ar-
beitet man in einem Koordinatensystem, dann spielt der "Ortspfeil" (dessen Schaft im Ursprung
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des Koordinatensystems liegt) in der Menge aller dieser Pfeile dieselbe Rolle, wie der gekurzte
Bruch in der Menge aller dieser Bruche: Beides sind nur spezielle (moglichst "einfache") Ver-
treter aus der zugehdrigen Menge.

Nach Erlauterungen zum Begriff "Bewegung" sollte man die Arbeit am Merkstoff unterbrechen
und mit dem L&sen von Aufgaben beginnen.

Bei Aufgabe 1) wird man sich zunachst Uberzeugen, ob die Schuler die hier verwendet Sym-
bolik verstehen.

Bei Aufgabe 71a) sollen die Schuler das Bild A'B'C' und dessen Bild A"B"C" in die Figur auf
S.13 der Aufgabensammlung einzeichnen und die (u.U. aus dem Unterricht bekannte) Vermu-
tung auRern, dal das "Prodql&_ﬂ der beiden Spiegelungg_rl_an parallelen Geraden eine Ver-
schiebung ist, die man mit V(AA") oder etwa auch mit V(BB") oder V((TC_I::') bezeichnen kann.
Nun geht es darum, den (als Vertreter gewahiten) Verschiebungspfeil PP' zu charakterisieren.
Es ist leicht zu erkennen (und mit Hilfe von Eigenschaften der Geradenspiegelung zu begrin-
den), da® PP'Lg gilt. Schwieriger ist die Erkenntnis (und deren Begrundung), dal} der Ver-
schiebungspfeil doppelt so lang ist wie der Abstand zwischen den gegebenen parallelen
Geraden g und h.

Das Resultat dieser Uberlegungen wird in folgender Form in die daflr vorgesehene Leerstelle
in der Aufgabensammlung eingetragen: Sp(g)Sp(h) = V(PP') mit PP'1g,h und PP' = 2d(g;h) .

Die Aufgaben 1b) und 1c) werden analog behandelt.

In Aufgabe 1) haben wir festgestellt, dal das "Produkt" zweier Geradenspiegelungen eine Ver-
schiebung oder eine Drehung (speziell eine Punktspiegelung) sein kann. Die Schuler werden
aufgefordert, zu Uberlegen, welche Fragen wir uns jetzt stellen kénnten. Folgende Fragen
sollten gestellt werden:

Was kann man als Produkt zweier Verschiebungen, zweier Drehungen oder zweier Punktspie-
gelungen erhalten?

Was kann man als Produkt von drei, vier oder noch mehr Geradenspiegelungen erhalten?
Was kann man als Produkt einer Verschiebung mit einer Geradenspiegelung, einer Verschie-
bung mit einer Punktspiegelung usw. erhalten?

Man wird den Schulern klarmachen, wie wichtig es ist, méglichst viele derartige Fragen zu
stellen, auch wenn man nicht alle diese Fragen beantworten kann oder will. Es wére sehr er-
freulich, wenn ein Schuler auch die Frage stellt, ob man die "Faktoren" in derartigen
"Produkten" stets vertauschen darf, wie das bei den Faktoren eines Produkts von Zahlen stets
statthaft ist.

Durch analoges Vorgehen wie in Aufgabe 1) sollen die Schuler in Aufgabe 2) entdecken, Daf
das Produkt zweier Punktspiegelungen Sp(P) und Sp(Q) stets die Verschiebung V(2I5_d') ist.
Leistungsstarke Schuler kénnen bei der Suche nach einem Beweis auf den Satz Uber die Mit-
tellinie im Dreieck stol3en.

Bei Aufgabe 3) mussen die Schuler fahig sein, Punkte mit gegebenen Koordinaten in ein Ko-
ordinatenssystem einzutragen. Die Konstruktionen zu Aufgabe 3a) sollten auch an der Wand-
tafel durchgefu_b_ri werden. Zunachst geht es darum, fUr die Bildpunkte von A B,C bei der Ver-
schiebung V(PP') und fur die Bildpunkte von A,B,C bei der Verschiebung V((T(-)”) gunstige
Bezeichnungen einzufuhren. Dann wird man hervorheben, dald man aus der Menge der zu PP’
parallelen und gleich langen Pfeile als gunstigen Vertreter den Pfeil AA,' auswahlen wird, um

die Verschiebung V('P_P") konstruktiv durchzufUhren. Dabei sollte nicht die Konstruktion mit Zir-
kel und Lineal im Vordergrund stehen, sondern die Erkenntnis, daf® man den Bildpunkt A,' er-

halt, indem man vom Originalpunkt A "zwei Einheiten nach unten" und dann "zwei Einheiten
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nach rechts" geht (wobei man die Vorteile des quadratisch karierten Papiers fur derartige
Zwecke ausnutzt). Auch die Bildpunkte B, und C,' werden so ermittelt (ohne die zugehéri-

gen Pfeile einzuzeichnen).

Nach analogem Ermitteln der Bilder . _ , \ v

A.B,,C, von A;B,,C,/ bei der Ver- | ¢ — — —

schiebung V(C')_Qﬁ) wird zunachst die 1 \/(PP)" V(Qa') = VCM,)

(bereits oben gestellte) Frage aufgewor- 1 C,

fen, was man als Produkt dieser beiden _ , }\

Veschiebungen erhélt. Das Resultat wird I

inder Form .
V(PP")-V(QQ') = V(AA))

festgehalten und der Pfeil m einge-

zeichnet.

Analog wird A,,B,,C,) und A,B,C,
ermittelt und festgestellt, dal A, = A, ,
B,=B,,C,=C, gilt

Damit hat man_ erkgnnt, dal
V(PP')oV(QQ') = V(QQ'")°V(PP') gilt, d.h.
dall man beim Nacheinanderausfuhren
zweier Verschiebungen die "Faktoren"
vertauschen darf, wie dies ja auch beim | 77

Multiplizieren zweier Zahlen statthaft ist, P Q
in beiden Fallen gilt das Kommutativge- + : + + + 4 + X
setz. 17 2 3 4 &5 6 1 8

Bevor die Schuler die Aufgaben 3b) und 3c) in selbstandiger Arbeit zu I6sen versuchen, wird
hervorgehoben, dal dadurch die Frage untersucht wird, ob auch bei Nacheinanderausfuhren
von Geradenspiegelungen (speziell an parallelen Geraden) und Punktspiegelungen das Kom-
mutativgesetz gilt. Es wird festgestellt, dak dies im allgemeinen nicht der Fall ist.

Nun kann man sich wieder dem "Merkstoff' (S.34) zuwenden und zunachst einige
Eigenschaften von Bewegungen besprechen. ‘

Bei "(1) Eindeutige VerknUpfbarkeit" wird man herausfinden lassen, dal} diese Eigenschaft
zwar den Bewegungen insgesamt sowie der speziellen Bewegung "Verschiebung" zukommt,
nicht aber den Spiegelungen oder den Drehungen.

Bei "(2) Umkehrbarkeit" wird man danach fragen, welches die entgegengesetzte Bewegung zu
einer vorgebenen Verschiebung, Geradenspiegelung, Drehung oder speziell Punktspiegelung
ist.

Die Eigenschaften (3) bis (10) werden den Schilern als "Selbstversténdlichkeiten" erscheinen,
weil sie noch keine weiteren Abbbildungen kennengelernt haben, die einige dieser Eigenschaf-
ten nicht besitzen. Man wird daher nur darauf hinweisen, dal diese Eigenschaften zur Begrin-
dung beim Beweisen herangezogen werden.

Die Eigenschaften (11) bis (15) fassen die Erkenntnisse zusammen, die beim Lésen der Auf-
gaben 1), (2) und 3) gewonnen wurden.

Bevor man sich mit dem Lésen der etwas schwierigeren Aufgabe 4) beschaftigt, solite man die
Schuler auffordern, diese Aufgabe mit den Aufgaben 1) und 2) zu vergleichen und nach Bezie-
hungen zwischen diesen Aufgaben zu suchen.

Man beachte auch die Analogie zum Rechnen mit Zahlen: Bei einer Multiplikationsaufgabe
sind zwei Faktoren gegeben und das Produkt gesucht. Wenn ein Faktor und das Produkt
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gegeben sind und der andere Faktor gesucht ist, dann liegt eine zur erstgenannten Aufgabe
"inverse" Aufgabe vor, im konkreten Fall eine Divisionsaufgabe. Eine analoge Beziehung
besteht zwischen den Aufgaben 1a) und 4a), den Aufgaben 1c) und 4b) sowie zwischen den

Aufgaben 2) und 4c) .
Hier sollte man den Schuler hinreichend Zeit lassen, durch Knobeln selbst den Lésungsgedan-

ken zu finden, der sich allgemein so formulieren 14Rt:
Wenn far drei Bewegungen Bew,°Bew, = Bew gilt und wenn auer einem Original ABC noch
Bew, und Bew gegeben sind, dann konstruiere man zunéchst das Bild A'B'C' von ABC bei
Anwendung von Bew, sowie das Bild A"B"C" von ABC bei Anwendung von Bew . Anschlie-
Rend ermittie man diejenige Bewegung, die A'B'C' in A"B"C" Uberfuhrt.

Die Aufgabe wird leichter, wenn man vorher fol-
gende Hilfsaufgaben behandelt: Zu passend ge- ;{
wahltem Original und Bild ist die zugehdrige Spie-

gelgerade bzw. der zugehodrige Spiegelpunkt zu 54 D C

konstruieren. Es ist jedoch gunstiger, wenn die

Schuler diese Hilfsaufgaben selbst finden und 16- 3’
sen 47 A I /

In Aufgabe 5) steht von vornherein nicht fest, ob i M

es Uberhaupt eine Bewegung gibt, die die gegebe- K G

nen Bedingungen erfullt, bzw. ob es vielleicht so- | T
gar mehr als eine solche Bewegung gibt. Auch hier

sollte man die Schuler selbsténdig arbeiten lassen 1 -
und zunéchst abwarten, wie viele von den drei L&-
sungen gefunden werden. 1 ) ' M- ?X“

Mit M(4;3) und P(1;,0) sowie g = PM wird
AB,CD durch V(AE) abgebildet auf E,F,G H,
durch Sp(g) abgebildet auf E,H,G,F, durch Dr(M;180°) = Sp(M) abgebildet auf G,H,E,F .

Aufgabe 6) ist die erste geometri-
sche Beweisaufgabe. Durch die
Hilfsmittelfrage beim RA st6Rt man
auf die Definition des Kreises als
Hilfsmittel und damit auf die hinrei-
chenden Teilziele SA =SB = SC =
SD , wenn man erkannt hat, daR
der Schnittpunkt S der Geraden g
und h der Mittelpunkt dieses Krei-
ses ist.

Durch VA gelangt man Uber eine
Eigenschaft der Geradenspiege-
lung zu den ableitbaren Feststel-
lungen, dall h die Mittelsenkrechte
von AB, daR g die Mittelsenk-
rechte von BC und daB h die
Mittelsenkrechte von CD ist, wo-
raus dann, weil S sowohl auf g
als auch auf h liegt, SA =8B und
5B =S8C und SD =SC folgt, wo-
raus sich unmittelbar die Behaup-
tung ableiten 1aRt.

Ferner sollte man die Frage stellen,
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was passiert, wenn man auf die Voraussetzung verzichtet, da® g und h nicht aufeinander
senkrecht stehen sollen.

Aufgabe 7) 1a3t sich analog I6sen wie Aufgabe 4) und sollte in selbstandiger Schulerarbeit be-
waltigt werden, wobei es wiederum nicht vorrangig auf das Durchfuhren und Beschreiben der
Konstruktion ankommt, sondern es durchaus reicht, wenn ein Schuler die Lésung wie folgt for-
muliert: Ich konstruiere den Bildpunkt A, von A bei V(PP') und dann die Mittelsenkrechte g

von A/A, , was beides allein mit Zirkel und Lineal durchfihrbar ist.

Die Aufgabe 8) hat insofern einen etwas ho- ‘%’ M
heren Schwierigkeitgrad, weil einige Schuler <
wahrscheinlich nur die Drehung um den Mit- - ”/d\\\
telpunkt M,(7;4) finden, und dies auch nur | (1D _~7 ¢/ \ O c'
dann, wenn ihnen bewuf3t ist, dal Punktspie- 2N M \A N N

_ : 7\
gelungen spezielle Drehungen sind. q) y 7 \e} \ N
Hier solite man die Schuler auf jeden Fall y /Q\,/\\ \
zunéchst selbstandig nach einer Lésung su- 2 K d /D
chen lassen. Wenn ein Schuler die Lésungen 1‘_ A ~~_ B /] A B
gefunden hat, dann darf er sie nicht verraten, | | - Q . »
er darf lediglich Fragen stellen oder Impulse 4 5 M. 9 13
als Hilfestellung geben. 3

Als erste Hilfestellung wird zun&chst nur mitgeteilt, dall es genau drei derartige Drehungen
gibt. Als weitere Hilfe teile man mit, dal3 eine dieser Drehungen eine 180°-Drehung ist, die
beiden anderen je eine 90°-Drehung sind. Als letzte Hilfe teile man mit, daR bei der 180°-Dre-
hung A ind C' Ubergeht, bei der einen 90°-Drehung A ind B' Ubergeht und bei der anderen
90°-Drehung A in D' Ubergeht. (Dal die letztgenannte Drehung genaugenommen eine (-90°)-
Drehung bzw. eine 270°-Drehung ist, spielt in diesem Zusammenhang keine Rolle.) Auf diese
Weise konnen die Schuiler auch zu den Drehpunkten M,(7;0) und M;(7;8) gelangen.

39.2. Geometrische Bestimmungsaufgaben

Ziele:

- Wiederholung und Vertiefung des Unterrichtsstoffs.

- Informativ gestaltete Figuren zum Abspeichern von Aufgabenstellung und Ldsungsplan.
- Teilzielfrage und Hilfsmittelfrage beim VA und RA .

- "Suche nach Gleichungen" als spezielle Hilfsmittelfrage.

- Lésungsgraphen zum Festhalten von Lésungspléanen.

- Loésungsschemata als Darstellungsform.

- Proben am Spezialfall.

- Parameterhaltige Aufgaben.

- Uberbestimmte Aufgaben.

Als Hausaufgabe erhalten die Schuler den Auftrag, den Geometriestoff aus inrem Lehrbuch bis
zu den Satzen Uber Dreiecke (aber noch ohne den Kongruenzbegriff) zu wiederholen, wobei
der Schwerpunkt bei den behandelten Begriffen und Séatzen liegen soll. Es geht dabei wieder
darum, bei Wahl von gunstigen Bezeichnungen abkUrzende Schreibweisen zu verwenden und
die so entstandenen Zeichenreihen dann wieder in die "Wortsprache" zu Ubersetzen.
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Beim Wiederholen der Begriffe "Scheitel- , Neben- , Stufen- , Wechselwinkel" sollte das For-
mulieren exakter Definitionen unterbleiben. Dagegen sollte hervorgehoben werden, dal} es
sich hierbei stets um Winkelpaare handelt, d.h. dal? es um Beziehungen zwischen zwei Win-
keln und nicht um Eigenschaften (wie z.B. "spitz" oder "stumpf') geht. Man kann zwar von
"dem" Scheitelwinkel sprechen, der zu einem vorgegebenen Winkel gehort; da jedoch zu je-
dem Winkel zwei Nebenwinkel gehéren, ist hier der bestimmte Artikel fehl am Platz. Wir wer-
den Nebenwinkelpaare haufig mit (@;¢') bezeichnen. Man sollte Stufen- und Wechselwinkel
nicht nur an geschnittenen Parallelen, sondern stets auch an beliebigen geschnittenen Gera-
den betrachten und zuséatzlich den Begriff "entgegengesetzt liegende Winkel" einfGhren.

An der Wandtafel entsteht nebenstehende Figur, und die

Schuler erhalten den Auftrag, alle Scheitelwinkelpaare, alle b 9;
Nebenwinkelpaare, alle Stufenwinkelpaare und alle Wech- ﬂ T
selwinkelpaare aufzuzahlen und die Behauptungen der zuge- ﬂ _}j

hérigen Satze sowie alle wahren Umkehrungen dieser Séatze
zu nennen. Daneben wird vermerkt:
Entgegengesetzt liegende Winkel:

(01,85); (By.7v2); (v4.B2); (84,000) .
o =7, . Schws.; E OA 3
Wenn g,llg, , dann a,=a, ; Stws. W 1
Wenn g4llg, . dann a;, =y, ; Wws.
o +By= oy +y,=180°;  Nbws.

Bei den Satzen uber Winkel am Dreieck wird man die Bedeutung der verwendeten Bezeich-

nungen einer Figur entnehmen und die Satze in Kurzform festhalten.

Aus dem AuRenwinkelsatz sollte der "kleine AuRenwinkelsatz" (der im Unterricht meist nicht

behandelt wird) abgeleitet werden.

Bei der mundlichen Formulierung der Satze sollten
stets auch deren Namen (z.B. "Basiswinkelsatz", C
"Umkehrung des Basiswinkelsatzes", "Dreiecksun- C’}’
gleichung" usw.) genannt werden. 3
Neben der Figur wird festgehalten:
a+p+y=180°: Iws.
Y=o+ ; Aws.
y>o ; v>8; kl.Aws.
atb>c: Dr.ugl. A B’E\
a=b = oa=B:; Bws. A _B\ '
a=f = a=b; UBws
a<b = a<B; Seiten-Winkel-Bez.
a<fB = a<b

Um Planfiguren zum Abspeichern von Aufgabenstellung und Lésungsplan (sowohl bei geome-
trischen Bestimmungsaufgaben als auch bei Beweisaufgaben) verwenden zu kénnen, treffen
wir folgende Vereinbarungen:

Zeichen fur gegebene GréRen werden grun, Zeichen fur gesuchte GréRen werden rot und
Zeichen fur HilfsgroRen werden blau geschrieben. Gleichlange Strecken und gleichgroRe
Winkel werden gleichfarbig gezeichnet, kongruente Figuren werden schraffiert; Voraussetzun-
gen "grun", Behauptungen "rot", abgeleitete oder hinreichende Feststellungen "blau". Man
sollte die Schuler daran gewéhnen, die Gitterpunkte von quadratisch kariertem Papier zum ra-
schen Anfertigen genauer Planfiguren zu nutzen. Man sollte immer wieder die Frage stellen,
wie man eine derartige Planfigur méglichst geschickt anfertigt.
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Die Aufgaben 1) bis 6) lassen sich durch VA bewaltigen, wobei oft mehrere Lésungwege exi-
stieren. Man sollte von Schulern vorgeschlagene ungeschickte Lésungswege niemals von
vornherein zurtckweisen. Allerdings sollte man stets darauf dringen, daRl beim "Ruckblick"
auch nach einem kurzen, geschickten Lésungsweg gesucht wird. Wenn der AuRenwinkelsatz
sofort zum Ziel fGhrt, dann wird man nicht nacheinander den Innenwinkelsatz und den Neben-
winkelsatz anwenden lassen.

Bei Aufgabe 1) sollte man zunachst Uberprifen, welche Schuler selbstandig einen Ldsungs-
weg finden. Erst nachtréglich sollte demonstriert werden, welche Fragen oder Impulse hier
helfen kénnen:

- Gegebene Bedingung (in Form einer Gleichung) festhalten!

- Was |aRt sich aus den Voraussetzungen bezuglich a, B, y,8 sofort ableiten? Begriindung!
o Welche Satze kdnnen hier als Hilfmittel dienen?

- Welcher der gesuchten Winkel 1&t sich nun als erster berechnen? Begrindung!

- Welcher Winkel 1aRt sich nun berechnen? Begrindung!

A

- Probe nicht vergessen!

Es gibt hier zwei naheliegende Ldsungswege :

Man kann von o + f +v =234° ausgehend B +vy=180° einsetzenund so zu o =54° =y
gelangen, woraus dann B =8 = 126° folgt.

Etwas weniger geschickt ist es, in die Ausgangsgleichung o =y und B =38 einzusetzen und
Uber die Gleichung 2y + 106° = 234° dann durch Umformen zunachst y zu berechnen.

Aufgabe 2) 1aRt sich analog bewaltigen, hier sind lediglich zwei Bedingungen explizit gegeben.

Bei Aufgabe 3a) sollen die Schuler die
gegebenen WinkelgréRen in die Figur
eintragen und durch VA dann so lange die
Grolen weiterer Winkel ermittein, bis sie & =
110° ermittelt haben und erkennen, dall wegen
o' = B laut Umkehrung des Stufenwinkelsatzes
die Geraden g,und g, parallel sind.

Die parameterhaltige Aufgabe 3b) sollte man
nur mit leistungsstarken Schulern behandeln.
Wir stellen uns das Ziel, mit méglichst wenig
Schritten auszukommen. Aus diesem Grund
beginnen wir mit RA:

- Woraus lief3e sich & unmittelbar berechnen?
o Welche Satze kénnten als Hilfsmittel

dienen? b
Naheliegend ist die Berechnung aus &' mit D
Hilfe des Nebenwinkelsatzes.

Gunstiger ist jedoch die Berechnung aus dem
Nebenwinkel B von B sowie dem
einzufUhrenden Hilfswinkel ¢ mit Hilfe des AuRenwinkelsatzes fur Dreieck DCB .
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Durch zielgerichtetes VA kommt man nun auf die Idee, mit Hilfe des Scheitelwinkelsatzes
zunéchst die Innenwinkel des Dreiecks ABE durch o, y und ¢ auszudricken und dann die
HilfsgroRe ¢ mit Hilfe des Innenwinkelsatzes fur dieses Dreieck zu ermitteln.

Auf jeden Fall sollte man auBer den auf diese Weise erhaltenden Gleichungen auch den
Ldsungsgraphen aufschreiben, der diesen Lésungsplan festhait:

- B - Sei < DBC = ¢ ; dann gilt laut Scheitelwinkelsatz
}9 [5] <EBA=¢ ; <BAE=0o ; < AEB =1y sowie
}_, — 1) 8§ =p+0 ; [ Aws fur aDCB].
(2) p'=180°-B ; [ Nbws .

(3) ¢=180°-a-y : [lwsfur aABC].

Das Eliminieren der HilfsgroBen B' und ¢ sowie das Aufldsen nach der gesuchten GréRRe &
stellt an Schuler der Klasse 6 sehr hohe Anforderungen und ist ohne Hilfestellung nicht zu be-
waltigen. Wenn man (2) und (3) so wie angegeben schreiben 1&Rt, dann kann man durch
Einsetzen von (2) und (3) in (1) zu (4) 6 =180°-B + 180° - a - v

gelangen und damit zum Resultat (5) 6 =360° -a -B -7v.

Wichtig ist, daR sich die Schuler Gberzeugen, dall man nun durch Einsetzen der gegebnen
Werte zu dem im Aufgabe 3a) ermittelten Resultat kommen kann:

6 =360° - 50° - 130° - 70° = 110° .

Anderersetis kann das Resultat von Aufgabe 3a) dazu dienen, das Resultat von Aufgabe 3b)
durch eine "Probe am Spezialfall" zu Uberprifen.
Leistungsstarke Schuler sollten schon hier
erkennen, daR jede parameterhaltige Aufgabe
die Lésung von unendlich vielen konkreten
Aufgaben ermdglicht, wobei jede dieser
konkreten Aufgaben durch eine Interpretation
der Parameter der parameterhaltigen Aufgabe
entsteht.

Aufgabe 4) wird analog gelést wie Aufgabe
3a) . Das Resultat ¢ = a - 8 + 180° kann
man auf zwei verschiedenen Wegen errei-
chen, die sich durch verschiedenartige An-
wendung des AuRenwinkelsatzes und die
Verwendung verschiedener Hilfsgréen unterscheiden:

> - @-
]—» l : | ]——> g - | : I
Man erkennt, dal} das gegebene B zur Berechnung des gesuchten ¢ nicht benétigt wird, d.h.

dall eine uberbestimmte Aufgabe vorliegt. Man wird daher fragen, welche weiteren
Winkelgréfien man berechnen kénnte, wenn auch B gegeben wére.
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Bei Aufgabe 5) fuhren unterschiedliche Antworten auf die
allgemeine Hilfsmittelfrage zu unterschiedlichen
Losungswegen. Wil man den Wechselwinkelsatz
einsetzen, dann fuhrt dies zur Geraden g, mit g,|/gllh als
Hilfslinie und damit zu den Hilfsgréfen vy, und vy, .

Das Hilfsmittel "AuBenwinkelsatz" fuhrt dagegen zu einer
anderen Hilflinie (vgl. Figur) und zur Hilfsgrofie o, .

Will man den Innenwinkelsatz als Hilfmittel verwenden,
dann liegt es nahe, die auf g und auf h senkrecht
stehende Strecke AB als Hilfslinie einzufGhren und die
Hilfsgréfken y; und y, zu verwenden.

Das Resultat lautet y=a +f .

Bei Aufgabe 6) sollen die Schuler zunéchst erkennen,
daR die Losung von 6a) aus der Lésung von 6b) durch
Spezialisierung gewonnen werden kann.

Die leistungsstarkeren Schuler sollen sofort Teil b) in
Angriff nehmen.

Zunachst werden zweckméRige Bezeichnungen einge-
fuhrt: «<ACB=y , <ACM=vy,; <MCB=vy,.

Laut Basiswinkelsatz und Auflenwinkelsatz gilt dann
®=2y,, also <ACM=10¢,

fur ¢ =42° also <ACM =21°.

Laut Basiswinkelsatz und Innenwinkelsatz giit

@ +2y,=180°, also y,=90° - 3¢ , woraus dann

“ACB =y, +y, =3¢ +90° - 2-¢ = 90° folgt.

Beim "Ruckblick" wird man hervorheben, dal wir auf diese Weise einen Satz entdeckt haben,
der zum Unterrichtsstoff der Klasse 8 gehort: Ist AB ein Durchmesser des Kreises k und liegt

C auf k, dann gilt stets «<ACB =90°.

Die Aufgaben 7) bis 9) dienen dem Training im RA . Hier hat das Finden und Fixieren des L6-
sungsplans stets den Vorrang vor der Berechnung des Resultats.

Bei Aufgabe 7) mussen die Schuiler zunachst geeignete Bezeichnungen einfuhren (a,, hy, a,,
h,, h, u) und diese u.U. in zugehérigen raumlichen Skizzen festhalten. Der Lésungsplan laft

sich dann wie folgt festhalten, wobei zusétzliche Bezeichnungen eingeflhrt werden:

Geg.: a,=48cm; @-—7
h,= 1cm;

a,=32cm; @-—-

Ges.. u (incm) . @--J

Die eingeflhrten Variablen sind GréRenvariable, speziell Variable fur Langen. Aus Grunden
der ZweckmanRigkeit wollen wir die Rechnungen jedoch nicht mit Gréen, sondern mit Zahlen-
werten durchfUhren. Dies ist méglich, wenn die vorkommenden Einheiten "vertraglich” sind. Ist

>V,
h,= 4cm; @"7 }—» V-
h = 4cm; > V- }—) a —
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dies nicht der Fall, dann mull man zunéchst zweckméRige Einheiten wéhlen und in diese um-
rechnen (vgl. Aufgabe 8) und 9) ).

Bei der Suche nach einem Ldsungsweg stdé3t man auf Hilfsgrolen, fur die weitere GréRenva-
riable (hier V,, V,, V, a) eingeflhrt werden (vgl. Lésungsgraph).

Da wir mit Zahlenwerten rechnen wollen, tauchen in der nachfolgenden Ldsungsdarstellung
diese Variablen in den Gleichungen als Zahlenvariable, in den Begrindungen dagegen als
GréRenvariable auf. Um diesen Mangel zu beseitigen, kénnte man fur die vorkommenden
Zahlenvariablen neue Zeichen einfuhren. Da Fragen der Darstellungstechnik hier nicht im
Vordergrund stehen sollen, nehmen wir den Mangel der Doppeldeutigkeit der
Variablenbezeichnungen bewuf3t in Kauf und stellen die Ldsung unserer Aufgabe in einem
Lésungsschema wie folgt dar:

Geg. = (1) V,=48*1=2304 ; [ Volumenformel V, =a*h,].
Geg. = (2) V,=32%4 =409 |, [ Volumenformel V, =ay,*h,].
(N.(2) = (3) V=2304+4096 =6400 ;[V =V, +V,; Gesamtvolumen gleich Summe
der Teilvolumina ] .
Geg.,(3) = (4) 6400=4a%; [ Volumenformel V=2a%h].
(4 => (5 1600=a?; [ Umformung ] .
B) =»> (1) a=40,; [ Umformung | .
®) = ((7) u=440=160 ; [ Umformung ] .

Der gesuchte Umfang betragt 160 cm .

Hinweis: Beim Lésen der zugehorigen parameterhaltigen Aufgabe liefern die funf in den Be-
grundungen angegebenen Formeln ein gestaffeltes Gleichungssystem, in dem man durch
schrittweises Einsetzen "von unten nach oben" die HilfsgréRen a, V, V,, V, beseitigen kann.
Auf diese Weise gelangt man zu der "allgemeinen Losungsformel” u = 4(a;*h, + a,*h,):h , die
die unmittelbare Berechnung der gesuchten GréRe aus den gegebenen Gréfen gestattet.
Wenn die gegebenen GroRen vertragliche Einheiten besitzen, dann kann man fur die vorkom-
menden Variablen die zugehdrigen Zahlenwerte einsetzen und erhélt so den Zahlenwert der
gesuchten GroRe.

Bei der recht leichten Aufgabe 8) wird man den Begriff "(geschiossener) Hohlquader" (in
Analogie zu "Hohlkugel") klaren. Da die Einheiten der gegebenen und der gesuchten Gréen
nicht vertraglich sind, muf3 man sich entscheiden, ob man die Daten gleich in m umrechnet,
oder ob man das gesuchte Volumen von cm® in m® umrechnet.

Durch kombiniertes RA/VA gelangt man zu folgendem Lésungsgraphen:

Q-
—+— V ? o V-
@ a a
©-

@“_ | ?
(- ?

Das Resultat lautet V=0,112 m3.
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Bei Aufgabe 9) sollten sich lei-
stungsschwachere Schuler den , /

12 W
Sachverhalt anhand eine raumli- " g ‘s s
chen Skizze und eines Querschnitts | ~— /= =~ = 777 || 7} T7%
h

verdeutlichen und  sich den
Unterschied zwischen "lichter

Hohe" und "Gesamthéhe" klarma- !
chen. l
Auch hier geht es wieder um die |
Wahl vertraglicher Einheiten. Die L
Impulse fur die Lésungsfindung
durch RANA solliten von den
Schulern kommen.

Folgendes kann an der Wandtafel
festgehalten werden:

Geg.: V; =75 Liter = 75000 cm® ; @—-
]»» a - A

a=5Tcm ;
d=5mm=05cm; @ h |-

Ges.: lichte Hohe h, (in cm); @
Gesamthohe h, (incm). @__

Die Resultate lauten h;=30cm, h,=30,5cm.

Bei Aufgabe 10) gelangt man wegen A = 2A, + 2A, + 2A; von den gegebenen Groflen A, A,
und A, durch VA sofort zu A;.
Beim RA sto3t man auf a oder b oder ¢ als jeweils hinreichende HilfsgréRe.
Eine gunstige Losungsidee besteht darin, in den drei Gleichungen eine Faktorzerlegung
vorzunehmen und hiervor ausgehend sofort das Produkt abc und damit die gesuchte Grélke
zu ermitteln.

A, =ab=63=97; (geg.)

A,=bc=35=7-5, (geg.)

A;=ac=45=59,; (berechnet)

a’b?c? = 9*-7%.5% ;

V=abc=975 .
Ein fur Schuler néherliegender Weg, dieses Gleichungssystem zu I6sen, besteht darin, ganz-
zahlige Lésungen zu erraten. Dies wird man naturlich zulassen, man wird aber auch die Man-

gel eines solchen Vorgehens aufmerksam machen: Es ist der Regel damit nicht nachgewiesen,
daf dies die einzige Losung ist.

Fur das Lésen der Aufgabe 11) kann die
Aufgabe 6) Anregung geben. Es gibt zwei
verschiedene Moglichkeiten, geschickte Hilfs-
linien zu finden, wobei < BAC =60° zur Idee
fuhren kann, ein gleichseitiges Dreieck als
Hilfsfigur zu verwenden. Manche Schuler
werden zunachst einer genau gezeichneten
Figur die Vermutung entnehmen und
diesedann beweisen. o

Das gesuchte Resultat lautet AC: AB=1:2 .
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Bei Aufgabe 712) kommen Schiler aus héheren Klassenstufen | 3 ¢ E 2 ¢
manchmal auf die ungeschickte Ldsungsidee, die Grundlinie EF
sowie die Héhe des schraffierten Dreiecks zu ermitteln, um so mit
Hilfe der Inhaltformel fur Dreiecke zum Ziel zu gelangen. Y f==

Da Schuler der Klassenstufe 6 diese Inhaltsformel noch nicht kennen, =
bleibt ihnen als geeignetes Hilfsmittel nur "Flachenzerlegung" oder fo—
"Flachenergénzung". ‘
Offensichtlich 1&4Bt sich aus den (kongruenten) Dreiecken ABE und A o B

ADF ein Rechteck mit den Seitenlangen a und %a zusammenset-

zen, und das Dreieck ECF ist halb so grofl wie ein Quadrat mit der Seitenlange 1a .
Dies fUhrt zum Resultat J(EFA) = a? - Ja2 - 1a? = 3a2 .

|
i
i
i
|
2O T e

Aufgabe 13) umfaldt (als parameterhaltige Aufgabe) die Aufgabe 12) als Spezialfall (fur p = 15 )-
Dies sollte man allen Schulern
bewultmachen.

Sehr  leistungsstarke Schuler sollten
sofort Aufgabe 13) Iésen, wozu einige
Fahigkeiten im Umformen von Termen
bendtigt werden.

Man erhélt das Resultat

JEEFA) = 2a2(1 - p2).
Mit Hilfe von Aufgabe 12) kann man eine
"Probe am Spezialfall" duchfUhren.

Bei Aufgabe 14) fuhrt die allgemeine Hilfsmittelfrage zum Innenwinkelsatz als Hilfsmittel, der -
angewendet auf die Dreiecke ADC und DBC - die Gleichungen o + %fy -3 =90° sowie

B +3y+5=190° liefert, aus denen man durch Gleichsetzen und Umformen das Resultat & =

(o - B) erhalt.

Es gibt noch weitere Lésungswege, z.B. durch Einfihren der hinreichenden Hilfsgréle ¢ , bei
denen auch der Aullenwinkelsatz fur das Dreieck EBC verwendet wird, doch sind diese L6-
sungswege umsténdlicher als der oben genannte.

Die Aufgabe 15) ist zweifellos die schwierigste
der bisher behandelten Aufgaben. Nur Uber- C
durchschnittlich leistungsfahige Schuiler durften '

in der Lage sein, diese Aufgabe selbstandig zu /

l6sen. / Q
Oft lohnt der Versuch, einer genau gezeichneten /

Planfigur Vermutungen zu entnehmen, die bei
der Suche nach einem Lésungsweg nutzlich sein
kénnen.

Wer zur Vermutung kommt, dal < BAC = 60°
gilt (woraus dann als Resultat <<ACB = 75°
folgen wurde), ist schon recht weit gekommen,
weil er damit die Bestimmungsaufgabe in eine
Beweisaufgabe umgewandelt hat, bei der das RA
effektiv einsetzbar ist.
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Durch VA lassen sich leicht zwei Winkel berechnen; durch RA sté3t man leicht auf <= PAC =
o, als hinreichende HilfsgréfRe; auch der Hilfspunkt Q ist noch relativ leicht zu finden.

Nun liegt es nahe, die Dreiecke APQ und AQC oder Parallelogramme, die aus den nunmehr
6 vorkommenden Dreiecken durch Konstruktion des vierten Parallelogrammpunkts gewonnen
werden, als Hilfsfiguren zu verwenden. Die Erkenntnis, dal} dies nicht zum Ziel fuhrt, kann viel
Zeit kosten; dies sollte daher - falls derartige Vorschlage kommen - den Schuler sofort
mitgeteilt werden. Keinesfalls sollte jedoch der AG-Leiter die "versteckten" Hilfslinien, die zum
Ziel fGhren, einfach vorgeben.

Wir wollen anhand der Lésung dieser Aufgabe nochmals demonstrieren, wie man durch Ein-
satz allgemeiner Impulse , die im Bedarfsfall durch Nebenimpulse untersetzt werden, zu einem
Lésungsweg gelangen kann. Dal} dies nicht so glatt geht, wie hier beschrieben, sondern dafl
immer wieder Sackgassen auftauchen kénnen (vor denen dann der AG-Leiter warnen sollte),
versteht sich wohl von selbst.

- Was lalit sich aus den gegebe- < APB = 120°; (Nebenwinkelsatz) ;

nen Gréflen unmittelbar berech- < BAP =15° ; (Innenwinkelsatz) ,
nen? Begrindung!
- Woraus lieRe sich die gesuchte Mit Hilfe von <«PAC = o, kénnte ich v

GréfRe unmittelbar berechnen?
Begrindung!
- Wenn du nicht weiterkommst,
dann Uberlege, welche Vorausset-
zungen du noch nicht verwendet
hast!
- Naheliegende Hilfspunkte, Hilfs-
linien oder Hilfsfiguren?

o Weitere gunstige Hilfsfiguren?

: besonders geeignete Hilfs-
figuren?

: Voraussetzungen beachten!

berechnen (m.H. des innenwinkelsatzes).
o, lalt sich aus den Daten nicht berechnen.

Ilch komme nicht weiter!

Wegen 3BP = BC liegt es nahe, auf BC
denjenigen Punkt Q einzuzeichnen, fur den
BP = PQ =QC gilt

Die Betrachtung der Dreiecke APQ und AQC
fUhrt nicht weiter.

Figuren Uber die man viel aussagen kann
(z.B. Parallelogramme, gleichseitige, gleich-
schenklige, rechtwinklige Dreiecke u.&. )

Die Betrachtung von Parallelogrammen, bei
denen A, B, P, Q oder C Eckpunkte sind,
fUhrt nicht weiter.

Betrachtung des rechtwinligen Dreiecks AHC

mit HeAB fuhrt nicht weiter!

Da ein 60°-Winkel gegeben ist, liegt es nahe,
ein gleichseitiges Dreieck als Hilfsfigur
einzufthren.

Die Betrachtung des gleichseitigen Dreiecks
PCS mit SeAP bringt nicht viel.

Ich betrachte das gleichseitige Dreieck PQR
mit ReAP .
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o Weitere gunstige Hilfsfiguren? Die (gleichschenkligen) Dreiecke RQC und
RPB kénnten nutzlich sein!

- Was laRt sich nun berechnen? Mit Hilfe des Auflenwinkelsatzes lassen sich

Begrinde! die in der Figur eingetragenen 30°-Winkel be-
rechnen. Hieraus lait sich < RBA = 45° - 30°
= 15° berechnen.

- Was IaRt sich nun ableiten? <PRC =90° ;| (Winkeladdition)
Begrinde! also < ARC =90° ; (Nebenwinkelsatz).
o Betrachte vorkommende Strek- RC =RB und RB =RA ; (Umkehrung Bws.)
ken! also RC=RA.

Da ARC ein gleichschenklig-rechtwinkliges
Dreieck ist, gilt a, = <PAC = <RAC =45° .

Damit habe ich mein hinreichendes Teilziel
erreicht und komme ans Ziel.

Zu einem etwas anderen Losungsweg gelangt man, wenn man bei der Suche nach einer ge-
eigneten Hilfsfigur auf das rechtwinklige Dreieck PCR mit ReAP stoRt. Hieraus laRkt sich
dann PQ =QR =RP ableiten, und man gelangt analog wie oben ans Ziel.

Man erhalt jeweils y=75°.

Wir betrachten nun diejenigen geometrischen Bestimmungsaufgaben, die sich unter den
"Vermischten Aufgaben" befinden. Bezuglich ihres didaktischen Einsatzes vgl. Abschnitt 2.
Es sei nur noch einmal daran erinnert, dal} es hierbei vorwiegend um ein Wiederholen und
Festigen heuristischer Vorgehensweisen und einiger logischer Grundlagen geht und daR das
Wiederholen und Festigen von Sachkenntnissen und Fertigkeiten aus dem Unterrichtsstoff nur
als gunstiger Begleiteffekt angesehen wird.

Die Aufgaben V3), V14) und V19) gehéren zum selben Typ. V3) und V14) sind sehr leicht
durch VA zu bewaltigen. Es wird nur die Inhaltsformel fur Rechtecke benétigt. Bei V19) sollten
die leistungsstarkeren Schuler mit der parameterhaltigen Aufgabe V19b) beginnen und dann
das von den leistungsschwécheren Schilern ermittelte Resultat der parameterfreien Aufgabe
VV19a) fur eine "Probe am Spezialfall" benutzen.

Hier bietet sich auch eine gute Gelegenheit, den Einsatz eines Lésungsgraphen zum
Abspeichern des durch RA/VA gefundenen Lésungsplans zu wiederholen.
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Zum Lésen der Aufgaben V8) und V10) werden nur die Formeln fur Volumen und Oberflache
eines Quaders bendétigt. Es kann das Einfuhren gunstiger Bezeichnungen sowie das Umrech-
nen von GréRen gelbt werden.

Bei Aufgabe V10) kann darauf hingewiesen werden, daf bei derartigen Aufgaben auller ge-
gebenen GroRen (hier V,, a,, b,) auch Bedingungen gegeben sein kénnen, die oft in Form von

Gleichungen festgehalten werden kénnen (hier hy=h,, a,=a;+2, b,=b,-1).
Hier ist der Aufgabenstellung unmittelbar zu entnehmen, dal} die Oberflacheninhalte O, und
O, die bendtigten hinreichenden HilfsgréRen sind.

Bei Aufgabe V25) kann das systematische Ermitteln aller méglichen Falle und das Festhalten
von Bedingungen in Form von Ungleichungen geubt werden.
Meist werden die Schuler vermuten, daf? die unter b) zu ermittelnde Anzahl von Méglichkeiten
gréRRer ist als die unter a) zu ermittelnde Anzahl. Oft wird auch Ubersehen, daR hier die
Dreiecksungleichung eine einschrankende Bedingung liefert.

Leistungsstarke Schuler sollten bei Aufgaben 25b) aufgefordert werden, die zugehérige para-
meterhaitige Aufgabe zu I6sen, inder a+b +c=u gilt.

Da a, b, ¢ Vielfache von 10 sein sollen, folgt aus der Bedingung a>b >c, dak a > 30
gelten mui.

Laut Dreiecksungleichung mul? a <b + ¢ gelten, also 2a<a+b+c=u, woraus dann
a<2u folgt, fur u=160 alsoa<80.

In Aufgabe V30) sind neben GréRen auch Bedingungen gegeben. Hier kann das geschickte
EinfUhren von Variablen, das VA und der Umgang mit Gleichungen gelbt werden. Dabei sind
viele verschiedene Lésungswege maglich.

Besonders glinstig ist das Einfuhren von HG = EF = x (in cm), woraus wegen AG = GF = 21
sofort AH =21 - x folgt. Leicht ableitbar ist auch CD = DE = %(21 - X) .

Neben dem Arbeiten mit Gleichungen sollte man naturlich auch inhaltliches SchlieRen zulas-
sen, z.B.:

Die langere Seite von ABLH ist um x cm kurzer als die langere Seite von HEFG. Wegen der
geforderten Umfangsgleichheit dieser beiden Rechtecke mull dann die klrzere Seite von
ABLH um x cm langer sein als die kirzere Seite von HEFG , d.h. es mul AB = 2x cm
gelten. Hieraus folgt dann BC = KD = LE = 21 - 2x (in cm).

Wegen u(HEFG) = u(BCDK) gilt daher 2x + 42 = 42 - 4x + 21 - x , woraus dann 7x = 21,
also x =3 folgt.
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Hieraus folgt dann J(HEFG) = 21-3 =63, J(ABLH) =6-18 =108 , J(BCDK) = J(KDEL) = 15-9

=135 (jeweils in cm?).

Durch eine Probe ist nachzuweisen, dal} die vier Rechtecke tatséchlich alle den gleich grof3en
Umfang von 48 cm besitzen und dal? die Summe der Inhalte mit 441 cm? tatsachlich gleich
dem Inhalt des zerlegten Quadrats ist.

Bei Aufgabe V33) ist zu beachten, dall Schuler der Klasse 6 nur die Inhaltsformel fur
Rechtecke, nicht aber die fur beliebige Dreiecke kennen. Hier wird auch nur die Tatsache
benétigt, dall jedes Rechteck durch eine seiner Diagonalen in zwei inhaltsgleiche Dreiecke
zerlegt wird und dal} beide Diagonalen das Rechteck in vier inhaltsgleiche Dreiecke zerlegen.

Wenn es den Schilern nicht ) ‘ o |
gelingt, die recht anspruchsvolle
Aufgabe 33b) selbstandig zu I6sen,
dann wird man sie zunachst diese
beschriebenen Tatsachen entdek-
ken lassen.

Bei Aufgabe 33a) gibt es zwei
Lésungswege, wobei bei dem
einen "Flachenaddition", beim an-
deren "Flachensubtraktion" einge-
setzt wird.

Dies fuhrt zu
Jo=15+75+9+8=395 bzw. J,=64-(7,56+9+8)=64-245=39,5.

Da der Anteil von J; am Inhalt Jy = 64 des Quadrats in Form eines gekurzten Bruchs

anzugeben ist, betragt dieser Anteil %.

Bei Aufgabe 33b) fuhrt  nur
"Flachensubtraktion" zum Ziel. Es gilt:

J=Jq-Jd-Jdy-dy-Jdwi
J,=3J(AELD) =2-3-8 = 18 ;
h=H(FBIR)=144=4,
Ju=1(GBCK) =12:8=4;
Jy =J(QHCL) = 355 = %i .

Hieraus folgt dann

J,=64-18-4-4-2=121
wegen JQ=%%§ also

Jo_ 127
J, 256
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Bei Aufgabe V60) besteht die entscheidende L6-
sungsidee im Zerlegen des regelmaRligen 2n-Ecks
in kongruente und damit inhaltsgleiche gleich-
schenklige Dreiecke. Wenn man dann noch be-
racksichtigt, dal der Streifen ein Rechteck ist, das
durch seine beiden Diagonalen in vier inhaltsglei-
che Dreiecke zerlegt wird, von denen zwei Drei-
ecke von der oben erwahnten Art sind, dann kommt
man leicht ans Ziel, und auch das Finden der
Verallgemeinerung ist nicht sehr problematisch.

Aus J(2n-Eck) = 2nJ(Dreieck)
und J(Streifen) = 4J(Dreieck)
folgt J(Streifen) : J(2n-Eck) =2 : n.
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393. Geometrische Beweisaufgabhen

Ziele:

- Informativ gestaltete Figuren zum Abspeichern von Aufgabenstellung und Lésungsplan.
- Teilzielfrage und Hilfsmittelfrage beim VA und RA .

- Lésungsgraphen zum Festhalten von Lésungsplénen.

- Beweisschemata als Darstellungsform fir Beweise.

Vor dem Behandeln der Aufgaben 4) und 8) sollte man den Kongruenzbegriff und die Kongru-
enzsétze wiederholen.

In der Mehrzahl der Félle wird die Kongruenz zweier Dreiecke mit Hilfe eines der vier Kongru-
enzsatze nachgewiesen und hieraus auf die Kongruenz der restlichen (nicht verwendeten)
Stlucke geschlossen. Diese SchluRweise sollte bei der Wiederholung im Vordergrund stehen,
wobei die Schuler daran gewéhnt werden sollen, stets zu prufen, welcher der Kongruenzsatze
zum Nachweis einer bestimmten Strecken- oder Winkelkongruenz nicht verwendet werden
kann. DarUberhinaus mussen die Schuler wissen, daf® man die Kongruenz zweier Figuren auch
dadurch nachweisen kann, da® man eine Bewegung angibt, die diese Figuren ineinander
Uberfuhrt.

Folgendes kann an der Wandtafel festgehalten werden:
oy =ay "}—jﬂsl’ aAB,C; = aAB.C, *{-’ B =B,
Cy = Cp == = Y17"2

Nachdem alle Schuler der AG im Unterricht den (vom Lehrplan vorgeschriebenen) Beweis des
Innenwinkelsatzes behandelt haben, erhalten die Schiler den Auftrag, den in ihrem Lehrbuch
enthaltenen Beweis zu wiederholen, so dald sie ihn im Zirkel vortragen kénnen. Sollten in un-
terschiedlichen Lehrblchern verschiedene Beweise enthalten sein, dann lasse man alle diese
Beweise vortragen. In der Regel wird hierbei stillschweigend vorausgesetzt, dall es stets ge-
nau eine Parallele durch C zu AB gibt, d.h. dal das betrachtete Dreieck in einer euklidi-
schen Ebene liegt.

Man sollte die Schuler fragen, ob sie tatsachlich fest davon Uberzeugt sind, dall die Winkel-
summe in jedem Dreieck - unabhéngig von der Zeichengenauigkeit und unabhéngig davon, ob
es im Heft, an der Tafel oder auf einer anderen Flache gezeichnet wurde - stets 180° betragt.
Es durfte kaum einen Schuler geben, der davon nicht Uberzeugt ist.

Zunachst sollte man klaren, dalR die Satze der Geometrie nicht fur "reale" (gezeichnete)
Punkte, Geraden oder Figuren gelten. Offensichtlich gilt die Aussage, dal} zwei verschiedene
Punkte (so dicht sie auch beieinanderliegen mégen) stets genau eine Gerade festlegen, nur fur
"ideelle" Gebilde. Schuiler dieser Altersstufe sind meist sehr Uberrascht, wenn sie einsehen
mussen, dall man die Gebilde, mit denen wir uns in der Geometrie beschéftigen, gar nicht
"sehen", sondern nur "denken" oder "sich vorstellen" kann. Auch nach Klarung dieses Sach-
verhalts durften die meisten Schuler von der Allgemeingultigkeit des Innenwinkelsatzes Uber-
zeugt sein.

Nun kann der AG-Leiter die Geschichte von dem Jager erzahlen, der einen Béren erlegte,
dann 50 km nach Suden, anschlieBend 50 km nach Osten und schlieRlich 50 km nach Nor-
den marschierte und auf diese Weise erstaunlicherweise wieder bei seinem Béaren angelangt
war. Es ist durchaus mdéglich, daf} einige Schuler des Ratsels Lésung kennen: Es handelt sich
um einen Eisb&ren, der genau am Nordpol erlegt wurde.

Auf diese Weise kann man zur Erkenntnis gelangen, daR fur ein auf einer Kugelflache ge-
zeichnetes Dreieck die Winkelsumme nicht gleich, sondern gréRer als 180° ist. Dies liefert ein
Motiv, zu untersuchen, worin sich die Geometrie auf einer Kugelfldche von der Geometrie in
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einer Ebene unterscheidet. Fur diese Untersuchungen wird ein Globus als Modeli verwendet.
Folgende Erkenntnisse sollten die Schuler finden:

- In der Ebene veriauft die klrzeste Verbindung zweier Punkte auf der zugehorigen Geraden
(die Gerade ist "geodéatische Linie" in der Ebene).

- Auf der Kugel verlauft die kurzeste Verbindung zweier Punkte auf dem zugehdrigen GroR3-
kreis (das ist der Schnittkreis der Kugelflache mit einer Ebene, die durch die beiden Punkte
und durch den Mittelpunkt der Kugelflache geht). Wir wollen solche GroRRkreise "K-Geraden”

nennen.
- Der Aqguator und die Meridiane sind K-Geraden.

- Die (vom Aquator verschiedenen) Breitenkreise sind keine K-Geraden. Wer auf einem sol-
chen Breitenkreis sich von einem Ort zu einem anderen Ort bewegt, macht einen Umweg.

- Auf der Kugel gibt es auch Punktpaare, die nicht eindeutig eine K-Gerade festlegen (z.B.
Nordpol und Sudpol).

- Jede K-Gerade, die durch einen Punkt auBerhalb des Aquators geht, schneidet den Aquator
in zwei Punkten.

- Auf der Kugel gibt es kein Paar von K-Geraden, die einander nicht schneiden, d.h. es gibt
keine parallelen K-Geraden. Also kann es in der Geometrie auf einer Kugelflache auch keinen
Satz geben, der dem Stufen- oder Wechselwinkelsatz der ebenen Geometrie entspricht.

Nach EinfUhrung des Begriffe "K-Dreieck" (sphérisches Dreieck) sollten die Schuler untersu-
chen, welche der ihnen bekannten Satze Uber Dreiecke in der Ebene auch noch fur K-Dreiecke
gelten. Durch Angabe konkreter Gegenbeispiele lassen sich der Innenwinkelsatz und die Aus-
senwinkelséatze als falsche Aussagen Uber K-Dreiecke nachweisen, wahrend etwa der Schei-
telwinkelsatz und der Basiswinkelsatz nebst Umkehrung (vermutlich) wahre Aussagen uber K-
Dreiecke sind.

Nun bleibt noch eine wichtige Frage offen: Der Innenwinkelsatz wurde doch im Unterricht fur
"alle" Dreiecke bewiesen. Warum gilt er dann nicht auch fur K-Dreiecke? An welcher Stelle des
Beweises steckt eine Unkorrektheit? Beim Wiederholen des Beweises (oder der Beweise) aus
den Lehrblchern sollen die Schuler diese Stelle selbst finden.

AbschlieRend ist hervorzuheben: Wenn man bei einem geometrischen Beweis eine Hilfslinie
einfUhrt, dann mull man nachweisen, dalk diese Hilfslinie auch tatséchlich existert. Die in vielen
Beweisen verwendete Verlangerung von AC Uber C hinaus existiert stets eindeutig; daR es
dagegen durch C zu AB stets genau eine Parallele (d.h. eine Gerade, die mit AB keinen
Punkt gemeinsam hat) gibt, ist eine stillschweigende Annahme, die zwar fur die (euklidische)
Ebene zutrifft, nicht aber fur eine Kugelflache.

Man sollte recht oft die Méglichkeit nutzen, aus geometrischen Beweisaufgaben "offene Aufga-
ben" zu machen, indem man verlangt, die Behauptung einer genau gezeichneten Beweisfigur
als Vermutung zu entnehmen. Die Figur kann man "nach Diktat" von allen Schiulern gemeinsam
anfertigen lassen, wobei man sofort auf Fehler und Ungeschicklichkeiten eingehen kann. Eine
andere Mdglichkeit besteht darin, informativ gestaltete Beweisfiguren als Hausaufgabe fur den
jeweiligen Zirkel anfertigen zu lassen, in der die betreffende Beweisaufgabe behandeit werden
soll. Es dauert erfahrungsgeman einige Zeit, bis alle Schuler diesbezuglich hinreichende Fer-
tigkeiten erworben haben.
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Wenn ein Lésungsplan gefunden wurde, dann ist das Anfertigen eines dreispaltigen Beweis-
schemas eine Sache erlernbarer Technik, die sich die leistungsstarkeren Schuler in der Regel
sehr schnell aneignen. Wenn im Zirkel einige solcher Beweisschemata als Musterbeispiele
festgehalten wurden, sollte man das Darstellen gefundener Beweise in die Hausaufgaben ver-
lagern, die dann naturlich zu kontrollieren und notfalls zu korrigieren sind. Wenn ein Schuler
nachgewiesen hat, dal® er diese Darstellungstechnik beherrscht, wird er von derartigen Haus-
aufgaben befreit.

Bei Aufgabe 1) wird der AG-Leiter die informativ gestaltete Figur vorgeben und die getroffe-
nen Vereinbarungen nochmals erldutern. Die Schuler haben dann Voraussetzungen und Be-
hauptung unter Verwendung der gegebenen Bezeichnungen A, B, C, D, E herauszuschreiben
und den zugehdrigen Satz zu formulieren. Beim Suchen nach einem Lésungsweg werden die
Bezeichnungen a, B, 8, &, <1, <2 eingefUhrt und in der Figur festgehalten.

Hier kann die Teilzielfrage beim VA zu einem Losungs-
plan fuhren, den man in der Figur abspeichern kann
( €£1=<2 "grun",a =B "blau", § =¢ "rot").
AnschlieBend wird man -die Beweisdarstellung ge-
meinsam erarbeiten.
In leistungsstarken AGn wird man in der
Beweisdarstellung die abklirzenden Bezeichnungen
nicht mehr verwenden, sondern anstelle von

"b=a+ <1"
besser "« CDE= <BAC + <ACD"
schreiben.

C

Das Wandtafelbild kann dann wie folgt aussehen (Wobei

hier "grun" durch - "blau" durch ===z und "rot"
durch =e=== gngedeutet wird):
V,, AC=BC;

V,, <«ACD= <«BCE mit DEEAB ; («1=<2);
Beh.. < CDE = <CED ; (§=¢).

Beweis:

V, = (1) a=p ; [ Basiswinkelsatz ] .

V, = (2) 6=a+ <1, [ AuBenwinkelsatz | .
e=p +<2 ; [ AulBenwinkelsatz | .

(N,V, = (3) a+<«1=p +<«2 , [Rechenregel].

(2),(3) = Beh.d=¢ ; [ Drittengleichheit ] .

Damit ist gezeigt, daR gilt: V, AV, = Beh.; w.z.b.w.

Bei der Suche nach einem Beweis kénnen folgende Haupt- und Nebenimpulse nutzlich sein:
- Was lafdt sich aus den Voraussetzungen unmittelbar folgern? Begrindung!
o Was |afit sich aus V, unmittelbar folgern?
: Welcher Satz (mit gleicher Voraussetzung) kénnte als Beweismittel dienen?
- Was lafdt sich nun unmittelbar folgern?
o Welche Voraussetzung wurde noch nicht verwendet?
o Welche Satze konnten als Beweismittel dienen?
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Es ist nicht zu erwarten, dal3 alle Schuler sofort diesen kurzen Beweis finden. Es liegt recht
nahe, mit dem Innenwinkelsatz zunéchst 6, = <ADC =g, = <«BEC und dann mit dem Ne-
benwinkelsatz_8 = ¢ abzuleiten. Desgleichen kénnte man die (hier nicht bendtigten) Feststel-
lungen DC = EC, <«ADC = < BEC, AD = EB ableiten. Sollten solche Vorschlage von Schu-
lern kommen, dann wird man sie naturlich nicht als falsch ablehnen. Man wird lediglich nach-
traglich nach einem kurzeren Beweis suchen lassen.

Aufgabe 2) ist eine "offene" Aufgabe. Ein Beweis der gefundenen Vermutung &Rt sich durch
VA finden. Hier ist es gunstig, den Lésungsplan in einem Lésungsgraphen festzuhalten und die
schriftliche Darstellung des Beweises als Hausaufgabe zu stellen.
Folgende Impulse kénnen helfen:
- Zeichne ein Trapez ABCD mit ABJ|CD, in dem AD=DC=CB gilt!

o Figur geschickt zeichnen! Womit beginnen?

- Zeichne die Diagonale AC !
- Vergleiche die Winkel <BAC und < CAD ! Vermutung?
- Formuliere den zu beweisenden Satz!

Dann folgen die bei Aufgabe 1) angegebenen Impulse.

Nachdem ein Schuler den Beweis (mit den zugehorigen Begrindungen) mundlich dargestellt
hat (wobei er zur Erlauterung die Beweisfigur verwenden sollte), lasse man untersuchen, ob
wirklich alle Voraussetzungen fur den Beweis benotigt wurden oder ob unser Satz eine
"OberflUssige" Voraussetzung enthalt.
Das Tafelbild kann wie folgt aussehen:
V,: AB|CD ;

V,, AD =DC [= CB uberflussig ] ;

Beh.: «<BAC = < CAD .

V,—><1=<«%3-
]—»

V,—><«2=<3

Nun kann man Aufgabe 3) analog zur Aufgabe 2) behandeln: Zeichnen "nach Diktat" - Vermu-
tung - Beweisfindung durch VA . Den Lésungsplan kann man (durch Eintragen der berechneten
Winkelgréien) in der Figur abspeichern. Eine andere Méglichkeit besteht darin, nur die Folge
der abgeleiteten Feststellungen festzuhalten. Dies kann dann an der Wandtafel wie folgt aus-
sehen:

C
V,. ABC ist ein gleichseitiges Dreieck ;
V,. BD=BC mit BAD; Z
Beh.: <ACD =90° .
Ableitbare Feststellungen:
(1) p=60°; (2) 8=g; (3) P=d+g; 3
(4) 60°=2¢; (5 €=30° (6) y=60°, é © —
Beh.:y +&=90°. A B D
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Als abschlielendes Training im VA kann man die Aufgabe stellen, méglichst viele Feststellun-
gen aus der Voraussetzung abzuleiten, dal ABCD ein Parallelogramm (mit den Diagonalen
AC und BD ) ist.

Man achte darauf, dal} die so bewiesenen Séatze Uber das Parallelogramm auch in der
"Wortsprache" korrekt formuliert werden. Man kann diese Beweise in Form eines Lésungsgra-
phen festhalten oder auch nur in einer informativ gestalteten Figur abspeichern.

An der Wandtafel 18Rt sich dies wie folgt festhalten:

V,: AB|ICD —» <1=<«2 —>
V,, AD|BC — <}t3=d4}—+ AABCEACDA—#

Stets gilt AC = CA -

a %l

n
g o
% ol

= O
il
=2

_9

..... <1 =<2 —> AS=CS
..... *i:5=<1'6}+ AABS = ACDS ----«{

—

> BS=DS

Bei Aufgabe 4) lasse man die Vermutung aus einer (nach "Diktat" angefertigten) Figur ent-
nehmen. Der Beweis sollte in selbstandiger Schulertatigkeit gefunden werden, wobei der AG-
Leiter beobachtet, welche Schuler (wahrscheinlich durch VA) selbstandig ans Ziel gelangen.
Gelingt dies vielen Schulern nicht, dann fordere man sie auf, die Frage zu stellen, die das Su-
chen nach Teilzielen beim VA charakterisiert. Hilft dies noch nicht, dann wird der AG-Leiter die
Hilfsmittelfrage beim RA stellen:

> Welche Satze haben eine Behauptung, die unserer Behauptung gleicht? (Sie kénnen

als Beweismittel dienen!)
Sollte der Vorschlag kommen, < AMN = <tANM abzuleiten, um dann mit der Umkehrung des
Basiswinkelsatzes ans Ziel zu gelangen, dann wird man den Schulern mitteilen, daf3 dies zu

einem recht komplizierten Beweis flhrt, und man wird sie auffordern, nach einem anderen Be-
weismittel zu suchen.

Dies kann zu folgendem Resultat fGhren:

V,: ABCD ist ein Quadrat : V, —» AB=AD(=a)--
V,. M ist der Mittelpunkt von BC ; V, — <B=<D (=90°)
N ist der Mittelpunkt von CD ; V, -- AABM = 2ADN —> [AM=AN]
Beh.: AM = AN . }—) BM = DN (= 1a) -
V,--
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Aufgabe 5) ist etwas schwieriger als Auf-
gabe 4). Hier durfte es bereits fur viele
Schuler eine Hilfe sein, wenn der 1. Schritt
im RA zuruckgelegt und das so gewon-
nene Teilziel dann durch VA angesteuert
wird. Durch die Hilfmittelfrage beim beim
VA gelangt man dabei zum Stufen- und
zum Wechselwinkelsatz als naheliegende
Hilfsmittel.

Das Tafelbild kann wie folgt aussehen:

V- BD ist Winkelhalbierende im AABC ;
V,. CE||BD und EcAB
Beh.: BE = BC .

V1 —> {3 = ‘¢t4 -------- "

Vo o 2= 4 L, «1=<2 [BE=BC)
V3 —>» 91 =<3

Man wird hervorheben, dal wir mehrere Moglichkeiten kennengelernt haben, wie man die
Gleichheit (Kongruenz) zweier Strecken nachweisen kann: z.B. als entsprechende Stucke in
kongruenten Dreiecken; als Seiten eines Dreiecks, in dem zwei Winkel gleich sind; als gegen-
Uberliegende Seiten im Parallelogramm.

Man muRd jeweils durch Betrachten der Voraussetzungen, der Behauptung und der Beweisfigur
entscheiden, welches dieser Beweismittel im konkreten Fall die gréRten Chancen zu besitzen
scheint.

Aufgabe 6) durfte die schwierigste der bislang behandelten Beweisaufgaben sein. Die Analyse
dieser Aufgabe in Hinblick auf Potenzen, die sie fur die Aneignung heuristischer Vorgehens-
weisen bietet, fuhrt zu folgendem Ergebnis:

Es gibt 2 Lésungswege, die mit Hilfsmitteln aus Klasse 6 zu bewaltigen sind. (Ein umstandli-
cher Lésungsweg, fur den man Ahnlichkeit bzw. die Umkehrung eines Strahlensatzes bendtigt,
kommt hier nicht in Frage.)

Es ist gunstig, zumindest das Teilziel "AB||CS" bereits beim Zeichnen einer genauen Planfigur
als Vermutung zu entdecken.

Der Versuch, nach nur einmaligem RA sofort durch VA zum Ziel zu gelangen, durfte vielen
Schulern nicht gelingen. Gunstiger ist viermaliges RA mit anschlieRendem VA, wobei auch die
Hilfsmittelfrage beim RA bedeutsam wird.

Es sollte bewul3t abgehoben werden, dall "Drittengleichheit" ein oft einsetzbares Beweismittel
fur die Ableitung der Gleichheit von Winkeln (oder auch Strecken) ist, und dafl zum Nachweis
der Parallelitat (neben der Parallelogrammeigenschaft) vor allem die Umkehrung von Stufen-
oder Wechselwinkelsatz verwendbar ist.

Diese Erkenntnisse kdénnen wie folgt in Impulse zum Steuern (bzw. zum Selbststeuern) von
geistigen Schulerhandlungen beim Lésen dieser problemhaften Aufgabe eingesetzt werden:
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- Aufgabentext lesen! Unklare Begriffe?
- Planfigur zeichnen; vorgegebene Bezeichnungen

eintragen! [A, B, C, S].
o Weitere gunstige Bezeichnungen? [ P ; u.U.

auch o, B,7,].

o Lassen sich der genau gezeichneten Figur
einige Vermutungen entnehmen?
[ ABJ|CS ; u.U. auch Vermutungen Uber
Gleichheit von oder Beziehungen zwischen
Winkeln ] .

- Vor. und Beh. festhalten!
o auch in der Planfigur festhalten!

- Suche nach einem Lésungsweg!
o Mit welcher Frage willst du beginnen?

- Woraus lieRRe sich die Behauptung unmittelbar ableiten? Begrindung!
> Weitere gunstige Bezeichnungen? [ <1 = <2 ; Umkehrung Basiswinkelsatz | .

- Woraus lielRe sich <1 = <2 ableiten? Begrindung!

o Brauchbares Hilfsmittel? [ Um die Gleichheit zweier Winkel abzuleiten, hilft oft der Satz

"Sind zwei Winkel einem dritten gleich, dann sind sie auch untereinander gleich" !
Ich suche nach einem <3, der diese Eigenschaft besitzt | .

- Woraus lieRe sich also <=1 = <2 ableiten? P
[€1=<3 laut V,; €2 =<3]. Yy
' . _ . C P \S/
- Woraus lieRe sich <2 = < 3 ableiten? A
Begrundung!

[ ABJ|CS ; Umkehrung Wechselwinkelsatz ] .

o Brauchbare Beweismittel? Satze mit gleich-
artiger Behauptung? [Umkehrung von Stufen-
oder Wechselwinkelsatz; Parallelogramm-
eigenschaft hier kaum hilfreich ] .

- Woraus liel3e sich AB||CS ableiten?

A 3

Begrundung!

1. Losungsweg: Aus <4 = a m.H. Umkehrung
Stufenwinkelsatz .

2. Lésungsweg: Aus <5 =8 m.H. Umkehrung
Wechselwinkelsatz .

- Was lafdt sich aus den Voraussetzungen unmittelbar ableiten? Begrindung!
o Beachte die zu erreichenden Teilziele!

[a =P ; Basiswinkelsatz/ y, =a + B ; AuRenwinkelsatz /vy, = 2-<4 = 2-qa ;
Winkelhalbierende 1.
- Was Ialit sich hieraus ableiten? Begrindung! [ €4 = a bzw. <5 =B durch Umformen]
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Damit ist folgender Losungsplan gefunden:

V,>a=p - V, > <1=<3

]—)71—2(1- }-)*é’.‘I:*:IZ—)MI
V 5y, = o+p- }——) “<4=a —> AB|ICS —» <«2=<«3
V357, =294 —mmemeeee

Dabei wurde die mit "V" bezeichnete Voraussetzung, dal <PBC =y, Aullenwinkel des
Dreiecks ABC ist, nicht explizit festgehalten, sondern nur der Figur entnommen.

Aufgabe 7): -
Von der Zeichnung ausgehend gelangt man zur Vermutung PC = QC .
Beim Formulieren der Voraussetzungen wurden die
Lagebeziehungen von P und Q der Figur entnommen.
Bei der Suche nach einem Ldsungsweg ist es gunstig,
den 1.Schritt durch RA , den Rest durch VA zurlickzu-
legen.

V,: AC=BC und <ACB <90°;

V,: < BHC =90° (= <BHQ);

V; < ABP = <PBC (= <HBQ);

V, <PCB=90°;

Beh.. PC=QC .

V;, —» <€3=44 ey

V, — <4+ <1=90°--—-—- > 1= 5 g

vV, —» <3+ <«5=90°----—-- —>
V. - <2=<5---

Es ist auch méglich, im 2.Schritt die Hilfsmittelfrage beim RA zu stellen, um Uber das Hilfsmittel
"Drittengleichheit" zu <5 zu gelangen.

Beim Rickblick wird man untersuchen lassen, ob tatséchlich alle Voraussetzungen fur den Be-
weis benétigt werden.

Die Schuler sollen erkennen, dal3 V, eine "Uberflussige" Voraussetzung ist und anhand weite-
rer Planfiguren nachprifen, daf? der Beweis auch fur den Fall gilt, dal ABC nicht gleich-
schenklig oder nicht spitzwinklig ist.

Man kann den Schulern mitteilen, dal® man den durch Weglassen von V, erhaltenen Satz

eine Verallgemeinerung des Ausgangssatzes nennt.

Nach Behandlung dieser sieben Aufgaben kann man die systematische Einfuhrung des VA und
RA bei geometrischen Beweisaufgaben beenden und sollte beim Behandeln weiterer Aufgaben
starken Wert auf die Erhéhung der Selbsttatigkeit der Schuler beim Suchen nach einem Be-
weisweg und auf die Beachtung der unterschiedlichen Leistungsfahigkeit der Schuler durch
innere Differenzierung legen.
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Aufgabe 8):

Leistungsstarke Schuler werden die Vermutungen
EM=FM, AE=CF, BE =DF

durch VA ableiten, leistungsschwachen Schulern kénnen

die Hilfsmittelfrage und die Teilzielfrage beim RA weiter-

helfen.

Leistungsstarke Schuler sollten erkennen, dal? die Voraus-

setzung EF1AC Uberflussig ist, und da® man nur zu ver-

langen braucht, dal? EF eine durch den Mittelpunkt M

von AC gehende Gerade ist.

Bei Aufgabe 9) kann man den Auftrag geben, durch |
systematisches VA bzw. RA maoglichst viele Beweise
zu finden und beim "Ruckblick" auch zu untersuchen,
ob man diesen Satz umkehren oder durch Abschwéa-
chen der Voraussetzung verallgemeinern kann. Dabei
werde dann vorausgesetzt, dal M auf derselben
Seite von BC liegt wie A .

Vor.: M liegt im Inneren von AABC ;
Beh.: <BMC > <BAC bzw. ¢>a .

1.Losungsweg:
Die VA-Hilfsmittelfrage fuhrt Uber den Innenwinkelsatz als Hilfsmittel zu den Hilfsgréflen B, v,
B11 Yl .

AABC:  a+p+y=180° -
]"’ atBry=e+B,+y

AMBC: ¢+, +7y,=180° -
Es gilt B> B4 —>  |o<g

......

Es gilt Y>>

2.Lésungsweg:

Die RA-Hilfsmittelfrage fuhrt zum kleinen Aufienwinkelsatz.
Damit & als AuRenwinkel erscheint, kann man etwa BM
Uber M hinaus verlangern und so zum Hilfsdreieck DMC
mit dem Innenwinkel g, gelangen, woraus dann ¢ > g, folgt.
Da g, AuRenwinkel von Dreieck ABD ist, gilt &, > o . Damit
ist man am Ziel.

3.Lésungsweg:

Um den kleinen AuRenwinkelsatz als Hilfsmittel einsetzen zu
kénnen, kann man auch AM Uber M hinaus verlangern und
die Winkel g, &,, a4, o, betrachten. Wegen €, > o, , €, >
g, +t&,=¢ und o, +a, =o kommt man auch so ans Ziel.

Bei einer Einschétzung der drei Lésungswege wird man wohl
dem zweiten den Vorzug geben. Er ist nicht nur besonders
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kurz, sondern der dort gezeichneten Figur ist auRerdem zu
entnehmen,_dal auch_dann noch € > a gilt, wenn M auf
der Seite AC (oder AB) des Dreiecks ABC, also nicht un-
bedingt in seinem Inneren liegt.

Lakt man M auf einem von B ausgehenden Strahl wan-
dern (vgl. Figur), dann wird der zugehorige Winkel & immer
kleiner.

Also mul} es fur M (und zwar aufierhalb des Dreiecks) eine
Lage geben, fur die <BMC =¢ = a wird.

In Klasse 8 wird diese Aufgabe wieder gestellt werden, wo-
bei die Schuler dann auRerdem noch den geometrischen
Ort aller M zu ermitteln haben, fir die <BMC =a, <BMC <a bzw. <BMC > o gilt.

In Klasse 6 wird lediglich festgehalten, dall die Umkehrung unseres Satzes eine falsche Aus-
sage ist, weil man Punkte auerhalb des Dreiecks ABC angeben kann, fur die ¢ > a. gilt.

Bei Aufgabe 10) kann folgende allgemeine Hilfsmittelfrage helfen:
- Welche Hilfsmittel (Satze, Definitionen, Formeln 0.4.)

kénnten nutzlich sein?
o Beachte Voraussetzung und Behauptung; betrachte

die Planfigur

Hier kann diese Hilfsmittelfrage zum Innenwinkelsatz als
Hilfsmittel und damit ans Ziel fGhren.

. - =1 .

Beh.:d6-e=y-B .

Vor. > Jo+PB+8=180°

Jﬁ Brs=y+e o

Vor. > Jo+y+e=180°

Aufgabe 11) :
Nach dem EinfGhren gunstiger Bezeichnungen (etwa B, v,
¢, ¢, ¢, ) kann man beim Betrachten der Behauptung

¢ = B +v durch RA zu den hinreichenden Teilzielen
¢,=p und ¢, =y gelangen, die man dann durch VA er-

reichen kann (man vergleiche die Winkel der Dreiecke
HBD und EBC bzw. der Dreiecke HBD und EBC ).
Man kénnte von den genannten Teilzielen ausgehend
auch durch die RA-Hilfsmittelfrage zu dem (im Unterricht
meist nicht behandelten) Satz gelangen, dall Winkel mit
paarweise orthogonalen Schenkeln gleich sind, was dann
sofort zum Ziel fuhrt.

Ein 2 Ldsungsweg kann durch Betrachten des Vierecks
HEAF mit den Winkeln ¢, v und den beiden rechten
Winkeln bei E und F gefunden werden. Wegen wy = a
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gilt dann ¢ + a = 180°, woraus man dann wegen ( + y) + a = 180° die Behauptung ableiten
kann.

Aufgabe 12) ist analog zu Aufgabe 5), man wird sie daher auf jeden Fall selbsténdig I6sen las-
sen. Leistungsstarke Schuler sollten nach wahren Umkehrungen dieses Satzes und nach zu-
gehdrigen Beweisen suchen. Hier liegt einer der Félle vor, dal ein Satz zwei wahre Umkeh-
rungen besitzt.

Sei ABC ein Dreieck und E ein Punkt auf der Verlangerung von AC uber C hinaus. Dann

gilt:
(S) Wenn CD Winkelhalbierende von AABC und BE||CD , dann BC =EC .
(Uy) Wenn BC = EC wnd BE||ICD , dann ist CD Winkelhalbierende von AABC .

(U,) Wenn CD Winkelhalbierende von AABC und BC = EC , dann BE||CD .

Recht anspruchsvoll ist Aufgabe 13) , deren vollstandige Lésung wohl nur sehr leistungsstar-
ken Schulern selbstandig gelingen wird. Bei gemeinsamer Behandlung ermdglicht diese Auf-
gabe jedoch die Wiederholung und Ubung vieler vermittelter Kentnisse und Fahigkeiten.

Eine sehr starke Hilfestellung besteht darin, eine zweckmaRige
Formulierung der Satze in Form einer Zeichenreihe vorzugeben C
und anzugeben, welche gemeinsamen Voraussetzungen dem Satz
und seinen Umkehrungen vorangestellt werden sollen. Das For-
mulieren dieser Umkehrungen und das Ermitteln ihrer Wahrheits- ‘
werte ist dann relativ leicht, und auch das Finden von Beweisen
fur die wahren Umkehrungen stellt keine Uberforderung dar. Die
Problematik des Zusammenfassens zu "Genau-dann-wenn-Séat-
zen" wird man nur in leistungsstarken AGn besprechen.

Der Satz aus Aufgabe 1) besitzt zwei Voraussetzungen und zwei BN
wahre Umkehrungen. Als gemeinsame Voraussetzung fur Satz | A D E B
und Umkehrung wird DeAE und EeDB gewahlt, was die gegen-
seitige Lage der Punkte A, D, E und B festlegt. Dann lassen sich Satz und Umkehrung wie
folgt formulieren:

(8) AC=BC A <ACD=<«BCE = <CDE=<CED (W)
(U) <CDE=<«CED A <ACD=<BCE = AC=BC (W)
(U, AC=BC A <CDE=<CED = <ACD=<BCE (W)

Aus diesen drei wahren Aussagen lassen sich folgende drei wahren "Genau-dann-wenn-Aus-
sagen" als Zusammenfassungen bilden:

(Z,) <ACD=<BCE = [AC=BC < <CDE=<CED] (W)
(z,) AC=BC — [<ACD=<BCE <« <CDE=<CED] (W)
(Z,) <CDE=<CED = [AC=BC <& <ACD=<BCE] (W)

Die Beweise fur (U,;) und (U,) sind leicht durch VA zu finden. Als Hilfsmittel werden der Ba-
siswinkelsatz, seine Umkehrung und der AuRenwinkelsatz benétigt. Auf "Kongruenz" als Be-
weismittel kann man verzichten, aber auch derartige umsténdliche Beweise mlssen als korrekt
angesehen werden.
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Die Verallgemeinerung des Satzes aus Aufgabe 2) besitzt

ebenfalls zwei wahre Umkehrungen. Wenn man voraussetzt, D C
dal C im Inneren des Winkelraums von <BAD liegt,

dann kann man die Aussagen wie folgt festhalten:

A B

(S) ABJ||CD A AD=DC — <«BAC = < CAD (W)
(U) <BAC=<CAD A AD=DC = ABJ||ICD (W)
(U,) ABJ|CD A <BAC=<CAD = AD=DC (W)

Die Beweise von (U,) und (U,) sind nicht schwer zu finden. Als Hilfsmittel werden der Ba-

siswinkelsatz, der Wechselwinkelsatz und dessen Umkehrung verwendet. Die Zusammenfas-
sung zu Genau-dann-wenn-Satzen erfolgt wie oben angegeben.

Der Satz aus Aufgabe 3) besitzt nur eine wahre Umkehrung. Da? (U,) eine falsche Aussage
ist, zeigt ein Dreieck ABC mit < BAC # 60° als Gegenbeispiel. Dal (U,) eine wahre Aus-

sage ist, lalt sich mit Hilfe von Eigenschaften des gleichseitigen Dreiecks, Winkeladdition,
dem Aullenwinkelsatz und der Umkehrung des Basiswinkelsatzes zeigen.
Wahlt man BeAD als gemeinsame Voraussetzung, dann gilt:

(S) aABC ist gleichseity A BD=BC — <% ACD =90° (W)
(U,) <ACD =90° A BD=BC —  aABC ist gleichseitig  (F)
(U,) aABC ist gleichseig A <ACD=90° = BD=BC (W)
(Z,) aABC istgleichseiig = [BD=BC & <ACD=90°] (W)
C

A B D
Der in Aufgabe 4) bewiesene Satz besitzt drei Voraus-
setzungen, von denen zwei Voraussetzungen "analog" D NV C I N
sind. ~
Die Falschheit von (U,;) &6t sich durch ein Drachen- M //7\'/
viereck als Gegenbeispiel nachweisen. / M
Die voneinander nicht wesentlich verschiedenen Aussa- Y J
gen (U,) und (Uy) sind wahr, wie sich unschwer nach- | A B A =
weisen lal3t. .
Wé&hit man MeBC und NeCD als gemeinsame Voraussetzung, dann gilt:
(S): ABCD isteinQuadrat A BM=MC A CN=ND - AM=AN (W)
(U,): AM = AN A BM=MC A CN=ND = ABCD istein Quadrat (F)
(U,): ABCD isteinQuadrat A AM=AN A CN=ND = BM=MC (W)



(Ug): ABCD ist ein Quadrat A

N =
(Z3): ABCD ist ein Quadrat A = [CN=ND< AM=AN] (W)
Der in Aufgabe 5) bewiesene Satz besitzt zwei wahre Umkehrungen, die sich mit Hilfe des
Basiswinkelsatzes, des Aulenwinkelsatzes, des Wechselwinkelsatzes und der Umkehrung des
Wechselwinkelsatzes beweisen lassen.
Wahilt man DeAC und BeAE als gemeinsame Voraussetzungen, dann gilt:

() <CBD=<DBA A DB|ICE - BC=BE (W)
(U,): BC = BE A DB|ICE_ — <«CBD=<DBA (W)
(U,); <CBD=<DBA A BC=BE — DBJICE (W)

Hieraus lassen sich wie beschrieben die drei wahren Aussagen (Z,), (Z,), (Z;) bilden.

Der in Aufgabe 6) bewiesene Satz hat drei Voraussetzungen und besitzt drei wahre Umkeh-
rungen, zu deren Beweis man den Basiswinkelsatz, die Umkehrung des Basiswinkelsatzes,
den Wechselwinkelsatz nebst Umkehrung, den Stufenwinkelsatz und den AuRenwinkelsatz
bendotigt.

Setzt man voraus, dal S im Inneren des Winkelraums von <.BAC liegt und dal3 CeAX gilt,
dann kann man den Satz und seine Umkehrungen wie folgt formulieren:

(S) AC=BC A <BAS=<SAC A <BCS=<SCX AC =CS (W)
(U,):AC=CS A <«BAS=<SAC A <BCS=<SCX AC =BC (W)

AC=CS A <BCS = <« SCX

A A «BAS=<«SAC (W)
(U AC=BC A <«BAS=<SAC A AC=CS

<< BCS = «SCX (W)

b Ul

Das Bilden von Genau-dann-wenn-Sétzen als Zu- X
sammenfassung von Satz und wahrer Umkehrung

wird hier etwas komplizierter. C L
Besitzt ein Satz (S) die Gestalt V,AV,AV; = B
und sind seine Umkehrungen (U,), (U,), (Uj)

sémtlich wahre Aussgen, dann lassen sich insge-
samt 6 derartige untereinander verschiedene Zu-
sammenfassungen bilden.

Spaltet man jeden dieser Genau-dann-wenn-
Satze in zwei Wenn-dann-Sétze auf, dann entste-
hen insgesamt 12 derartige Wenn-dann-Aussa-
gen, unter denen es jedoch nur 4 voneinander A B
verschiedene Aussagen gibt, namlich die Aussa-
gen (S)l (U1): (U2) und (US)

Die 6 voneinander verschiedenen Genau-dann-wenn-Aussagen haben folgende logische
Struktur:

7
‘;/
rd

(Z):V, A V3 = [V, & B] ; (Zy):B A V3 = [V, & V,],;
(Z):V, A~ V3 = [V, & B] ; (Zsx:B AV, = [V, & V;];
Z3):V, A~ V, = [V; & B] ; (ZgB A V, = [V, & V;].

Von dem in Aufgabe 7) bewiesenen Satz betrachten wir_die gefundene Verallgemeinerung.
Wenn sich herausstellt, daR die Voraussetzungen AC = BC und < ACB = 90° Uberflussig
sind, dann existiert sicher keine wahre Umkehrung des Satzes, die eine dieser Voraussetzun-
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gen als Behauptung besitzt. Die mit (S) bezeichnete Verall-
gemeinerung besitzt drei Voraussetzungen, und alle drei Um-
kehrungen (U,), (U,) und (U;) erweisen sich als wahre Aus-
sagen.

Wie eben gezeigt, gibt es also auch hier sechs verschiedene
Genau-dann-wenn-Satze als Zusammenfassung von Satz und
wahrer Umkehrung.

Als gemeinsame Voraussetzung fur alle diese Satze gelte
HeAB, P liege im Inneren des Winkelraums von <ABC und
HC~PB ={Q}.

Aus diesen Voraussetzungen laRt sich <PCQ < 90° ableiten,
was bei der (erfolglosen) Suche nach Gegenbeispielen zum

Nachweis der Falschheit einer Umkehrung zu bertcksichtigen ist.

Unter diesen Voraussetzungen gilt:

(S): <«CBP=<PBA A <PCB=90° A <BHQ=90°
(U,) PC=QC A <PCB=90° A <BHQ=90°
(U,): <CBP = <«PBA A PC=0QC A <BHQ=90°
(Uy): <CBP=<PBA A <PCB=90° A PC=QC

LU Uy

PC=QC

< CBP = <<PBA
< PCB =90°

< BHQ = 90°

(W)
(W)
(W)
(W)
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394. Geometrische Konstruktionsaufgaben

Ziele:

- Informativ gestaltete Figuren zum Abspeichern von Aufgabenstellung und Lésungsweg.

- Methode der geometrischen Orter (als Durchschnittsbildung von Erfullungsmengen).

- Methode der Hilfselemente (als VA und RA).

- Darstellen von Konstruktionsbeschreibungen in Kurzform (Verwenden mengentheoretischer
Bezeichnungen).

- Einzigkeits- und Existenznachweis bei Orts- und bei Konstruktionsaufgaben (Formulieren
der entsprechenden Satze).

- Anzahl verschiedener Lésungen bei Dreieckskonstruktionen aus Seiten oder Winkel.

- Parameterhaltige Aufgaben.

- Uberbestimmte und unterbestimmte Aufgaben.

- Geometrische Orter als Erfullungsmengen.

Will man dem Lehrplan nicht vorgreifen, dann mul® man die Konstruktionsaufgaben als letzte
Aufgabengruppe behandeln. Um hierbei einen gewissen Abschlul erreichen zu kénnen, sollte
man hierbei auf das Behandeln vermischter Aufgaben in diesen Zirkeln verzichten und die
letzten drei Zirkel des Schuljahrs voll diesem Thema widmen. Da das Behandeln von geometri-
schen Konstruktionsaufgaben unter der beschriebenen Zielstellung erfahrungsgeman grof’e
didaktische Schwierigkeiten bereitet, wollen wir am Ende dieses Abschnitts. ausnahmsweise
einen konkreten Vorschlag unterbreiten, wie der Inhalt dieser drei Zirkel geplant werden kann
und was besonders zu berlcksichtigen ist. Dabei werden wir davon ausgehen, dal} es sich um
keine AG mit Uberdurchschnittlicher Leistungsfahigkeit handeit.

Man wird mit einer Wiederholung von "Aussageform - Erfullungsmenge" aus Abschnitt 3.5.
sowie von "Einzigkeitsnachweis - Existenznachweis" aus den Abschnitten 3.3. und 3.4. begin-
nen, wobei die Seiten 8, 32 und 36 der Aufgabensammlung genutzt werden sollten. Es geht
dabei vor allem um die EinfGhrung des Begriffs "geometrischer Ort" als Erfullungsmenge einer
Bedingung fur Punkte, um das Festhalten einiger geometrischer Orter sowie um das Formulie-
ren der entsprechenden Satze, durch die ein geometrischer Ort (z.B. "Mittelsenkrechte") cha-
rakterisiert wird. Das Ergebnis kann wie folgt festgehalten werden:

Aussageform

Erfallungsmenge

x|15; xeN {1,3,5 15}
x=x+1 xeQ, 1)
Bedingung fur Xe{ Punkt der Ebene } geometrischer Ort
AX = BX Mag X
MX =r k(M;r)
m

X hat von g den Abstand a
(a=d(Xg))

<BAX = a

AD

Parallelenpaar (g,;95)

freier Schenkel von a
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Von der haufig im Unterricht verwendeten Formulierung "Es soll ein Dreieck ABC konstruiert
werden, von dem die Seite ¢, die H6he h, und der Winkel o gegeben sind" sollte man ab-

weichen. Um die Zugehorigkeit von Konstruktionsaufgaben zu dem auf Seite 32 der Aufgaben-
sammlung charakterisierten Typ von Bestimmungsaufgaben hervorzuheben, wollen wir stets
folgendermafen formulieren:

"Zu konstruieren sind alle (untereinander nicht kongruenten) Dreiecke ABC , die folgende Be-
dingungen erfullen: AB=c; ..........

Den Schulern sollten die Gemeinsamkeiten zwischen zahlentheoretischen Bestimmungsaufga-
ben, Gleichungen oder Ungleichungen, geometrischen Orts- und Konstruktionsaufgaben sowie
gewissen logisch-kombinatorischen Aufgaben bewul3tgemacht werden.

Da es bei diesen Aufgaben stets um das Ermitteln der ErfUllungsmenge von einer oder mehre-
ren Aussageformen mit einer oder mehreren Variablen geht, sind stets ein Einzigkeitsnachweis
und ein Existenznachweis erforderlich.

Konstruktionsaufgaben weisen diesbezuglich eine einzige Besonderheit auf. An die Stelle der
Angabe der gesuchten ErfUllungsmenge tritt hier die Angabe einer Konstruktionsbeschreibung,
d.h. eines Algorithmus, der alle gesuchten Lésungen und auch nur diese Lésungen liefert.

In der AG Klasse 6 sollte der Schwerpunkt auf dem Finden und Formulieren der Konstruktions-
beschreibung liegen. Die dann noch zu beweisenden Séatze wird man zwar stets mit nennen
lassen, auf ihren Beweis wird man dagegen in der Regel verzichten.

Im Zusammenhang mit Aufgabe 1) und Aufgabe 2) wird man erldutern, dal® man (nicht aus
zwingenden logischen, sondern aus rein historischen Grunden) in der klassischen Geometrie
als Konstruktionsgerate nur Zirkel und Lineal (chne Maleinteilung) zul&fdt, dall es auch noch
andere Konstruktionsgerate (etwa den Ellipsenzirkel) gibt und daf} alle im Unterricht Ublichen
Konstruktionen unter Verwendung eines Dreiecks auch allein mit Zirkel und Lineal ausfuhrbar
sind.

Bei Aufgabe 1) wird das Lineal nur dazu verwendet, die Schenkel der Winkel zu zeichnen. Mit
Hilfe eines Zirkels ist es dann moglich, Winkel zu halbieren, zu verdoppeln und abzutragen.
Ferner lassen sich 90°-Winkel, 45°-Winkel und 60°-Winkel besonders einfach konstruieren.
Man wird die Schuler auffordern, mdéglichst viele verschiedene Lésungswege zu suchen. Die
VA-Teilzielfrage lautet hier. "Welche Winkel lassen sich aus dem gegebenen Winkel unmittel-
bar konstruieren?"

Da man von einem 36°-Winkel ausgehend durch Halbieren einen 18°-Winkel und dann einen
9°-Winkel sowie durch Verdoppeln einen 72°-Winkel konstruieren kann, hat man wegen

99° =9° + 90° = 11-9° = 36° + 45° + 18° = 9° + 18° + 72° bereits vier verschiedene Lésungs-
wege gefunden.

Auch bei Aufgabe 2) sollte man die VA-Teilzielfrage stellen.

Von zwei Strecken mit der Lange s bzw. d ausgehend kann man (falls s > d) durch Strek-
kenabtragung zu einer Strecke der Lange s+d=(a+b)-(a-b)=2a sowie zu einer Strecke
mit der Lange s -d = (a + b) - (a - b) = 2b gelangen, woraus man dann durch Halbieren der so
gewonnenen Strecken zu Strecken mit den gesuchten Langen gelangt.

Die didaktische Schwierigkeit besteht darin, durch die geometrische Interpretation ein Rechnen
mit Klammern, vor denen ein Minus steht, zu umgehen.

Bei Aufgabe 3) sollten die Schuiler zunachst jeder fur sich versuchen, die Lésung zu finden.
Dabei ist es gunstig, wenn einige Schuler nur eine der beiden Ldsungen finden, da dies ein
gutes Motiv liefert, die Methode der geometrischen Orter einzufihren, bei deren gewissenhaf-
ter Befolgung derartige Fehler nicht eintreten kénnen.
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Bei dieser Aufgabe sollte der AG-Leiter die Haupt- und Nebenimpulse selbst formulieren, die
Schiller geben zundchst nur die Antworten. Dabei werden die Schiler aufgefordert, sich diese

Impulse recht rasch einzupragen, so daflk schon bei der ndchsten Konstruktionsaufgabe die
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Die Methade der geometrischen Orter wird durch folgende Impulse mhasakten et
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Gegebene Bedingungen?

- Glnstige Veranschaulichung?
o Planfigur, in der das Gegebene "gran”
festgehalten wird!

- Mit welchem Bestimmungsstick will ich
beginnen?
o Eine Btrecke ist hierfur stets glnstiger
als eirt Winkel!

- Welche Punkte sind dann gegeben®?

- Welche Punkte sind dann gesucht?
Kenne ich 2 ¢.Q. fir den gesuchten Punkt?

o Kenne ich 2 Bedingungen fur C 7%
Welche g 0. gehdren zu diesen
Bedingungen™

ich bilde den Durchschnitt der beiden ¢ O.

und erhalte so die gesuchten Punkte.

o Lieferr alle so gefundenen Punkle unier-
einander nicht kongruente Lasungen?

- jeh formuliere die Konstruklionsheschreal-
bung unc fertige eine Kanstruktionszeich-
nung art.

Konstrukifronshesochreibun
(Kurzformy:

(1 AR =0 =6 em

(2) Parallelenpaar (g,g,) 2u A i Abstand

E—

b 3 em

AABC, und aABC, sind die Losungen unserer
Aufgabe

Gas . Dreiecke o
Geg. (a) AB=c=6cm
(b) BC=a=4cm;
(¢) CH=h=23cm;
(d) CH ist Hohe in #ARC

Ec*h schraibe a, ¢, h und
in der Planfigur "gran® )

Wern ich mit
AB = ¢ beginne,
dann sind die

By qunloboy A e R ,C H B
FLANRTE A UGG o

gegeben (ich zeichrnie o'gron™), und es st

Punkt ¢ gesucht, (ich zeichne @ "rot")
Borin igung ( %‘ur fe‘ornmtrvw’w Ot

k(B;a)
Farallelenpaar (9,6,)
i AR im Ahz‘t nd 8]

!"(H ‘;}‘3( ‘\{‘g,t.‘“\! -4 i {.As (:"-{1 (:\//5 E

w

AABC, = sABC, | gibt es (fir die

I E] f.:xﬁ@n&;ic::htlmh '5ABC1 = AABL, und

H

nen Gréflen) nur zwsal verschiledene Lo~
sungen
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Es ist sehr wichtig, da® die Schuler die schriftlich in Kurzform festgehaltene Konstruktionsbe-
schreibung mundlich ausfuhrlich in der Wortsprache formulieren! Dabei ist auch festzustellen
(und gegebenenfalls zu begrinden), ob die einzelnen Konstruktionsschritte eindeutig ausfuhr-
bar sind.

Schritt (1) und Schritt (2) sind bei unserer Aufgabe stets eindeutig ausfuhrbar, in Schritt (3)
entstehen bei den gegebenen Daten 4 Schnittpunkte. Bei anders gewahiten Daten konnten
auch 2 Beruhrungspunkte oder kein Schnittpunkt auftreten.

Solche Uberlegungen liefern ein Motiv, die einfachsten Konstruktionsaufgaben (bei denen nur
Seiten oder Winkel gegeben sind) daraufhin zu untersuchen, wieviel verschiedene Lésungen
entstehen kénnen und wovon dies abhangt.

Das Resultat dieser Uberlegungen wird in einer Tabelle festgehalten:

Typ | Anzahl der Lésungen | Bedingungen (es gelte stets s> 0 und 0° <w < 180°)

SWS 1 keine
SSS 1 Dreiecksungleichungen sind erfulit;
0 Dreiecksungleichungen sind nicht erfullt.
WWW beliebig viele a+p+y=180°
0 oa+pB+y+ 180°
WSW 1 w; +w, < 180°%;
0 w, +w, > 180°.
Ssw
2
1
0
(vgl. Figur)

Bei Aufgabe 4) beginnt man gunstigerweise mit BC = a und gelangt mit Hilfe der Methode
der geometrischen Orter zu zwei verschiedenen Lésungen.

Bei Aufgabe 5) sollte man systematisch nach verschiedenen Lésungswegen suchen lassen.
Beginnt man mit AB = ¢, dann kann man den gesuchten Punkt C nicht sofort konstruieren.
Dies trifft jedoch fur den "naheliegenden” (weil durch die Aufgabenstellung bereits eingefthr-

ten) Hilfspunkt S zu, fur den die beiden Bedingungen AS =1c und SeAB die benétigten
beiden geometrischen Orter liefern. . _ '

Zur Konjunktion der Bedingungen " CS =s, A CA=Db" gehdrt der Durchschnitt der zugehori-
gen g.0. "k(S;s.)nk(Ab)={C; C,; }".

Offensichtlich gilt hier AABC = AABC, , also gibt es nur eine Losung.

Unser Lésungsplan 1Rt sich in der Kurzform "AB/ S, C;x" festhalten, wobei durch )&/ an-

gedeutet wird, dald von den beiden entstehenden Schnittpunkten nur einer zu berlcksichtigen
ist.

Man sollte an dieser Stelle hervorheben:

Wenn bei einer Dreieckskonstruktion zwei Kreise zum Schnitt gebracht werden, dann braucht
man bei der weiteren Konstruktion nur einen der beiden Schnittpunkte zu bertcksichtigen, weil
der andere stets nur eine zur ersten L&sungsfigur kongruente Figur liefern wurde. (Fur die
Konstruktion von n-Ecken gilt diese Aussage jedoch nur dann, wenn man sich auf konvexe n-
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Ecke beschrankt.) Als Begrindung kann man anfihren, daf} hier eine Konstruktion nach (s,s,s)
vorliegt, die héchstens eine Lésung liefert.

Wird dagegen ein Kreis mit einer Geraden, einem Strahl oder einer Strecke zum Schnitt ge-
bracht, dann mul® man zunachst stets beide Schnittpunkte berlcksichtigen, weil sie zu ver-
schiedenen Lésungen fuhren kénnen.

Beispiele hierfur liefern die Aufgaben 3) und 4).

Ein 2. bzw. 3. Lésungsweg 14t sich finden, wenn man mit AC =b bzw. CS = s, beginnt. Die
drei Lésungsplane lassen sich durch die weiter unten abgebildeten informativ gestalteten Figu-
ren festgehalten, wobei durch o , @ bzw. e angedeutet wird, dal} die jeweiligen Punkte
"gran”, "blau" bzw. "rot" gezeichnet werden.

Bei den gegebenen Daten wird speziell <<BAC = 90° , was zur Kontrolle der Zeichengenauig-
keit der Schuler benutzt werden kann. Das Anfertigen von Konstruktionszeichnungen solite je-
doch in der Regel als Hausaufgabe gestellt werden, unserer Zielstellung folgend sollte die Zeit
im Zirkel fur das Suchen nach Lésungsplanen genutzt werden.

$ S % BA £ S %
A,C/S; By S, C/Ax 1By

Die Aufgabe 6) , bei der man gunstigerweise mit AC =b beginnt, besitzt mit den gegebenen
Daten keine Lésung. Man wird die Schuler auffordern, die Daten so zu &ndern, daf eine bzw.
zwei Lésungen entstehen. Am einfachsten ist dies méglich, indem man BC=a vergréfRert und
etwa BC >5cm oder BC = 4,5 cm wahlt. Man kann aber auch <BAC = o oder AC = b
entsprechend verkleinern.

Bei Aufgabe 7) gibt es wieder verschiedene Lé&-

sungswege. C
Beginnt man mit BC = a, dannist S sofort konstru-
ierbar. Der 1.g.0. fur A ist dann das Parallelenpaar
(9. g4) zu BC im Abstand h, , wobei man nur g zu be-

rucksichtigen braucht. g‘
Der 2.g.0. fur A ist ist k(S;s,), von dessen beiden

Schnittpunkten mit g nur einer berlcksichtigt werden o H-
mu. h

Bei diesem Lésungsweg mu3 H nicht konstruiert wer- o

den, der Lésungsplan lautet B.C/S , A, , (H). . Bei A B

den gegebenen Daten entsteht als Losung ein
stumpfwinkliges Dreieck.
Beginnt man dagegen mit AH = h, , dann ist der 1.g.O. fur S die Senkrechte g zu AH durch

H, der 2.9.0. ist k(A;s,) ; von den beiden Schnittpunkten dieses Kreises mit g ist nur einer
von Bedeutung. Fur die gesuchten Punkte B und C sind dann jeweils g und k(S;%a) die

benétigten geometrischen Orter.
Der Plan lautet alsoc AH/ 81)(, B,C.
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Ein 3.Lésungsweg ist in der Klasse 6 nicht gangbar. Beginnt man mit AS = s, , dann bendtigt
man als 2.g.0. fur H den Thaleskreis tber AS .

Im Vergleich mit den bisher geldsten Aufgaben hat
Aufgabe 8) einen héheren Schwierigkeitsgrad und
sollte daher gemeinsam im Zirkel behandelt werden.
Beginnt man mit BC = a, dann_bendtigt man als 2.g.0.
fur H den Thaleskreis Uber BC .

Beginnt man mit CW = w,, dann kann man fir B nur
einen g.0., fur A keinen g.0. finden.

Die Schuler sollen erkennen, dafRl beide Versuche
scheitern, und daR sie daher als letzte Méglichkeit ver- A
suchen mussen, mit BH = h, zu beginnen.

Aulder den bei der Besprechung von Aufgabe 3) angegebenen impuisen kénnen hier folgende
Impulse nitzlich sein, die das VA beim Lésen von Konstruktionsaufgaben charakterisieren:

Ich beginne mit der Bedingung BH = h, |
also sind B und H gegebene Punkte, und
es sind A und C die gesuchten Punkte.
Fur W kann ich keinen g.0. finden.

Welche Punkte lassen sich von den gege-
benen Punkten ausgehend unmittelbar
konstruieren?

o Fur weiche Punkte kann ich zwei A liegt auf der Senkrechten g zu HB
geometrische Orter angeben? durch H (weil HB eine Héhe im Dreieck
ABC ist).

Einen 2.g.0. fir A kann ich nicht finden.

: Welche gegebenen Bedingungen
habe ich noch nicht bertcksichtigt?
Sie kdénnten die gesuchten g.0.

C liegtebenfalls auf g. __ ‘
Wegen der Bedingung BC = a liegt C

liefern!

- Welche Punkte lassen sich nun unmittel-
bar konstruieren?

- Welche Punkte lassen sich nun unmittel-
bar konstruieren?

- Welche Punkte lassen sich nun unmittel-
bar konstruieren?

- Ich halte den Lésungsplan fest.

aulerdem auf k(B;a) .

Der Schnitt dieser beiden g.0. liefert zwei
Punkte C; und C,.

Ein 1.g.0. fur W ist nun die Winkelhalbie-
rende von <HCB (weil CW Winkel-
halbierende im Dreieck ABC ist).

Ein 2.9.0. ist k(C;w) (weil CW =w gilt).
Also kann ich zu C, den Punkt W, und
zu C, den Punkt W, konstruieren.

Ein 1.g.0. fur A ist g (siehe oben);
ein 2.9.0. ist nun der Strahl BW
Also kann ich zu W, den Punkt A;, zu W,

den Punkt A, konstruieren.

BH/C,,, W,, A, W,, A,.
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- Sind die erhaitenen Loésungen unterein-  Die Konstruktionszeichnung zeigt, daid daf}
ander verschieden (nicht kongruent)? die Dreiecke A;BC, und A,BC, (als ein
spitzwinkliges und ein stumpfwinkliges
Dreieck) nicht kongruent sind.
Also hat meine Aufgabe zwei verschiedene
Ldsungen.

T, H A G A

Bei Aufgabe 9) sollten die Schuler sofort erkennen, dal wegen a < h, fir die gegebenen
Daten keine Lésung existieren kann, und sie sollten durch Anderung der Daten Aufgaben mit
einer oder mit zwei Lédsungen bilden.

Durch Vergleich mit Aufgabe 3) sollten sie feststellen, dal3 es sich hierbei (abgesehen von den
unterschiedlichen Daten) um dieselbe Aufgabe handelt, weil (b, a, h,) durch Vertauschen der

Bezeichnungen aus (c, a h,) hervorgeht.

Bei Aufgabe 70) mul aus der Bedingung muclmge zundchst < BAC = 90° abgeleitet wer-

den, wodurch eine sehr einfache Aufgabe vom Typ (&, b, y) entsteht.

Die Schuler sollen vermuten und beweisen, dall der Schnittpunkt der beiden Mittelsenkrechten
der Mittelpunkt der Seite AB ist, und sie sollen so einen Zusammenhang zu den geometri-
schen Bestimmungsaufgaben 6) und 11) herstellen.

Aufgabe 11) dient der Einflihrung der Me-
thode der Hilfselemente , die eine Variante
des Vorwdrtsarbeitens und des Rickwarts-
arbeitens beim Ldsen von Konstruktionsauf-
gaben darstellt. Als Teilziele, treten dabei
Hilfspunkte auf.

Hier liegt es nahe, mit BC = a zu beginnen.

Als 1.9.0. fur den gesuchten Punkt A findet @ ﬁ
man leicht den freien Schenkel BX des D
Winkels <<CBX=8.

Ein 2.g.0. fur A [&Rt sich nicht unmittelbar
finden.
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Folgende Impulse kénnen weiterhelfen:

- Welche Bedingung habe ich noch nicht Die noch nicht verwendete Bedingung
verwendet? AB+AC = s deutet auf das Hilfsmittel
Auf welches Hilfsmittel deutet sie hin? "Streckenabtragung" hin.
- Welche Hilfspunkte lassen sich m.H. Ich mufd einen Hilfspunkt D so einfihren,
dieser Bedingung konstruieren? dal} eine Strecke mit der Lange s ent-
steht. Dies ist auf 4 verschiedene Weisen
méglich:

1) AC auf der Verléngerung von BA uber
A hinaus abtragen;

2) AC auf AB uber B hinaus abtragen

3) AB auf AC Uber C hinaus abtragen

4) AB auf CA Uber A hinaus abtragen.

o Welcher dieser konstruierbaren Hilfs- Die 1.Mdglichkeit ist die gunstigste, weil
punkte dirfte der niitzlichste sein? nur hier das gegebene B in der Hilfsfigur
vorkommt.
: In welchem der so entstehenden
Hilfsdreiecke kommen die meisten
gegebenen Grofen vor?
- Ich fuhre den gewahiten Hilfspunkt durch Sei D derjenige Punkt auf dem Strahl |’3‘>T
eine "Zusatzvoraussetzung" ein. far den DA=AC ,also DE=DA+AB =s
gilt.
- Welche Punkte lassen sich jetzt unmittel- Wegen DA = AC ist die Mittelsenkrechte
bar konstruieren? von DC ein 2.9.0. fur A.
> Beachte die Zusatzvoraussetzung! Wegen DA =AC gilt auch

<% BDC = <ADC = <*DCA =5, also ist der
freie Schenkel CY von <DCY = § ein
3.g.0.fur A.

Damit habe ich 2 Méglichkeiten gefunden,

- Lésungsplan? :
den gesuchten Punkt A zu konstruieren.

Bei Aufgabe 12) durfte die allgemeine Hilfsmittel-

frage leicht zum Ziel fGhren. C
Wegen der gegebenen Bedingung < PCB =y
(wobei y < <CBA ) und < APB = 2y durfte es
beim Betrachten der Planfigur nicht schwerfallen,
den AuRRenwinkelsatz als gunstiges Hilfsmittel zu
entdecken.

Dies fUhrt zur HilfsgréBe < CPB =1y und damit
zum freien Schenkel dieses Winkels als 2.g.0. fur
den gesuchten Punkt P .

Damit ist man am Ziel, weil laut Aufgabenstellung
AC ein1.g.0O.fur P ist.
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Abschlieend bringen wir den eingangs angekundigten Vorschlag zu Planung der drei Zirkel
Uber Konstruktionsaufgaben:

1. Zirkel:

Wiederholen von "Aussageformen und Erfullungsmengen'; geometrische Orter als Erfullungs-
mengen; Erarbeiten und Festhalten der Ubersicht.

Selbstandige Losungsversuche zu Aufgabe 3); Einfuhren der Methode der geometrischen Orter
anhand dieser Aufgabe; zugehdrige Impulse; informativ gestaltete Planfigur.
Konstruktionszeichnung; schriftliches Fixieren der Konstruktionsbeschreibung.

Erarbeiten und Festhalten der Determinationstabelle fur die Grundkonstruktionen.

Aufgabe 5) mit mindestens 2 Lésungswegen; eine der Konstruktionsbeschreibungen schriftlich
festhalten; Aufgabe 4) in der verbleibenden Zeit oder als Hausaufgabe.

2. Zirkel:

Wiederholung "Geometrische Orter" und der Impulse zur Methode der geometrischen Orter
anhand Aufgabe 4).

Aufgabe 6); selbstandig erkennen, dall keine Lésung existiert; Wiederholung der Determina-
tion zu den Grundaufgaben; Abanderung der Daten, so daR L&sungen entstehen; Impulse zur
Meth.d.g.O.; Fixieren der Konstruktionsbeschreibung.

Aufgabe 8) gemeinsam |6sen; VA bei der Suche nach konstruierbaren Hilfspunkten; informative
Figur und Lésungsplan in Kurzform; Konstruktionsbeschreibung; Formulieren der Satze fur
den Einzigkeits- und den Existenznachweis.

Aufgabe 9) selbstandig; Anderung der Daten; Konstruktionsbeschreibung; Formulieren der
Sétze fur den Einzigkeits- und Existenznachweis.

3. Zirkel:

Wiederholung "Geometrische Orter" und Determination zu den Grundaufgaben.

Aufgabe 11) gemeinsam; EinfGhren der Impulse, die zur Methode der Hilfselemente gehdren;
Diskussion Uber die Nutzlichkeit verschiedener Hilfspunkte; informative Figur und Lésungsplan;
Konstruktionsbeschreibung.

Aufgabe 7) zunachst selbstandig, 2 Lésungswege finden lassen; eine Konstruktionsbeschrei-
bung fixieren; Formulieren der Sétze fur den Einzigkeits- und Existenznachweis.

In der verbleibenden Zeit Aufgaben 10) und 11) .

Zusammenfassende Wiederholung zu "Mathematische Bestimmungsaufgaben"; Durcharbeiten
des Merkstoffs auf S.32 der Aufgabensammiung.

Nun noch einige Bemerkungen zum didaktischen Vorgehen:

Bei der Behandlung von Konstruktionsaufgaben sollte in der Regel nur der AG-Leiter an der
Wandtafel arbeiten, wobei auf eine Ubersichtliche Darstellung groRer Wert zu legen ist. Der
Schiler muf stets wissen, was er in den Hefter zu Gbernehmen hat.

Das Anfertigen informativer Figuren wird kommentarlos vorgemacht. Die Hauptimpulse, die die
Methode der geometrischen Orter und die Methode der Hilfselemente kennzeichnen, werden
anfangs bei jeder Aufgabe vom AG-Leiter formuliert, und zwar so lange, bis der erste Schuler
dazu in der Lage ist. Naturlich werden die entsprechenden Fragen keinesfalls aufgeschrieben
und wortlich auswendig gelernt, sondern nur so oft in "genormter" Form wiederholt, bis sie sich
bei den Schulern eingepragt haben.

Wenn der kurze Losungsplan (als Folge der zu konstruierenden Punkte) notiert wurde, wird die
Konstruktionsbeschreibung von einem Schuler in sprachlich einwandfreier Form formuliert, vom
AG-Leiter in Kurzform an der Wandtafel festgehalten und anschlieRend von den Schilern in
den Hefter Gbernommen. Die Schuler mussen in der Lage sein, diese "Kurzform'" wieder in die
"Wortsprache" zu Ubersetzen.
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Nach Behandlung der Problematik "Einzigkeits- und Existenznachweis" sind bei jeder Aufgabe
nach der Konstruktionsbeschreibung die zu beweisenden Satze in der Wenn-dann-Form zu
formulieren. Nur bei leistungsstarken AGn wird man beginnen, diese Satze zu beweisen. Im
Rahmen der inneren Differenzierung kann man auch einzelnen Schulern diesen Auftrag ertei-
len. Das Darstellen einer vollstandigen Ldsung einer Konstruktionsaufgabe gehért zum Inhalt
der AG Klasse 7, in deren Aufgabensammlung auch eine derartige "Musterlésung" enthalten
ist.

Recht bedeutsam ist die richtige Bemessung der Zeit fur selbstandige Schulertatigkeit.
Zunachst muR jeder Schuler hinreichend Zeit zum selbsténdigen Uberlegen bekommen. Wie
bereits mehrfach betont wurde, darf ein leistungsstarker Schuler, der einen Lésungsweg ge-
funden hat, diesen nicht gleich verraten, er darf lediglich Fragen stellen oder Impulse geben,
um auch den anderen Schulern eine Chance zu lassen ,selbst einen Ldsungsweg zu finden.
Bei langerwéhrender selbstandiger Tatigkeit mull der AG-Leiter jedoch darauf achten, dafR
wirklich alle Schuler geistig tatig sind und nicht etwa einige Schuiler "abgeschaltet" haben. Da-
her sollte der AG-Leiter in Phasen der selbsténdigen Schulertatigkeit stets kontrollieren, indivi-
duelle Hilfen fur leistungsschwéchere Schuler geben und die erbrachten Leistungen werten.
Jede Phase selbstandiger Schuilertatigkeit sollte mit einer gemeinsamen Auswertung abge-
schlossen werden.
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3.40. Sonstige Aufgaben

In diesem Abschnitt werden diejenigen "Vermischten Aufgaben" besprochen, die sich nicht
zwanglos in die bisher behandelten Aufgabentypen einordnen lassen.

Aufgabe V4) ist eine durch Vorwértsarbeiten leicht zu bewaltigende Berechnung des Werts ei-
nes Terms. Es gilt

1,_1.Z3 4 98 99 _ . 1 _ 1
100 -

(1-201 =31 -2 (1500 2T 75"~ "5¢" To0 = 17700 =

In Aufgabe V23) ist fur ein mathematisches Spiel eine Gewinnstrategie zu entdecken. Dazu
lohnt es, eine zweckméRige Symbolik einzufUhrern:
Spielstellung (a;b) : In der 1.Schale liegen a Nusse, in der 2.Schale liegen b Nusse.
Gewonnen hat, wer die Stellung (0;0) erreicht.
Regeln: (ab) -R1 . (a-1;b) ;

(ab) R2 . (ab-1) ;

(ab) R3 . (a-1;0-1) ;

(ab) R4, (a-1;p+1) ;

(ab) RS, (a+1;b-1) .
Aus "Symmetriegrinden" kann man eine Vereinfachung einfGhren, indem man nur Spielstellun-
gen mit a > b betrachtet
Beim Ruckwaértsarbeiten stellt man sich die Frage: Von welchen Stellungen ausgehend kann
ich die Stellung (0;0) erreichen und mit welcher Regel kann dies geschehen.
Man erkennt, daf® man von (1;0) mit Hilfe von R1 und von (1;1) mit Hilfe von R3 das Ziel er-
reicht, wabei wir nach Vereinbarung die Stellung (0;1), von der man mit R2 zu (0;0) gelangen
wurde, nicht mit betrachten.
Wir wollen die beiden Stellungen (1;0) und (1;1) "Gewinnstellungen” nennen weil man von
innen ausgehend den Sieg erreichen kann.
Nun wird man fragen, von welchen Stellungen ausgehend muf8 mein Gegner eine der beiden
Gewinnstellungen erzeugen?
Von (2;0) ausgehend kann mein Gegner nur entweder R1 anwenden und so zu (1;0)
gelangen, oder R4 anwenden und so zu (1;1) gelangen; ein Anwenden von R2, R3 oder RS ist
hier offensichtlich nicht méglich. Wir wollen daher (2;0) eine Verluststellung nennen.
Etwas anders liegt der Fall bei der Spielstellung (2;2) . Hier ist mein Gegner nicht gezwungen,
m.H. von R3 sofort die Gewinnstellung (1;1) zu erzeugen; er kann mir m.H. von R1 auch die
Stellung (2;1) oder m.H. von R5 die Stellung (3;1) vorlegen. Da ich jedoch aus (2;1) m.H.
von R2 die Verluststellung (2;0) erzeugen kann und da ich auch aus (3;1) m.H. von R3 die
Verluststellung (2;,0) erzeugen kann, sind die Stellungen (2;1) und (3;1) ebenfalls
Gewinnstellungen, die Stellung (2;2) dagegen eine Verluststellung.
(3,0) ist eine Gewinnstellung, weil sie sich m.H. von R1 in die Verluststellung (2;0)
umwandeln laft.
(3;2) st eine Gewinnstellung, weil sie sich m.H. von R1 in die Verluststellung (2;2)
umwandeln lafit.
(3;3) st eine Gewinnstellung, weil sie sich m.H. von R3 in die Verluststellung (2;2)
umwandeln lafit.
(4,0) ist eine Verluststellung, weil man hier nur entweder R1 oder R4 anwenden kann, was
zu den Gewinnstellungen (3:0) bzw. (3;1) fuhrt.

Durch systematisches Erfassen aller méglichen Félle gelangt man zu folgendem Resultat:
Gewinnstellungen: [@1).32). G3)]N S (a0 an]N
Verluststellungen: [(42)]7 7 2
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Nun ist leicht zu vermuten:

Eine Stellung ist Verluststellung genau dann, wenn die Anzahl der Nusse in beiden Schalen
gerade ist.

In diesem Fall ist der am Zug befindliche Spieler gezwungen, eine Stellung herbeizufihren, in
der in mindestens einer der beiden Schalen eine ungerade Anzahl von Nussen liegt.

In diesem Fall hat der Gegner stets die Maglichkeit, mit seinem Zug wieder eine sichere
Verluststellung zu erzeugen usw..

Hieraus folgt: Wenn der Anziehende in beiden Schalen eine gerade Anzahl von Nissen vorfin-
det und sein Gegner optimal spielt (d.h. mit seinem Zug stets wieder eine derartige Stellung er-
zeugt), dann muld der Anziehende verlieren. Findet er dagegen in mindestens einer der beiden
Schalen eine ungerade Anzahl von NUssen vor, dann kann er gewinnen.

Bei Aufgabe VV40a) wéare es zwar moéglich, aber ungeschickt, fur Zéhler und Nenner des ge-
suchten Bruchs Variable einzufGhren und dann die Gleichung nach diesem Bruch aufzulésen.
Wesentlich gunstiger ist es, durch Betrachten der gegebenen Bruche zur Vermutung zu gelan-

gen, dal} die Faktoren die Gestalt nzn;1 oder M%(ZQJ'—Q besitzen, und dal} der gesuchte

Bruch % lautet, was durch eine Probe bestéatigt wird.

Bei Aufgabe V40b) muBten dann die gesuchten Faktoren % und % lauten, und man erkennt

durch Ausrechnen, dall dann auf der rechten Seite der Gleichung 1—12— stehen mufite.

Bei Aufgabe V40c) vergleicht man zunéchst die rechten Seiten 1~15, 11—2 11—6 der drei Gleichun-

gen und kann vermuten, dafd der Nenner des Bruchs auf der rechten Seite der Gleichung von
der Anzahl der Faktoren des Produkts auf der linken Seite der Gleichung abhangt. Bezeichnet
k die Anzahl dieser Faktoren, dann lautet der Nenner auf der rechten Seite vermutlich

2(k+1), zum Bruch 1—15 gehdren dann 7 Faktoren, also muften die gesuchten Briche auf der

linken Seite % und %g— lauten. Eine Probe bestétigt die Richtigkeit der Vermutung.

Bei Aufgabe V40d) besitzt das Produkt auf der linken Seite der Gleichung 9 Faktoren, also
mute auf der rechten Seite der Bruch ﬁ, also 515 stehen.

Bei Aufgabe 40e) steht auf der rechten Seite der Bruch Tcl)ﬁ ., also muRte das Produkt wegen

2(x+1) =100 genau 49 Faktoren besitzen. Der letzte Faktor muRte daher %g% lauten.

Abschlielend kann man als allgemeine Form dieser Gleichung mit einem Produkt aus k Fak-

toren auf der linken Seite festhalten:

3.8 eyt 4

4 9 v (k+1)? 2(k+1) -
Man wird sich Uberzeugen, daf tatséchlich alle Ergebnisse der Aufgabe V40) aus dieser For-
mel gewonnen werden kénnen.

Wie bei Aufgabe V40) ist auch Aufgabe V59) in viele Teilaufgaben mit steigendem Schwierig-
keitsgrad aufgespalten. Dies hat den Vorteil, da? bei vorgegebener Bearbeitungszeit und
selbstandiger Schulerarbeit die leistungsschwachen Schuler nicht Uberfordert und die lei-
stungsstarken Schuler nicht unterfordert sind.
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Aufgabe V59a) soll garantieren, daf der Léser die vier gegebenen Regeln voll erfadt, vor allem
die moégliche "Mehrdeutigkeit”" der Regel R3:

- MUIU
Mi R2_ M1 _R2,  MIII _Bi,MuHu&_{
>~ MIUU

Bei Aufgabe 59b) sollen die Schuler erkennen, dafl sich aus M| niemals M| M| ableiten
laRkt, weil es keine der gegebenen Regeln gestattet, ein zweites "M" zu schreiben.

Aufgabe 59c) ist relativ einfach durch Vorwértsarbeiten zu bewaltigen. Man erkennt, daf? man
allein mit Hilfe der Regeln R1 und R2 die gewUnschte Ableitung durchfihren kann:

Mmi Ri_  mMIU R2_ wMIvuiu R2_. MIUIUIU.

Bei Aufgabe 59d) und erst recht bei Aufgabe 59¢) lohnt es, bei der Suche nach einer Lésung
auch das Rickwértsarbeiten oder das "Folgern vom Ziel aus" einzusetzen. Beim letztgenann-
ten Vorgehen formuliert man zu jeder Regel eine "inverse Regel” , die es gestattet, sich vom
Ziel aus in Richtung Start zu bewegen. So kann man durch systematisches Erfassen aller Mog-
lichkeiten, vom Start einen Schritt in Zielrichtung oder vom Ziel einen Schritt in Startrichtung
zurtckzulegen, schliellich die gesuchten Ableitungen finden. Es gilt

50d) M1 _R2_m11 _R2_Mm1111 _R3_MmuUI _R2_mMUIUI .

50e) M1 R2_mi11 R2_mr1111 R2_mMittiniir _Ri_mitiiinniu
R3_ MUty RB_mMulivu R4_muU1l .

Bei Anwendung von R3 wurde durch Unterstreichen angegeben, welche Buchstabenfolge |1 |
durch ein U ersetzt wurde.

F,

A

Aufgabe V61) fallt Schulern der Klasse 6
erfahrungsgemaf sehr schwer. Um ihnen Fs
die bendtigte Abstraktion zu erleichtern,

sollte man zunéchst untersuchen lassen,

worauf es bei dieser Aufgabe nicht an-

kommt. ®

Da es hier nur um Wegléngen geht, spielt A,

die Krummung der Stral3en oder die Tatsa- >

che, von welcher Strallenseite aus die Ne-

benstralen abbiegen, keine Rolle. Daher

A
kénnen wir die zu Aufgabe 61a) bzw. Auf- | ) I
Ar A

3

gabe 61b) gegebenen Bilder durch ne-
benstehende Abbildungen ersetzen.

Nun wird man untersuchen, aus welchen
Teilstrecken sich der (zu minimierende)
Gesamtweg mit der Lange s zusammen-
setzt, wenn X ein beliebiger Punkt auf der "Hauptstrae" ist. (In der Figur wurden zwei ver-
schiedene Punkt X, und X, betrachtet, um die Unabhangigkeit des Terms fir s von der Lage

des Punktes X zu zeigen).
So erhalt man fur den Fall a) . s = (A X+ AF1) + (AX + AF,) + (AX + AjF,) .
Die entscheidende Ldsungsidee besteht darin, zu erkennen, dafl drei der sechs Teilstrecken
von der Lage des Punktes X auf der (die "Hauptstrale" darstellenden) Geraden unabhangig
sind. Formt man obige Gleichung etwas um, dann wird dies besonders deuthch

s = (AX+ AX+ AR) + (AF, + AF, + AF) = (AX + AX + AX)
Folglich wird die Lange s des Gesamtweges genau dann minimal, wenn dles fur die Summe
der Teillangen des Terms in der Klammer zutrifft.

f

AXAA

> | WY N ¥ { X{:

(7
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Dies ist aber genau dann der Fall, wenn
B = X, = A, gilt.

. .
In diesem Fall wird X,. X i,_ X_,,

AX+AX+AX=AA,

wahrend fur jede andere Lage von X -——===¢=k-'a—-————
jed age A, Xeh, :

A1X + A2X + A X = AA A +AX > A1A3
gelten wirde.

Dies laRt sich wie nebenstehend angegeben -ng%k
durch eine zeichnerische Darstellung der N r Xs 3
moéglichen Félle fur die Lage von X  gut e

veranschauilichen. A, A, RB X.,

Im Fall b) erhalt man analog

s=(AX+AX + AX+AX + AX+AX) +c.
Die Aufgabe wére leichter, wenn die beiden Punkte A, und A; nicht zusammenfallen warden.
Denn dann ware AJA, als "zentrale" Strecke im Vergleich zu den 4 restlichen Teilstrecken in
gewisser Weise hervorgehoben und die Vermutung, daf jeder Punkt dieser Strecke die Eigen-
schaft hat, daf’ s minimal wird, wére plausibler.

Diese Vermutung kann wie folgt bewiesen werden:
Liegt X auf der Strecke AA,, dann gilt AX + AX = AA, sowie A X+ AX + A5X + AX =

AR+ AA; .
Folglich gilt in diesem Fall AX + AX + (AX + AX) + AX + AX = AAg + AA, + AA; .

Analog wie oben kann man zeigen, dal in jedem anderen Fall die Lange s des Gesamtweges
gréfer wird.

Bei Aufgabe V62a) gilt:
Es ist offenbar nicht méglich, ein Quadrat in 2 oder 3 kleinere Quadrate zu zerlegen.
Jedes Quadrat |aRt sich jedoch durch zwei Schnitte langs der Mittellinien in 4 Quadrate zerle-
gen; dadurch erhéht sich die Gesamtanzahl der Teilquadrate um 3 . Die beiden in der Aufgabe
gegebenen Zerlegungen liefern also den Start fur die Zerschneidung in

4,7.10, ..., 4+3k, ...
bzw. in 6,9 12, ..., 6+3k, .... Quadrate.
Dazwischen liegen noch die Zahlen

5,8,11,...,5+3k, ....
Da es uns nicht gelingt, eine Anfangszerlegung in 5 Quadrate herzustellen, versuchen wir, eine
Anfangszerlegung in 8 Quadrate zu finden. Dies gelingt, indem wir das Ausgangsquadrat
zun&chst in 16 kleine Quadrate zerlegen, von denen wir dann 9 Quadrate zu einem gréf3eren
zusammenfassen: 16-9+1 =16-8=8.
Wir bemerken, dald die in der Aufgabe gegebene Anfangszerlegung in 6 Quadrate analog ge-
funden wurde: Dort wurde das Ausgangsquadrat in 9 kleine Quadrate zerlegt, von denen dann
vier zu einem gréflReren zusammengefalit wurden.
Damit ist gezeigt:
Ein Quadrat laidt sich in 1, 4, 6, 7 und alle folgenden naturlichen Zahlen von Teilquadraten
zerlegen.

[ T 1

y 6 Y=4+3 & =63 A=423 M= 813
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Bei Aufgabe 62b,c) werden wir versuchen, die bei der Zerlegung eines Quadrats erfolgreiche
Lésungsidee durch Ausnutzen der Analogie auf die entsprechende Zerlegung eines Wurfels
zu Ubertragen.

Jeder Waurfel 1aM3t sich durch drei Schnitte l&angs der Mittelebenen in (2% =) 8 Wurfel zerlegen.;
dadurch erhoht sich die Gesamtanzahl der Teilwirfel um 7 .

Bei der Quadratzerlegung waren wir von drei Anfangszerlegungen ( in 4, 6 bzw. 7 Quadrate )
ausgegangen. Da diese drei Zahlen bei Division durch 3 drei paarweise verschiedenen Reste
(némlich 1, 0, bzw. 2) lassen, hatten wir auf diese Weise alle méglichen Zerlegungen erhalten.
Wir werden also bei der Wurfelzerlegung nach 7 Anfangszerlegungen suchen, deren Reste bei
Division durch 7 paarweise verschieden sind.

Die einfachste Folge von Zerlegungen lautet
1,8, 15, 22, 29, 36, 34, 50, 57,64, 71, ....., (1+7K), .... ,
hier tritt stets der Rest 1 bei Division durch 7 auf.

Nun zerlegen wir den Wurfel in 27 Teilwurfel

und fassen 8 dieser Wurfel zu einem gréfRie-
ren Wurfel zusammen. / / /

Bezeichnet man mit V., das Volumen eines !
Waurfels mit der Seitenldnge n und geht von [

einem Wurfel mit der Seitenlange 9 aus, dann /"‘ ) /
gilt: . '/L/ I .
Vo=27V, = 8V, + (27 -8)V, = Vg + 19V, . [+ /
Diese Schreibweise hat den Vorteil, da man l J— ———]-=-
leicht eine Probe machen kann. In diesem il
Fall muR —’7_—7— 7o F
,//. r —— - - /

9* = 27-3° = 8:3° + 19:32 = 6° + 19-3° EEEE

gelten.

So erhalten wir eine Anfangszerlegung in 20
Worfel, wobei der Rest 6 bei Division durch 7
auftritt, und damit folgende (von der oben an-
gegebenen Folge verschiedene) Zerlegungs-

folge:
20, 27, 34, 41, 48, 55, 62, 69, 76, ..., (20+7Kk), ..., (6+7m), ... .

Nun zerlegen wir den Wurfel in 64 Teilwlrfel und fassen 27 dieser Wurfel zu einem gréRReren

Wurfel zusammen. Gehen wir von einem Wurfel mit der Kantenlange 16 aus, dann gilt
V=64V, =27V, + (64 -27)V,=Vg+37 V,.

So erhalten wir eine Anfangszerlegung in 38 Waurfel, wobei der Rest 3 bei Division durch 7

auftritt, und damit folgende (von den oben angegebenen Folgen verschiedene) Zerlegungs-

folge

38, 45, 52, 59, 66, 73, ..., (38+7K). ..., (3+7m), ... .

Damit haben wir die Analogie zu dem bei der Quadratzerlegung erfolgreichen Vorgehen aus-
geschopft. Es sei noch erwéhnt, dall auch V; =V, + 19V, und V,=V;+ 37V, gilt und man
daher auch auf diese Weise zu einer Anfangszerlegung in 20 Wourfel bzw. in 38 Waurfel
gelangen kann.

Um die benétigten restlichen vier Zerlegungsfolgen (mit den Resten O, 2, 4 und 5) zu erhalten,
mussen wir uns etwas Neues einfallen lassen.

Am naheliegensten ist folgende "Wiederholung" des Vorgehens:
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Von obiger Zerlegung in 20 Wurfel ausgehend zerlegen wir einen (zwei, drei, vier, ...) der 19
kleinen Wurfel wiederum in 27 noch kleinere Wurfel, von denen wir wieder 8 zu einem Wurfel
zusammenfassen.

Dadann V3=V, + 19V, gilt, erhalten wir auf diese Weise

Ve =V + 18V, + (V,+19V,) |  39Waurfel| Rest4 |
Vg = Vg + 17V, + 2(V, + 19V,) |  58Wirfel| Rest2 |
Vg = Vg + 16V, + 3(V, + 19V,) | 77 Wirfel|  Rest0 |
Vg = Ve + 15V, + 4(V, + 19V,) | 9 Wurfel| Rest5 |

Nun verflgen wir Uber 7 verschiedene Anfangszerlegungen, die uns 7 verschiedene Zerle-
gungsfolgen liefern.

Damit ist unsere Aufgabe im wesentlichen gelést. Bei Aufgabe 62b) haben wir gezeigt, wie man
eine Zerlegung in 15, 20 bzw. 24 Wurfel erreichen kann, und bei Aufgabe 62c) haben wir ge-
zeigt, dall es unendlich viele naturliche Zahlen n > 96 gibt, fur die es méglich ist, einen Wurfel
in n Waurfel zu zerlegen. Lediglich der Aufforderung, méglichst viele derartige Zahlen n an-
zugeben, haben wir noch nicht voll entsprochen.

Wahrend wir bei der Quadratzerlegung davon Uberzeugt sind, dal3 es fur die nicht mit angege-
benen Zahlen n =2, 3, 5 auch keine Zerlegung gibt, ist es unwahrscheinlich, dal wir bei der
Wiirfelzerlegung wirklich schon alle méglichen Zerlegungen gefunden haben. So liegt es z.B.
recht nahe, ausgehend von einer Zerlegung in 38 Teilwlurfel einen dieser Teilwurfel in 64
Wirfel zu zerlegen und 27 dieser Wurfel zu einem gréfReren Wurfel zusammenzufassen.
Wegen V, =V, + 37 V, erhalten wir auf diese Weise

Ve =V, + 36V, + (V,+37V,) | 75 Wirfel |  Rest5 |
Vye =V, + 35V, + 2(V, + 37V,) |  112Warfel |  Rest0 |

Wir erkennen, dal} die hier zu Rest 5 gehdrende Zerlegungfolge die drei Zerlegungen in 75, 82
und 89 Wurfel mehr aufweist, als die oben zu Rest 5 gehérige Zerlegungsfolge, und daf diese
Folge daher die "bessere" Folge ist.

Es gibt noch weitere Moéglichkeiten, zu einem der Reste eine Anfangszerlegung zu finden, die
eine kleinere Anzahl von Wurfeln aufweist als die bisher ermittelte Anfangszerlegung.
Betrachten wir die zum Rest 2 gehérende Zerlegung in 58 Wurfel, wo wir 2V, durch

2(V, + 19V,), also 2 Waurfel durch 40 Wurfel ersetzt haben, indem wir die beiden Wurfel

zun&chst in (2-:27 =) 54 Waurfel zerlegten und dann zweimal je 8 dieser Wurfel zu zwei
groBeren  Warfeln zusammengefallt haben. Wenn die beiden Ausgangswurfel
nebeneinanderliegen (vgl. obige Abbildung), dann kann man sogar dreimal je 8 Wurfel zu drei
groRReren Wurfeln zusammenfassen. Dann gilt

2V =54V, =8V, + 8V, + 8V, + 30V, = 3V,+ 30V, ,
wobei aus den beiden Wurfeln nur 33 neue Waurfel (also um 7
Wurfel weniger als oben angegeben) entstanden sind.
Also gibt es zum Rest 2 eine Anfangszerlegung mit 51 Wurfeln. 5
Auch die zum Rest 0 gehérende Anfangszerlegung mit 77 Wurfeln -
lant sich noch verbessern, wenn wir drei benachbarte Wurfel mit |/
dem Volumen V; wie in der nebenstehenden Abbildung angegeben
wie folgt zerlegen: |

3V;= 81V, =8V, +8V, + 8V, + 8V, + 8V, + 41V, ,

3V;= 5V, + 41V, ,
wobei aus den drei Wurfeln nur 46 Waurfel entstanden sind,
wéhrend bei der oben verwendete Zerlegung 3V; = 3(V, + 19V,) insgesamt 60 Waurfel, also 14
Wiurfel mehr entstanden waren.
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Auf diese Weise haben wir zum Rest 0 eine bessere Anfangszerlegung in nur 63 Wurfel ge-
funden.

Wir fassen die bislang gefundenen méglichen Zerlegungszahlen n zusammen:
1, 8,15, 20, 22, 27, 29, 34, 36, 38, 39, 41, 43, 45, 46, 48, 50, 51, 52, 53, 55, 57, 58, 59, 60,62,
63, 64, 65, 66, 67, 69 und alle weiteren naturlichen Zahlen.

Damit ist natlrlich noch nicht nachgewiesen, dal} dies allfe méglichen Zerlegungszahlen sind.
So ist es z.B. mdglich, auch noch eine Zerlegung in 61 Teilwurfel anzugeben.
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4. LOSUNGEN DER BESTIMMUNGSAUFGABEN

aus der "Aufgabensammlung fiir Arbeitsgemeinschaften - Klasse 6"
Wir suchen Zuordnungen, Anordnungen und Auswahiméglichkeiten

1) Baumann ist Elektriker; Eichler ist Ingenieur; Hahn ist Monteur.

2) Eindeutige Losung: Geschichtslehrer Klaus Miller aus Demmin;
Sportlehrer Otto Plam aus Neustrelitz;
Mathematiklehrer Kurt Schultz aus Anklam.

3) a) Eindeutige Losung: Gert Cornelius unterrichtet Englisch;
Ingo Axtmann unterrichtet Franzésisch;
Heiko Blechschmidt unterrichtet Deutsch.
b) Keine Lésung méglich, da (5) der abgeleiteten Feststellung widerspricht, daf
Axtmann und der Franzésischlehrer ein und dieselbe Person sind.

4) Annemarie hat die Schere; Birgit hat den Tischtennisball; Claudia hat den Bleistift.
5) Wasja, Tolja, Kolja, Petja .

6) Regina, Jochen, Gert, Elke ; (Reihenfolge eindeutig ermittelbar) .

7) (3-4-2 =) 24 Ausfiihrungen

8) 4 Punkte - 6 Geraden ; 5 Punkte - 10 Geraden ; 6 Punkte - 15 Geraden ;
33 Punkte - 528 Geraden .

9) 20 verschiedene Mdglichkeiten .
10) 10 SchlieBversuche .
11) 77 Kugeln .

Wir berechnen Gewinnchancen bei Spielen

1) a) P(E)=PE)=5; b) PE)= L
o) P(T=g, P(9) =3 d) 13 Warfel .

2) a) P(sist gerade)=% o B B b) P(s<7)=% ; 5.7 ;
o) P@ls)=73 ; 12 ; d) P@lsoder7ls)= 3; 1:1 ;
e) P(pist gerade)=-3— ;31 f) P(p<10)=%; 17:19 ;
9 P@EIP)=3: 5:4 .

Chancengleichheit z.B. auch fiir E ="3|s oders > 9" .
- . = 1. =3. -
3 a P=_—-;b P=g5; ¢ P=g; d P=

4) a) 1. Vorschlag: 48 Groschen fur A, 36 Groschen fir B ;
2. Vorschlag: 56 Groschen fur A, 28 Groschen fur B .
b) Gerechte Verteilung: A:B =3:1, also 63 Groschen fir A, 21 Groschen fur B .
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Zahlentheoretische Bestimmungsaufgaben

1) 14 Schiiler erhielten die Note 3.
2) z=59 . 3) L={36} . 4) L={119;182} .
5 L={0;60;120;180;240} . 6) x=135,y=42 . 7) L={24}.
8) b) 36 Zahlen c) kleinste Zahl: 154869 ; groRte Zahl: 968451 .
9) a) b) c) d) e) f)
ggT(ab) | 10=25 4=22 1=1 28 =227 66 = 2:3-11 13=13
“kgV(ab) | 150 =2-3-52| 60=2%3-5 |210=23-5-7 | 1176 = 2*3-72 | 1980 = 22-3*5-11 | 2431 = 11-13-17
11) a) ggT(4891; 1407) =67 ; b) ggT(5083; 1955) = 391 ;
c) ggT(4301; 13464) =187 ; d) ggT(2744;675)=1 .
12) a) ggT(4539; 2193) =51 , kgV(4539; 2193) = 195177 ;
b) ggT(819;935)=1 , kgV(819; 935) = 765765 ;
c) ggT(3689; 12121) = 527 ; kgV(3689; 12121) = 84847 ;
d) ggT(41275;4572) =127 ; kgV(41275; 4572) = 1485900 .

Gleichungen und Sachaufgaben

1)

2)

3)
4)

9)

6)
7)

8)
9)

10)

2

x=5; b) x=3; c)

x=11; f) x=20 ; g)

x=210 ; k) x=360,; )]
3 33

X<y, b) x<=Z c)

x>.2i : f) X<£.

(5x + 15):5 - x = 3 st eine allgemeingultige Gleichung .

d x=6;

h) x=375;

m) x=12

d x>2.
5

Ist x die gedachte und y die genannte Zahl, dann gilt x = (y - 8):3 .

1. Teilstrecke: —g—m :

a) Gesamtstrecke: 375 km ;b)
1Teil. 3m = 13m;  2.Teil
1.Tag: 80 km ; 2.Tag:

Juni: 155 Tische ;

210€ .

40

20

120 km .

11) 2,40 € .

2.Teilstrecke: 5 m ;

Dezember: 215 Tische .

40

1.Tag: 150 km , 2.Tag: 1257 km .

12) 70m .

3.Teilstrecke: 3 m .




13) a)
b)

14) a)
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Der Zuhérer im Saal hort den Redner nach Fehlert Sekunden ;

Der Rundfunkhérer hért den Redner nach Fehlert Sekunden, also frither .

7,765.. km ~ 7,8 km ;

15) 0,3844 ha ~ 0,38 ha .

16) Die Terrasse ist 9,6 m breit .

18) a)
b)

a, =15, a,=6, a;=21, a,=41;

b)

27954,.. km ~ 28000 km .

17) 1000 DM .

(b, by, by, b)e{ (11; 4; 15; 29), (7; 2;9; 17) } .

19) Auto von Arnd: 13% Sekunden ; Auto von Bert: 8 Sekunden .

Aussagen, Aussageformen und Terme

(16) erfiullbare Aussageform ;

(17) nicht erfullbare Aussageform ;
(18) wahre negierte Existenzaussage
(19) erfillbare Aussageform ;

(20) wahre Allaussage ;

(21) Definition ;

(22) wahre Allaussage ;

(23) wahre Allaussage ;

2) (1) falsche Einzelaussage ;
(2) Definition
(3) Term;
(4) wahrscheinlich wahre Allaussage ;
(5) erfullbare Aussageform ;
(6) wahre Allaussage ;
(7) allgemeingiltige Aussageform ;
(8) wahre Existenzaussage ;

(9) Term ; (24) wahre Allaussage ;
(10) wahre Allaussage ; (25) erfullbare Aussageform ;
(11) Term ; (26) Term ;

(12) Definition ;

(13) wahre Allaussage ;
(14) erfullbare Aussageform
(15) wahre Allaussage ;

(27) erfulibare Aussageform ;
(28) wahre Einzelaussage ;
(29) Term ;

(30) erfullbare Aussageform .

3) a) x=2; zB. x=5; b) x=%; zB. x=1:

c) alle xeQ, ; kein xeQ, d) kein xeQ, ; alle xeQ,
4) a) {1,236} ; b) {0,6,12,...6k,...} ;

c) {0,123} ; d {6};

e) {0,1,2,3,6,12,....6k,...} ; f) {1,2,3} ;

g {0,1,2,3,6} ; h) {2,6,10,...,2+4k,...} ;

)y 0 ) {286}

k) {1236} ; )

m) &3} n Q,;

o 0; p) 0;

q Q,
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Mengenlehre

2)
3)
4)
5)

6)
7)
9)

10)

Jede Menge mit n Elementen besitzt genau 2" Teilmengen.

a) BcCcA ; b) FcEcD ; c) QcRcPcTceV .
MUN={0,1,3,4,7,8,11,12} ; MnN={3,8} .

a) AuB={0,1,223,4,57,8};b) AUC={13,4,57,8};

c) BuC=B; d AnB={7,8};e) ANC=0 ; iy BnC={4};
g0 AuBUC=AUB ; h) ANBNC=0 ; i) (AuB)NC=C ;

) (AnB)u(BNC)={4,7,8} ; k) [(AnB)UCJU(AULC) = ALC .
AUANB) = A ; AN(AUB) = A .

(1) Wahr ; (2) Falsch ; (3) Falsch ; (4) Wahr .

a) 1 Sportler kann alle drei Ubungen .
b) Kein Sportler kann nur den Salto .
c) 7 Sportler kbnnen nur Kopfstand .

a) 24 Teilnehmer beherrschen nur eine der drei Sprachen. [ 4+9+11 =24 ]
b) 1 Teilnehmer beherrscht keine der drei Sprachen. [ 39 - (1+2+7+4+4+9+11) = 1 ]

Das Umformen und Umkehren von Sitzen

2)

4)

(K1) a= B = o, B sind keine Scheitelwinkel .
Wenn zwei Winkel nicht gleich groR sind, dann kénnen sie keine Scheitelwinkel

sein.
Ungleich groRe Winkel sind niemals Scheitelwinkel.
(K6) nicht (2]a und 5|a) = nicht 10ja .

(nicht 2|]a oder nicht 5|]a) = nicht 10]a .
Wenn eine Zahl nicht sowohl durch 2 als auch durch 5 teilbar ist, dann ist sie
auch nicht durch 10 teilbar.
Eine Zahl, die nicht durch 2 oder nicht durch 5 teilbar ist, kann niemals durch 10
teilbar sein.

(K8) nicht n|(a+b) = nicht(nj]a A n|b).
nicht n|(a+b) = (nicht nja) v(nicht nb) .
Wenn eine Summe nicht durch n teilbar ist, dann kénnen nicht beide Summanden
durch n teilbar sein.
Bei einer Summe, die nicht durch n teilbar ist, muB stets mindestens ein Summand
nicht durch n teilbar sein.

Falsche Aussagen: (U1), (U2), (U3), (U7), (U7), (U,7), (U8), (U9), (U,9), (U10), (U,10).
(S5) 9|QS(a) = 9la ; (U5) 9la = 9|QS(a) ; (Z5) 9ja < 9|QS(a) .
(S9) (x ger)a(y unger.) = (xy ger.) ; (U,9) (xy ger.)A(y unger.) =>(x ger.) ;
(S9) (y unger.) = [(xger.) = (xyger.)]; (U;9) (yunger.) = [ (xy ger.) = (x ger.) ]
(Z,9) (yunger.) =>[(xger)< (xyger)].
Weitere wahre Aussagen: (U4) fur gebrochene Zahlen; (U6) ; (U,8), (U,8) ; (U,10) .
a) (S) [2xA3]QSKX)] = 6[x; (U) Bx=[2x A 3]QS(x)] wahr ;
(Z) [2IxA3|QS(x)] < 6|x. Damitsind auch (U,),(U,),(Z,) und (Z,) wahr.
b)  Fur zwei Parallelogramme mit den Grundseiten a, , a, und den Héhen h,, h, gilt:
(8) a;=a, A hy=h, = A=A, ;(U,) und (U,) sind wahre Aussagen.
(Zy) a;=a,=>[h;=h, & A, =A,]; (Z) hy=h, =>[a;=a, & A =A,].
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Spiegelungen, Verschiebungen und Drehungen

1) a) Wenn g||h, dann Sp(g)eSp(h) = V(I3-I5*) , wobei PP'1lg und PP = d(g;h).
b) Wenn glh, dann Sp(g)eSp(h) = Sp(S) , wobei gnh = {S}.

c) Wenngnh={M}, dann Sp(g)°Sp(h) = Dr(M;p), wobei ¢ =2<(g;h).

2)  Sp(P)eSp(Q) = V(2PQ) .

3) a) Stetsgilt V(PPYV(QQ) = V(QQ)V(PP) .
b) Fur g=h und g||h gilt stets Sp(g)eSp(h) = Sp(h)°Sp(g) .
c) Fur P=Q gilt stets Sp(P)>Sp(Q) # Sp(Q)Sp(P) .

5) ABCD V(B _EFGH : Sei P(1:0), M(4:3) und g=PM . Dann gilt
ABCD _Sp@ , EHGF : ABCD _SBM) . GHEF mit Sp(M) = Dr(M:180°) .

7) Die Gerade g schneidet die Koordinatenachsen in den Punkten (12;0) und (0;12) .
8) Sei P(7;4), Q(7:8), R(7;0) . Dann gilt

ABCD _Dr(P:180°) . C'D'AB' ; ABCD -Dr(Q:90% . B'C'DA' ;
ABCD -Dr(Ri-909, D'AB'C' .

Geometrische Bestimmungsaufgaben

1) a=y=54°, B =86=126° . 2) a=0=81°;, B=¢=27°, y=y=72°.
3) a) 6=110°; gllg, . b) 8=360°-(a+p +7) .
4) e=a-6+180° . 5 y=at+B .

6) a) <ACM=21°; <ACB=90° ;b) <ACM=lp ; <ACB=19p+90°-1¢p = 90° .

7) u=160cm . 8) V=0122m .
9) h=30cm; h,=305cm . 10) V=315cm® ; (9-7-5=315) .
11) AC:AB=1:2 . 12) J(AEF)=3a? .

13) J(AEF) =1 -p?)a? . 14) §=Ha-B) . 15) y=75° .

Geometrische Konstruktionsaufgaben

1)  99°=336°-1-36°=11-1-36° .
2) a=4s+d); b=s-a=3s-d .

3) 2Lésungen . 4) 2Loésungen . 5) 1 Lésung . 6) O Ldsungen .
7) 1Ldésung . 8) 2Loésungen . 9) OLésungen . 10) 1 Lésung .
11) 1 Lésung .
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Vermischte Aufgaben
1) 10 Goldmedaillen, 21 Silbermedaillen, 11 Bronzemedaillen .

2) L={1}. 3) a=20mm . 4)  Fehler!

5) x=346 ; y=1664 .

6) Aufbruch 7.24 Uhr ; Ankunft 7.48 Uhr .

7) Ruth - Schwimmen ; Marion - Volleyball ; Petra - Tischtennis .

8) 220 Minuten .

9) 1.Abschnitt: 20 Stunden ; 2.Abschnitt: 60 Stunden ; 3.Abschnitt: 30 Stunden .

10) 2cm? . 11) 360 km . 12) z=6789 ; z'=6987 .
13) 1 Pyramide =9 Kugeln . 14) a=13mm .

15) a) P:l’b) P=i, C) P:E,d) P:E, e) P:._:]._
28 28 28 28 28

16) Kinder: 2, 4 und 8 Jahre ; Mutter: 28 Jahre ; Vater: 30 Jahre ; GroR3vater: 72 Jahre.

17) voll halb | leer voll halb | leer
A 3 1 3 A 3 1 3
B 3 1 3 B 2 3 2
C 1 5 1 C 2 3 2

18) Ja ; 2-42=16 Menis . 19) a) A=27cm?; b) A=h(3e+2f)-2fg .
20) 59295 . 21) 40 , 50 , 120 . 22) Nein .

23) Nein ; Es dirfen nicht in beiden Schalen eine gerade Anzahl von Nissen liegen.
24) 20 Tage .

25) a) L ={(50;50;60), (60;60;40), (70;70;20)}; b) L ={(70;60;30), (70;50;40)} .
26) s=360-11111 = 3999960 . 27) a) Nein; b) Nein .

28) 11 Mdglichkeiten .

29) Alfred Erben ; Detlef Durer ; Egon Baumbach ; Benno Ampler.

30) J(BCDK) = J(KDEL) = 135 cm? ; J(ABLH) =108 cm? ; J(HEFG) =63 cm? .

31) a) L= {%) ; b) L ={Fehler! , Fehler! , Fehler! } .



34)

35)

36)

37)

38)

39)
40)

41)

42)

43)

44)
45)

46)

47)
48)
49)
50)
51)

52)

53)

55)
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Genau ein Fach: 24 Schuler ; kein Fach: 1 Schuler .

a) 210mal; 140 mal; 105 mal ;
b) 3960m ; 1000 Pedalumdrehungen ;
c) 200 Pedalumdrehungen .

Chancenverteilung 25:36 .

a) Vater: 51 Jahre ; Mutter: 42 Jahre ; 1.Kind: 16 Jahre ; 2.Kind: 15 Jahre .
b) Nein; auch (60; 33; 17; 14) ist eine Ldsung .

309 Zahlen .

24 243 1. .24 63 24 . 80 1 24 2499
a) 35: b) 55.36.72: © 25 .54 9 5biSgr...25: € 252500 -

a) 10 Personen ; b) 30 Personen;
c) 25 Personen kein Ohr; 20 Personen keine Hand ; 15 Personen kein Bein .

@e{ 30° 75°} .

a) Arnd: Radsport / Lehrmittelbau ; Bernd: Turnen / Gartenbau ; Claus: Mathe / Volleyball.
b) Nicht eindeutig lésbar ; { (A;Ra;Ma), (B;Tu;Ga), (C;Ma;Le) } als zweite Lésung .
c) Keine Lésung ; Bedingung (6) widerspricht den Bedingungen (1) bis (5) .

Nein; 2080 € oder 2010 € als Loésungen .
6=51°;, ¢=54°; ¢=75° .

a) a=27,a,=19, a3=8, a,=35;
b) (by, by bs by)e{(12;9; 3; 15), (21, 15,6, 27) } .

a) 6=30°; b) 8=90°-3a; ¢€) a=225°;d) a=225%, e) 5=45°.

Antons Auto braucht 52,5 Sekunden, Bodos Auto braucht 35 Sekunden .

(5) ist die falsche Aussage; B<C<D<E<A .

6 Moglichkeiten: x = 5s = 3s+k = 2s+f = s+2k =k+f =g ; s<k<f<g ; k=2s, f=3s, g=5s.
x=4: x=3 ; (x=5,5 fuhrt zu einem Widerspruch zur Dreiecksungleichung) .

Die Folgerung "Die Klasse hat 29 Schuler" widerspricht der Angabe "Die Klasse hat 28
Schuler" .

Arno 28 Jahre ; Bernd 21 Jahre . 54) 33 siebenstellige Zahlen .

a) HerrKnobel; b) HerrApel.



56)

57)

59)

60)
61)

62)

63)

64)
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a) (8:4,21), (5:4,2,1), (6,3,2,1) ;
b) (64,32;16;8;4,2,1) ;
c) (1514,7,6,3,2,1) ;
d) groRte Zahl: g(n)=2" ; g(7)=64, g(10) =512, g(11)=1024 ;
kleinste Zahl:  k(2n+1)=2m1-1 ; k(7) =15, k(11) =63 ;
k(2n)=32m1-1 ; k(10)=47 .
29 Schuler . 58) 14,7 =15 mal .

ay MUIU; MIUU ;

b) Nein ;

c) Ja; (R1),(R2),R(2) ;

d) (R2), (R2), (R3), (R2) ;

e) (R2), (R2), (R2), (R1), (R3), (R3), (R4) .

a) 1:2; by 2:3, 2:5; c¢) J(Streifen):J(2n-Eck) = 2:n .
a) B=A,: b) Jeder Punktaufdem Wegstick A, .

a) 1,4,6 und alle n>6 ;

c) 1,8,15,20,22,27,29,34,36,38,39,41,43,45,46,48,50 ,51,52, 53,
55,57, 58, 59, 60, 62, 63, 64, 65, 66, 67,69 undalle n>69 .

x=12012k-10 fur k=1,2,3, ...

Fischer ist Poet und liest das Drama von Jordan,

Gotting ist Astronom und liest das Prosawerk von Hauser,
Hauser ist Schriftsteller und liest Gedichte von Fischer;

Jordan ist Dramatiker und liest das Astronomiebuch von Gétting.
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