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Einleitung

Unser Bezirkskomitee bietet seit Anfang der 90-ger Jahre allen interessierten Pad-
agogen umfangreiche Aufgabensammiungen fir Mathematik-Arbeitsgemeinschaften
der Klassen 5 bis 10 mit den jeweils zugehdérigen Anleitungen fur AG-Leiter an. Die-
se Materialien wurden als Ergebnis langjahriger AG-Praxis in diesen Klassenstufen
zusammengestellt und bis 1997 nochmals griindlich Gberarbeitet.

Da eine effektive Begabtenférderung auf mathematischem Gebiet in der Grundschu-
le beginnen muss, haben wir uns seit 1997 diesem Thema zugewandt.

Als Erstes wurden die in Arbeitsgemeinschaften der Klasse 4 gewonnenen Erfah-
rungen in Form der Aufgabensammlung /9/ und der Anleitung /10/ zur Verfiigung
gestellt. AnschlieBend haben wir mit der Aufgabensammliung /8/ und der vorliegen-
den Anleitung (einschlieRlich der 16 Aufgabenblatter) Material fur die Klassenstufe 3
entwickelt.

Dabei waren wir bemuht, unterschiedliche Bediirfnisse und Anforderungen verschie-
dener Formen der Begabtenférderung zu beriicksichtigen, wie zum Beispiel

° Foérderung von leistungsstarken Schilern im Unterricht durch innere Differenzie-
rung;

° Forderunterricht fur leistungsstarke Schiiler im Rahmen der vorgegebenen
Stundentafel;

° Schularbeitsgemeinschaften als aulRerunterrichtliches Angebot;
° Uberschulische Arbeitsgemeinschaften fur Schuler ausmehreren Grundschulen;
° Individuelle Forderung hochbegabter Schiler.

Das hat dazu gefuhrt, dass mit den 111 Aufgaben der Aufgabenblitter und den
115 Aufgaben der Aufgabensammlung (die insgesamt 331 Teilaufgaben enthal-
ten) weit mehr Aufgaben zur Verfugung stehen, als man mit einer Schilergruppe in
einem Jahr bewéltigen kann. Dabei wurde der Schwierigkeitsgrad der Aufgaben so
unterschiedlich gewéahlt, dass der Lehrer fur jede der genannten finf Férderformen
geeignete Aufgaben auswéhlen kann.

Die Aufgabenblétter sind nur fiir die Hand des Lehrers bestimmt, wahrend die Auf-
gabensammlung auch den Schiilern zur Verfugung stehen sollte.

Selbstversténdlich stammen die meisten dieser Aufgaben nicht von uns, sie wurden
einschlagigen Quellen entnommen, recht oft jedoch umformuliert, um den ihnen zu-
gedachten Zweck zu erfillen. Vor allem haben wir die Arbeiten von Schul-
ze/Sprengel /7/, von Kerber /3/ und von Reichelt/Grahnert /6/ verwendet.

Unser besonderer Dank gilt Frau Motl, die auf der Grundlage ihrer jahrzehntelangen
Erfahrungen bei der Begabtenférderung an Grundschulen uns stets hilfreich mit Rat
und Tat zur Seite stand, sowie Frau Brickner, die uns ihr in einer berschulischen
Arbeitsgemeinschaft fir Klasse 3 gesammeltes und erprobtes Aufgabenmaterial be-
reitwillig zur Verfigung gestellt hat.

Hinweis: Im Januar 2002 wurden die Arbeitsblatter und die Aufgabensammiung 0-
berarbeitet, wobei es vor allem um einen Ubergang von "DM" zu  "€" ging.

AuBer der Einleitung wurden auch die Abschnitte 5. und 6. diesbeziiglich Giberarbei-
tet



1. ZUR FORDERUNG MATHEMATISCH BEGABTER SCHULER

Wenn wir hier von "mathematischer Begabung" sprechen, dann meinen wir eine Be-
gabung fiir formales und strukturelles Denken, die sich durch Beschéftigung mit
Mathematik schon frihzeitig entwickeln lasst, die aber vor allem auch fur die Infor-
matik und die theoretische Physik sowie weiterhin fur alle Naturwissenschaften und
auch fur die Technik von groRer Bedeutung ist.

Was vererbt wird, sind lediglich Begabungspotenzen, die verkimmern, wenn sie
nicht entdeckt und geférdert werden. Nur durch intensive und zeitaufwendige Be-
schaftigung mit dem Begabungsbereich kann sich eine Begabungspotenz zu einer
Begabung entwickeln, die dann eine Voraussetzung fur auBergewdéhnliche Lei-
stungen darstelit.

Unserer Erfahrung nach ist das Umfeld des Schiilers von entscheidender Bedeu-
tung dafur, ob vorhandene Begabungspotenzen entdeckt und entwickelt werden. Es
gibt Belege daftr, dass der groRere Teil hochbegabter Schuler gar nicht entdeckt
wird.

Der gunstigste Zeitpunkt fur ein friihzeitiges Entdecken mathematisch begabter
Kinder sind die Klassen 2 bis 4 der Grundschule, und hier sollte auch bereits die
erste Férderung einsetzen.

11. Aufgaben und Ziele der Begabtenfdrderung

Jeder Schuler hat das Recht, die bei ihm vorhandenen Begabungspotenzen zu ent-
wickeln (subjektiver Aspekt).

Andererseits ist klar, dass vor allem gegenwartig auch die Gesellschaft ein groles
Interesse daran haben muss, mathematisch begabte Schuler zu entdecken und
durch gezielte Férderung zu Héchstleistungen sowohl in den Grundlagenwissen-
schaften als auch in der angewandten Forschung und Entwickiung in den Naturwis-
senschaften und der Technik zu befahigen (objektiver Aspekt).

MaRnahmen der Férderung mathematisch begabter Schuler kénnen recht unter-
schiedliche konkrete Ziele verfolgen, je nach dem, wie die Schwerpunkte beim
Vermitteln von Kenntnissen und dem Entwickeln von Fahigkeiten und Fertigkeiten
gewahlt werden.

Wir stellen uns vor allem die folgenden Zi el e:

- Befahigen der Schiler zum selbstédndigen Erwerb von Wissen und Kénnen,
um auf diese Weise die Studierfahigkeit der geférderten Schuler deutlich zu er-
héhen.

- Entwickeln der Fé&higkeit zum problemlésenden Denken durch bewusstes

Vermitteln heuristischer Vorgehensweisen.

- Vermitteln von einigen mengentheoretisch-logischen Grundlagen.

Das Vermitteln von Wissen und Kénnen, das aullerhalb des Unterrichtsstoffs liegt,
gehért nicht zu unseren Zielen. Den Auffassungen von G. Polya folgend sind
Kenntnisse und Fertigkeiten fur uns lediglich Hilfsmittel fir das Lésen problemhafter
Aufgaben und werden nur in diesem Zusammenhang vermittelt (vgl. /4/ und (5/). Das
Wiederholen und Vertiefen des Unterrichtsstoffs spielt dagegen eine wichtige
Rolle.
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Selbstverstandlich ist es nicht moéglich, bereits in der Grundschule diese Ziele in
vollem Umfang zu verfolgen.

Die wichtigste Rolle spielt hier das zweitgenannte Ziel, wobei man allerdings folgen-
des beachten muss:

Das bewusste Vermitteln von heuristischen Vorgehensweisen muss stets so erfol-
gen, dass dabei die Entwicklung der Kreativitédt der Schuler nicht beeintrachtigt
wird. Worauf diesbezuglich geachtet werden muss, wird im Abschnitt 3. gesagt.

Es ist sinnvoll, in der Begabtenférderung zwischen einer Breitenférderung und ei-
ner Spitzenférderung zu unterscheiden.

Die Breitenférderung hat vor allem die Aufgabe, die Studierfihigkeit der geférder-
ten Schuler entscheidend zu erhéhen. Leider lassen sich diesbezUgliche Erfolge
kaum messen und daher auch nur schwer abrechnen. Es wére ein schwerwiegender
Fehler, hierfur vorwiegend nur die (leicht abrechenbaren) Erfolge bei Wettbewerben
heranzuziehen!

Die Spitzenférderung hat darUber hinaus die Aufgabe, hochbegabte Schiiler zu
entdecken, sie so zu férdern und ihre Entwicklung so zu beeinflussen, dass aus ih-
ren Reihen der zukinftige wissenschaftliche Nachwuchs unserer Universitaten und
Hochschulen kommt.

12. Organisationsformen der Begabtenférderung

Ein guter Unterricht ist in der Regel eine notwendige Voraussetzung fur das frihzei-
tige Entdecken und das systematische Fordern begabter Schuler.

Wie in den Bereichen der musischen und der sporlichen Begabtenférderung ist aber
auch im mathematischen Bereich eine auBerunterrichtliche Férderung unentbehr-
lich.

In Sachsen existert zur Zeit folgende S t r u k t u r der Begabtenférderung:

- "Sédchsisches Landeskomitee zur Férderung mathematisch-naturwissenschaft-
lich begabter und interessierter Schuler”, berufen durch das Ministerium fur Kul-
tus.

- Entsprechende "Bezirkskomitees" in Chemnitz, Dresden und Leipzig, deren Mit-
glieder durch die Direktoren der Regionalschulémter berufen werden.

- "Beauftragte fiir Begabtenférderung und Wettbewerbe'" an jedem Gymnasium,
ernannt vom jeweiligen Schulleiter.

- Im Bezirk Chemnitz gibt es zusatzlich noch 10 "Kreisbeauftragte fiir Gymnasi-
en", die von den Regionalschul&dmtern berufen werden und die mit den zugehoéri-
gen Gymnasialbeauftragten zusammenarbeiten.

Da sich diese Struktur sehr gut bewahrt hat, sind wir zur Zeit dabei, auch
"Kreisbeauftragte fiir Grundschulen" zu werben und berufen zu lassen, die
dann die Aufgabe haben, auch im Grundschulbereich eine effektive Begabtenfor-
derung aufzubauen.

Vor allem im Gegensatz zum sportlichen Bereich sind Wetthb e we rb e fur uns
kein Selbstzweck, sondern lediglich Hilfsmittel der Begabtenforderung. Erfah-
rungsgemal sind sie jedoch das effektivste Hilfsmittel, um Schuler zu motivieren,



groBe Teile ihrer Freizeit der Beschéaftigung mit Mathematik zu widmen und auf
diese Weise vorhandene Begabungspotenzen zu entwickeln.

Die motivierende Funktion von Wettbewerben muss kunftighin auch an den Grund-
schulen mehr als bisher genutzt werden.

In der Stadt Chemnitz wird seit 1961 (analog zu den Mathematik-Olympiaden fur die
Schuler der Klassen 5 bis 12) ein zweistufiger Klausurwettbewerb fur Grundschuler
durchgefthrt. Die 1. Stufe ist eine Schulolympiade fur die Klassenstufen 2, 3 und 4.
Die leistungsstéarksten Teilnehmer aus den Klassenstufen 3 und 4 sind berechtigt,
an der 2. Stufe, der Stadtolympiade teilzunehmen.

Seit kurzem bietet Chemnitz den anderen Kreisen des Bezirks an, die Aufgaben die-
ser beiden Wettbewerbe zu nutzen und ebenfalls derartige Olympiaden durchzufih-
ren. Im Schuljahr 1998/99 haben bereits 7 von 12 Kreisen dieses Angebot ange-
nommen.

Erfreulicherweise gibt es in 6 Kreisen bereits seit mehreren Jahren weitere Wettbe-
werbe an Grundschulen, vor allem fur Schuler der Klasse 4.

Seit dem Schuljahr 1997/98 empfehlen wir unseren Schulen, an dem internationalen
Kédnguruh-Wettbewerb teilzunehmen, der jeweils an einem bestimmten Tag im
Marz an den Schulen durchgefuhrt wird. 1999 haben Uber 1,5 Millionen Schuler aus
21 Landern teilgenommen.

Schulern der Klassenstufe 3 und 4 werden 15 Aufgaben gestellt, zu denen jeweils 5
Antworten angegeben werden, von denen genau eine richtig ist. Die Schuler be-
kommen 75 Minuten Zeit, um die richtige Antwort herauszufinden und anzukreuzen.
1999 haben sich 41 Grundschulen aus unserem Bezirk an diesem Wettbewerb be-
teiligt.

Vor allem fur die Férderung hochbegabter Schuiler hat sich der Friihstart bei Wett-
bewerben in der Vergangenheit als sehr effektiv erwiesen und sollte daher in den
kommenden Jahren wieder verstarkt praktiziert werden.

So kénnen z.B. die leistungsstarksten Schiler aus der Klassenstufe 2 bzw. 3 an
Wettbewerben teilnehmen, die fur Schuler der Klassenstufe 3 bzw. 4 angeboten
werden.

Ein erfolgreicher Fruhstarter aus der Klassenstufe 3 sollte im darauffolgenden
Schuljahr ermutigt werden, als Schuler der Klassenstufe 4 bei Wettbewerben zu
starten, die fur Schuler der Klassenstufe 5 bestimmt sind.

Dies bedeutet zunachst einen Fruhstart bei der 2. Stufe der Mathematik-Olym-
piade (Kreisolympiade) fur Klasse 5, die im November an den meisten Gymnasien
und auch an einigen Mittelschulen durchgefuhrt wird.

Eine weitere Bewahrungsprobe ist die Teilnahme an der 1. Stufe des Adam-Ries-
Wettbewerbs (ARW). Dieser kombinierte Hausaufgaben- und Klausurwettbewerb
findet Dezember/Januar auf Schulebene statt und wird vor allem den Schulern der
Klasse 5 aus Sachsen, Thuringen und Bayern/Oberfranken angeboten. Aber auch
Schuler der Klasse 4 kénnen an diesem Wettbewerb teilnehmen.

Besonders leistungsstarke Schuler haben dann noch die Chance, bei der 2. Stufe
des ARW zu starten, der im April jeweils auf Landesebene stattfindet und ein Klau-
surwettbewerb ist.

Die 3. Stufe des ARW ist ein Vier-Lander-Wettbewerb, der als Klausurwettbewerb
im Juni in Annaberg-Buchholz stattfindet und an dem jeweils 10 Schuler aus den ge-
nannten Landern und aus Tschechien teilnehmen.



Wettbewerbe erflllen nur dann ihre Aufgabe als Hilfsmittel der Begabtenférderung,
wenn sie nicht nur Héohepunkte der Férderung im Laufe des Schuljahrs sind, son-
dern auch der Ausgangspunkt fur eine verstérkte weitere Férderung.

Einerseits geht es dabei darum, die Leistungen der Schuler - so wie es im sportli-
chen und im musischen Bereich bereits Ublich ist - auch éffentlich anzuerkennen, um
sie so fUr eine weitere intensive Beschaftigung mit Mathematik zu motivieren. Ande-
rerseits sollte man die Gelegenheit nutzen, Schuler fur die Teilnahme an gewissen
Férderformen zu werben.

An s&chsischen Grundschulen kénnen folgende Fé rderfo rm e n praktiziert
werden:

- Férderung durch innere Differenzierung im Unterricht.

Férderunterricht fur leistungsstarke Schuler im Rahmen der Stundentafel .
Schularbeitsgemeinschaften als aufRerunterrichtliches Angebot.
Oberschulische Arbeitsgemeinschaften fur Schuler mehrerer Grundschulen.
Individueiie Férderung fur hochbegabte Schliler.

Auch Korrespondenzzirkel vor allem fur Schuler der Klasse 4 werden bereits ange-
boten.

Die Aufgaben der von uns angebotenen Aufgabensammlung sowie der Aufgaben-
blatter wurden hinsichtlich Anzahl und unterschiedlichem Schwierigkeitsgrad so
ausgesucht, dass sie von allen genannten Férderformen genutzt werden kénnen.
Wenn leistungsstarke Schuler im Unterricht unterfordert sind und sich langweilen,
dann macht es wenig Sinn, ihnen lediglich mehr Aufgaben des im Unterricht vor-
kommenden Typs zu stellen. Hierfur sind problemhafte Aufgaben, die solche Schuler
an der oberen Grenze ihrer Leistungsfahigkeit fordern, wesentlich besser geeignet.

Bei dberschulischen Arbeitsgemeinschaften wird davon ausgegangen, dass sie
in der Regel in zweiwdchigem Rhythmus stattfinden und 90 Minuten dauern.

Bei Schularbeitsgemeinschaften sind wéchentliche Veranstaltungen von 45 Minu-
ten Dauer Ublich.

Fur die individuelle Férderung werden Konsultationen vorgeschlagen, die minde-
stens einen Abstand von 2 Wochen und hdchstens einen Abstand von 4 Wochen
haben sollten.

Der Schuler erhalt Aufgaben mit der Aufforderung, sie selbstandig zu bearbeiten. In
der Konsultation wertet der Lehrer die unternommenen Lésungsversuche aus und
stellt neue Aufgaben.

AuRer den fur die Klassen 3 und 4 angebotenen Aufgaben kann man zusatzlich
noch Aufgaben nebst zugehdrigen Anleitungen fur die AG Klasse 5 und den Adam-
Ries-Wettbewerb nutzen (vgl. /10/, /11/, 112/, [13/). Auch die Aufgaben/Lésungen der
2. Stufe der Mathematik-Olympiade fur Schuler der Klasse 5 kénnen diesbezlglich
sehr nutzlich sein.

Wenden wir uns noch einigenorganisatorischen Problemen zu.
Das von uns angebotene Material kann bei unserem Bezirkskomitee bestellt werden.
An jeder Grundschule sollte mindestens ein Lehrer dafur geworben werden, sich zu-
sétzlich zu den Unterrichtsaufgaben auch noch der Begabtenférderung an der
Schule zu widmen.



Fur eine effektive didaktische Umsetzung der FérdermalRnahmen sind Erfahrung
und Fortbildung erforderlich. Es kommt darauf an, vorhandene oder gewonnene Er-
fahrungen auszutauschen, d.h. die an der Begabtenférderung beteiligten Lehrer
miteinander ins Gespréch zu bringen. Dies ist eine wichtige Aufgabe der
"Kreisbeauftragten fur Begabtenférderung und Wettbewerbe an Grundschulen".
Aber auch die Lehrerfortbildung kénnte hierbei hilfreich sein.

Die gréften Probleme erwachsen aus der rédumlichen Trennung von Grundschulen
und weiterfGhrenden Schulen. Wenn es uns gelingt, an den Grundschulen begabte
Schuler frhzeitig zu entdecken und systematisch zu férdern, dann missen wir auch
garantieren, dass die Férderung in Klasse 5 nahtlos fortgesetzt wird.

Dies kénnte man erreichen, wenn die Kreisbeauftragten fur Gymnasien mit den
Kreisbeauftragten fur Grundschulen eng zusammenarbeiten und Informationen
austauschen.

Die Eltern von geférderten begabten Grundschuilern mussten einerseits bei der
Auswahl der weiterfUhrenden Schule beraten werden, andererseits misste der Be-
auftragte dieser Schule dann fur eine sofortige und kontinuierliche WeiterfGhrung
der Férderung sorgen.

Zur Zeit werden bei uns mathematisch begabte Schuler (wenn Uberhaupt dann in
der Regel) viel zu spéat entdeckt. Viele dieser Schuler fallen frihestens bei den
Kreis-Olympiaden in Kiasse 5 oder Klasse 6 auf, und leider bewirkt dies keineswegs
immer den Beginn einer Férderung.

Auf diese Weise erhalten einerseits viele Schuler nach wie vor keine Chance, ihre
Begabungspotenzen zu entwickeln, andererseits gehen der Gesellschaft dringend
bendtigte Menschen verloren, die zu Héchstleistungen fahig waren.

Hier liegen diesbezlglich vor allem im Bereich der Organisation noch groRe Aufga-
ben vor uns!

Abschlieend wenden wir uns der Frage zu, wie man Hochbegabte bereits im Vor-
schulalter (und damit naturlich auch im Grundschulalter) erkennen kann. Wir zitieren
hierzu aus / 1/, Seite 25:

Hochbegabte kénnen bereits im Vorschulalter eine gréRere Anzahl folgender Ei-
genschaften zeigen:

1. Lernen und Denken:

¢ Hochbegabte haben in einzelnen Bereichen ein hohes Detailwissen.
¢ Ihr Wortschatz ist fur das Alter ungewdhnlich.

¢ lhre Sprache ist ausdrucksvoll, ausgearbeitet und flussig.

¢ Sie kénnen sich Fakten schnell merken.

° Sie durchschauen sehr schnell Ursache-Wirkung-Beziehungen.

¢ Sie suchen nach Gemeinsamkeiten und Unterschieden.

¢ Sie erkennen sehr schnell zugrunde liegende Prinzipien.

¢ Sie kénnen aullergewohnlich gut beobachten.

¢ Sie kénnen schnell gultige Verallgemeinerungen erstellen.

° Sie lesen sehr viel von sich aus und bevorzugen Bucher, die Uber ihre Altersstufe
deutlich hinausgehen.

¢ Sie kénnen kritisch, unabhangig und wertend denken.



. Arbeitshaltung und Interessen:

Motivierte Hochbegabte gehen in bestimmten Problemen véllig auf.

Sie sind bemUht, Aufgaben stets vollstandig zu I6sen.

Sie sind bei Routineaufgaben leicht gelangweilt.

Sie streben nach Perfektion.

Sie sind selbstkritisch.

Sie sind in ihrem Tempo oder Ergebnis nicht schnell zufriedenzustellen.

Sie arbeiten gern unabhangig, um hinreichend Zeit fur das eigene Durchdenken
eines Problems zu haben.

Sie setzen sich hohe Leistungsziele und Idsen (selbst) gestellte Aufgaben mit ei-
nem Minimum an Anleitung und Hilfe durch Erwachsene.

Sie interessieren sich fur viele "Erwachsenenthemen" wie Religion, Philosophie,
Politik, Umweltfragen, Sexualitat, Gerechtigkeit in der Welt ...

. Soziales Verhalten

Hochbegabte beschéftigen sich viel mit Begriffen wie Recht - Unrecht, Gut - Bése
und sind bereit, sich gegen Autoritaten zu engagieren.

Sie gehen nicht um jeden Preis mit der Mehrheit.
Sie sind individualistisch.

Sie akzeptieren keine Meinung von Autoritaten, ohne sie einer kritischen Prufung
zu unterziehen.

Sie kénnen gut Verantwortung Ubernehmen und erweisen sich in Planung und
Organisation als zuverlassig.

Sie kommen mit Alterskameraden wie mit Erwachsenen gleich gut zurecht, su-
chen ihre Freundschaften aber bevorzugt unter Gleichbefahigten.

Sie neigen schnell dazu, Uber Situationen zu bestimmen.

Sie kénnen sich in andere einfuhlen und sind daher fur politische und soziale
Probleme aufgeschlossen.



2. ZIELE UND INHALTE VON ARBEITSGEMEINSCHAFTEN IN
KLASSE 3

Beim systematischen Fordern mathematisch interessierter und begabter Schuler
geht es in dieser Klassenstufe vor allem um die Entwicklung der Komponente
"Denkfédhigkeit".

Die effektivste Art der Férderung besteht dabei darin, die Schuler stets an der obe-
ren Grenze ihrer Leistungsfahigkeit zu fordern.

Zwar kann man davon ausgehen, dass die geférderten Schuler Interesse an der
Mathematik und Freude am Knobeln mitbringen. Dennoch ist eine Entwicklung der
Komponente "Einstellungen™ sehr wichtig. Schuler dieser Altersstufe sollten lang-
sam an ein bewusstes und beharrliches Arbeiten herangefluhrt werden.

Um die Fahigkeit zum problemiésenden Denken zu entwickeln, kann man versu-
chen, den Schulern gewisse heuristische Vorgehensweisen zu vermitteln.

Wir werden im Abschnitt 2.1. einen Uberblick Uber diejenigen heuristischen Vorge-
hensweisen geben, fir deren Vermittlung unser fur die Klassen 5 bis 10 angebote-
nes Material Vorschlage enthélt, und dabei werden wir vermerken, bei welchen die-
ser Vorgehensweisen eine Vermittlung bereits in der Grundschule beginnen kann.

Es gibt viele Knobelaufgaben, die ohne jegliche mathematische Voraussetzungen
geldst werden kénnen und mit deren Hilfe man ebenfalls heuristisches Vorgehen
lehren kann. Dies trifft auch fur eine Reihe von Spielen zu, die in /12/ besprochen
werden. Mit Hilfe solcher Aufgaben und Spiele kann man bereits das Denkvermégen
bei Vorschulkindern entwickeln.

Selbstverstandlich ist eine heuristische Schulung auch in allen anderen Wissenchaf-
ten maéglich. Die Mathematik hat diesbezuglich vor allem den Vorteil, bereits in der
Grundschule als Unterrichtsfach aufzutreten, und diesen Vorteil missen wir auch
nutzen.

Heuristisches Vorgehen l&sst sich nur beim Lésen problemhafter Aufgaben ent-
wickeln. Im Gegensatz zu algorithmischen Verfahren ist heuristisches Vorgehen
nicht resultativ und determiniert, d.h. es fihrt nicht mit Sicherheit zu einer Lésung
und die Reihenfolge der Lésungsschritte ist nicht eindeutig festgelegt.

Die im Mathematikunterricht der Grundschule vermittelten Kenntnisse und Fertig-
keiten erweitern sehr stark die Méglichkeiten, beim Lésen problemhafter Aufgaben
heuristische Vorgehensweisen zu vermitteln. Daher dient ein Festigen und Vertiefen
des diesbezuglichen Unterrichtsstoffs auch den Interessen der heuristischen Schu-
lung. Das Vermitteln von Wissen und Kénnen, das nicht zum Unterrichtsstoff gehort,
z&hlt dagegen nicht zu den Zielen einer Arbeitsgemeinschaft der Klasse 3. Hierauf
werden wir im Abschnitt 2.2. eingehen.
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21. Heuristische Vorgehensweisen

Heuristisches Vorgehen ist bis zu einem gewissen Grade lehrbar. Es reicht von der
Beachtung sehr allgemeiner Prinzipien Uber den Einsatz von Strategien bis zur
Anwendung relativ einfach anzueignender heuristischer Hilfsmittel .

Fur uns besteht heuristische Schulung vor allem im Vermitteln gewisser Fragen und
Impulse, die vom konkreten Inhalt der zu I6senden Aufgabe weitgehend unabhéngig
sind. Wir knlpfen diesbezuglich an die Arbeiten /4/, und /5/ von G. POLYA an und
greifen auf die in /15/ festgehaltenen Auffassungen zurtck.

Wir vertreten die Ansicht, dass das bewusste Vermitteln heuristischer Vorgehens-
weisen in Form von Verfahrenskenntnissen die Entwicklung der Kreativitat der
Schuler nicht behindert, sondern auf einem hdéheren Schwierigkeitsniveau sogar
unterstitzt, wenn beim Vermitteln gewisse Prinzipien beachtet werden (vgl. hierzu
Abschnitt 3.) .

Wir méchten hier als Zusammenfassung ein Material wiedergeben, das unter der
Bezeichnung "Einige Regeln zum Lésen problemhafter Aufgaben" fur die Hand
des Lehrers entwickelt wurde.

Eine jede Aufgabe enthalt
Informationen Uber "Start”
und "Ziel" .

Eine Aufgabe lésen heilt,
auf irgendeine Weise ir-
gendeinen Weg vom Start
zum Ziel zu finden.

Dieser Weg fuhrt in der Re-
gel Uber gewisse "Teilziele"
die mit Hilfe gewisser
"Hilfsmittel" erreicht wer-
den.

In solchen Fallen lasst sich
der Lésungsplan in Form eines "Lésungsgraphen” festhalten. Die Belegung der
Knoten und der Kanten eines solchen Graphen ist der nebenstehenden Skizze zu
entnehmen.

r{%)

Es ist zweckmaRig, zwischen "Beweisaufgaben” und zwei Arten von problemhaf-
ten "Bestimmungsaufgaben" zu unterscheiden:

Aufgabe Start Ziel Teilziele Hilfsmitte/

Beweis- | Voraussetzungen| Behauptung "Feststellungen" | Satze, Definitionen, Um-

aufgabe formungsregein u.4&.

Gegebenes Gesuchtes
Bestim- Daten Unbekannte HilfsgroRen Formeln, Umformungsre-
mungs- | (nebst Beziehungen) geln, Sétze, peflnltlonen
u.a.

aufgabe (Konjunktion von) "Hilfsmengen"; |Umformungsregein, Satze,

Aussageformen | Erfullungsmenge |  vereinfachte Definitionen, logische

SchluBregeln u.a.

(Bedingungen) Aussageformen
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Im Grundschulbereich kommen beide Typen von Bestimmungsaufgaben vor. Die
Sachaufgaben gehéren Uberwiegend zum erstgenannten Typ.

Obwohl| Beweisaufgaben erst ab Klasse 6 auftreten, kann man bereits in der Grund-
schule von leistungsstarken Schulern ein Begriinden als Vorform des Beweisens
verlangen.

Allgemeine Regeln zum Lésen problemhafter Aufgaben

() " Erfassen der Aufgabe
(1) - Sind alle vorkommenden Begriffe klar?

- lst eine gunstige Veranschaulichung moglich?
(Figur, Skizze, Tabelle 0.4.)

- Start und Ziel der Aufgabe ermittein!
(Voraussetzungen - Behauptung ; Gegebenes - Gesuchtes )

- Giinstige Bezeichnungen einfuhren!
ZweckmaRige Symbolik wahlen, um so Start und Ziel Ubersichtlich festhalten
zu kénnen!

Diese Regeln sind (abgesehen von dem Ermitteln von Voraussetzungen und Be-
hauptung) auch in der Grundschule anwendbar.

() Finden eines Lésungsplans

- Wurde eine dhnliche Aufgabe bereits geldst?
Welche Vorgehensweisen zum Ldsen solcher Aufgaben sind bekannt?

- Erfolgversprechende Vorgehensweise auswéahlen!
(21)Vorwédrtsarbeiten (VA)

- Welche ableitbaren Teilziele (Feststellungen, Hilfsgréf3en) lassen sich
von den Voraussetzungen bzw. den gegebenen Grélen ausgehend
unmittelbar erreichen (ableiten, berechnen)?

Begriindung!

° Welche Hilfsmittel (Satze, Definitionen, Formeln u.&. ) enthalten die
Voraussetzungen bzw. die gegebenen GréRen?
(Diese Hilfsmittel kénnen ableitbare Teilziele liefern!)

(22)Riickwédrtsarbeiten (RA)
- Von welchen hinreichenden Teilzielen aus liel3e sich das Ziel unmittelbar
erreichen?
Begriindung'
° Welche Hilfsmittel (Satze, Formeln, Definitionen u.&.) enthalten die Be-

hauptung bzw. die gesuchte GréRRe?
(Diese Hilfsmittel k6nnen hinreichende Teilziele liefern!)

Man arbeite von abgeleiteten Teilzielen aus vorwarts, von hinreichenden Teilzielen
aus ruckwarts, bis ein Weg vom Start zum Ziel gefunden wurde.

(3 Grundmethode zum Ldsen von Bestimmungsaufgaben (Gl)

- Welche Beziehungen (das sind allgemein Aussageformen, oft Gleichun-
gen) bestehen zwischen den gegebenen, den gesuchten und u.U. noch
glnstig gewahlten HilfsgréBen ?
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° Die Anzahl der bendtigten Gleichungen ist gleich der Summe der Anzah-
len von gesuchten GréRen und Hilfsgréen.

- Eliminiere die Hilfsgréen!
Um von gegebenen oder gefundenen Aussageformen (Bedingungen, Beziehungen,
Gleichungen 0.4.) zur gesuchten Erfiillungsmenge zu gelangen, kann man fol-
gende beiden Wege einschlagen:

(3.1) Ermittie zu jeder Bedingung (Beziehung, Aussageform) die zugehdrige
Erfiillungsmenge
Bilde den Durchschnitt dieser Erfiillungsmengen !

¢ Die Elemente endlicher Erfullungsmengen kann man im Prinzip stets durch
"systematisches Erfassen aller méglichen Félle" ermittein.
Dabei ist es oft zweckmaRig, Tabellen zu verwenden.

° Untersuche zuerst die "informativste" Bedingung, die die "kleinste" Erful-
lungsmenge besitzt (d.h. die das Suchfeld am starksten einengt).

® Man kann auch aus der Erfullungsmenge einer dieser Bedingungen syste-
matisch diejenigen Elemente aussondern, die eine der restlichen Bedin-
gungen nicht erfullen.

(3.2) Forme die Bedingungen (Beziehungen, Aussageformen 0.4.) gunstig um,
ziehe zweckmanige Folgerungen aus ihnen und ermittle nach einer solchen
Vereinfachung die gesuchte Erfullungsmenge.

(Dies ist eine spezielle Form des Vorwartsarbeitens.)

(4) Kannst du eine Aufgabe nicht I6sen, dann wende dich zunachst einer glnstig
gewdhlitenverwandten, leichteren Aufgabe zu!

(4.1) Versuche die Aufgabe fir einen Spezialfall zun I6sen! Vielleicht helfen die so
gefundenen Losungsideen auch beim Lésen der Ausgangsaufgabe weiter.
Auch die Beschéftigung mit Verallgemeinerungen, Grenzfillen und analo-
gen Féllen kann diesem Zweck dienen.

Variiere den Start oder das Ziel!

(4.2) Ermittle eine Hilfsaufgabe, deren Lésung das Lésen der Ausgangsaufgabe mit
Sicherheit erméglichen wirde!
(Auf solche Hilfsaufgaben st63t man oft beim Ruckwartsarbeiten.)

(5) Ubersetze (transformiere) die Aufgabe in die Sprache einer glinstig
gewahlten mathematischen Disziplin!
Lose die (gleichbedeutende) transformierte Aufgabe !
[ Bei "nichtmathematisch" formulierten Sach- und Anwendungaufgaben muss
man so vorgehen; bei "innermathematischen" Aufgaben ist es manchmal
gunstig, so vorzugehen.
Beim Transformieren wendet man vor allem die Regeln (2.1), (2.2) und (3)
an. ]

(6) Kannst du eine Aufgabe trotz aller Anstrengungen nicht I6sen, dann muss du
zunachstdeine Kenntnisse erweitern. Besorge dir aus
einschlégiger Literatur neue Anregungen und neue Hilfsmittel.
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Von den Impulsblécken, die beim Finden eines Losungsplans nutzlich sein kénnen,
sind nur die folgenden fur die Férderung von Schulern in der Grundschule bedeut-
sam:

Als Anwendung des Analogieprinzips die Suche nach einer dhnlichen Aufgabe,
die bereits friher gel6st wurde.

Wichtig ist der Impulsblock (2.1) zum Vorwaértsarbeiten mit Ausnahme der Anwen-
dung auf Beweisaufgaben.

Leider nur In relativ seltenen Fallen ist Impulsblock (2.2) zum Riickwiértsarbeiten
bei Bestimmungsaufgaben anwendbar. Jede derartige Mdglichkeit sollte jedoch ge-
nutzt werden, da diese Strategie ab Klasse 5 von auerordentlich wichtiger Bedeu-
tung ist.

Impulsblock (3) ist nur bei relativ wenigen (und oft recht schwierigen) Aufgaben an-
wendbar, wenn es darum geht, gegebene Beziehungen oder Bedingungen in die
Sprache der Gleichungen/Ungleichungen zu iibersetzen.

Bei Impulsblock (3.1) ist der Unterimpuls, der auf das systematische Erfassen aller
mdaglichen Fille verweist und die Verwendung von Tabellen empfiehlt, von sehr
grofRer Bedeutung.

Aus dem Impulsblock (3.2) ist das (inhaltliche) Folgern aus gegebenen Bedingun-
gen bedeutsam.

Die Impulsblécke (4) und (4.1) sind kaum anwendbar.
Bei Impulsblock (4.2) ist nicht das selbstandige Ermitteln, wohl aber das Nutzen ei-
ner vorher behandelten Hilfsaufgabe anwendbar.

Von Impulsblock (5) ist nur das bereits erwahnte Ubersetzen in die Sprache der
Gleichungen oder Ungleichungen einsetzbar.

Impulsblock (6) ist noch nicht anwendbar.

(M) Ausfiihren des Plans; Darstellen der Lésung
(Dies ist eine erlernbare Technik, bei der heuristische Vorgehensweisen keine
Rolle spielen.)

Hier muss man in Grundschulen sorgfaltig Uberlegen, inwieweit eine schriftliche
Darstellung gunstig ist bzw. in welchen Fallen man sich mit einer mandlichen Dar-
stellung begntgen kann.

(V) Kontrolle und Auswertung

- Kontrolliere das Resuitat, den Beweis!
Wurde jeder Lésungsschritt hinreichend begrindet?
(Manchmal ist eine Probe am Spezialfall sehr nutzlich. )

- Uberlege, welche heuristische Vorgehensweise dir beim Lésen der Aufgabe
besonders geholfen hat! Merke es dir!

Bei welchen anderen Aufgaben wirdest du analog vorgehen?
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- Wurden alle gegebenen GréRen oder Bedingungen bzw. alle Voraussetzun-
gen fur die Lésung benétigt?

- Formuliere eine neue, verwandte Aufgabe (eine analoge oder eine verall-
gemeinerte Aufgabe; eine wahre Umkehrung des bewiesenen Satzes; 0.4.) !

Diese letzte Phase des Problembearbeitungsprozesses sollte auf keinen Fall unter-
bleiben! In Grundschulen sind hier nur Proben und Proben am Text wichtig.

Folgendes Schema hélt fest, in welchen Reihenfolgen diese durchnumerierten
"Impulsblécke" durchlaufen werden kénnen, wobei in der Regel "Schleifen" auftau-

chen.
Der Prozess der Ldsungsfindung wird durch eine "STOP" beendet, wenn ein L&-

sungsplan gefunden wurde.
Da es sich hierbei um einen heuristischen Prozess handelt, wird dieses Ziel keines-

wegs mit Sicherheit erreicht.

(1) Aufgabe verstanden? Aufgabentyp? Analoge Aufgabe bereits geldst?
ZIELGROSSE? STARTGROSSEN?

Giinstige Darstellung (Variable, Skizze, Tabelle)?

-

Transformieren notwendig oder niitzlich ?

ja | nein
y %:
) Tr @) Gl )
Prablem- G RWARTS- Beziehungen (GLEICHUNGEN) zwischen
transforma- Start-, Ziel- und HilfsgréBen suchen
tion m.H. von ﬁl???l:ll&_f‘i i :
(2.1). 22). 3) @2.2) RA 3.1) ~Erf (3.2) Foig
RUCKWARTS- Durchschnittsbildung _ Umformen, Folgem
Transformierte ARBEITEN von Erfilllungsmengen_|{_Eliminieren der HilfsgréBen
Aufgabe
algorithmisch ‘
ldsbar L&sungsplan gefunden?
nein | ja nein | ia
\ ]
[_STOP | (4) Leichtere verwandte Aufgabe? STOP

(4.1) Hilfsaufgabe | (4.2) Spezialfélie
»

Diese Aufgabe erfolgreich geidst?
nein | j?
1 :

¥

(6) Kenntniserweiterung
(z.B. Literaturstudium)
| &

Aus diesem "allgemeinen Regelsystem" kann man durch Interpretation und Kon-
kretisierung der vorkommenden Begriffe sowie durch spezifische Erganzungen
"spezielle Regelsysteme'" fur das Lésen der spezieller Aufgabenarten gewinnen.
Wie dies geschehen kann wird in Abschnitt 5. erlautert.
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Wichtig ist, dass die Schuler erkennen, dass man beim Lésen von inhaltlich sehr
verschiedenen speziellen Aufgabenarten immer wieder nur einige wenige heuristi-
sche Vorgehensweisen einsetzt.

Dies kann erreicht werden, wenn man sich beim Formulieren der Impulse einer in
gewisser Weise "genormten Impulsgebung' bedient.

21.Fertigkeiten, Kenntnisse und logische Grund-
lagen

Wie bereits erwadhnt, stellen wir uns beim Férdern mathematisch interessierter
Schuler nicht das Ziel, Kenntnisse und Fertigkeiten zu vermitteln, die nicht zum Un-
terrichtsstoff gehéren. Nur bei der Vorbereitung auf einen Frihstart muss sich der
Schuler Teile des Unterrichtsstoffs des nachsten Schuljahrs vorzeitig aneignen.

Wohl aber solite ein Festigen und Vertiefen des Unterrichtsstoffs erfolgen. Vor
allem sind Fertigkeiten im mundlichen und schriftichen Rechnen beim Lésen vieler
Aufgaben von groRer Bedeutung. Dabei sollte man die Schiler stets auffordern,
moglichst geschickt zu rechnen und Rechenvorteile auszunitzen.

Im Lehrplan Grundschule, Mathematik, Klassen 1 - 4, S&chsisches Staatsministe-
rium fur Kultus, 1992 wird auf den Seiten 31 und 32 u.a. gefordert: "Gleichungen und
Ungleichungen mit einem Platzhalter (Als Platzhalter kénnen auch Buchstaben ver-
wendet werden.); ... Erste Aufgaben mit Klammern, Regel zum Klammerrechnen)".

Ferner muss der Lehrer bestrebt sein, die Schuler mit einigen Begriffen aus der
Logik vertraut zu machen, und zwar dadurch, dass er diese stets korrekt verwendet.

Zuné&chst geht es um die Begriffe "wahre Aussage', "falsche Aussage'.

Die Schuler sollen wissen, dass man falsche Allaussagen durch ein Gegenbeispiel
widerlegen kann und dass man stets bestrebt sein sollte, wahre Allaussagen zu be-
grunden.

Aus dem Unterricht kennen die Schuler sowohl eindeutig |6sbare Aufgaben als auch
Aufgaben mit mehreren (in der Regel endlich vielen) Lésungen. Man sollte sie aber
auch mit Aufgaben konfrontieren, die keine Lésung besitzen.

In diesem Zusammenhang sollte man auf die unterschiedliche Bedeutung der Begrif-
fe "ein", "genau ein", "mindestens ein", "héchstens ein" aufmerksam machen.

Es gibt Aufgaben, in denen ausdricklich gefordert wird "alle Lé6sungen” zu ermit-
teln. Hier mussen die Schuler wissen, dass es nicht genugt, die Ldsungen anzuge-
ben und durch Proben nachzuweisen, dass es tatsachlich Lésungen sind, sondern
dass auch ein Einzigkeitsnachweis gefordert wird, in dem gezeigt werden muss,
dass es keine weiteren Losungen geben kann.

Auf diese Problematik muss vor allem beim systematischen Probieren eingegan-
gen werden, das sich diesbezltglich von dem wahllosen Probieren und dem Erraten
von Lésungen unterscheidet, dass stets explizit anzugeben ist, welches Ordnungs-
prinzip verwendet wurde, das absichert, dass keine Loésungen Ubersehen wurden.
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3. ZU EINIGEN ORGANISATORISCHEN UND DIDAKTISCHEN FRA-
GEN

Die Aufgaben der (nur fur Lehrer bestimmten) Aufgabenblétter sowie der (auch fur
Schuler bestimmten) Aufgabensammlung wurden hinsichtlich der Anzahl und dem
unterschiedlichen Schwierigkeitsgrad so ausgewahlt, dass sie fur folgende Ziele
eingesetzt werden kénnen:

° Fordern von leistungsstarken Schulern im Unterricht durch innere Differenzie-
rung.

° Férderunterricht fir leistungsstarke Schuler in der vorgegebenen Stundentafel.
° Schularbeitsgemeinschaften als aullerunterrichtliches Angebot.

° Uberschulische Arbeitsgemeinschaften fur besonders leistungsfahige Schi-
lern aus mehreren Grundschulen.

° Individuelle Férderung fur einzelne hochbegabte Schuler.

Einige Aufgaben sind auch flr eine individuelle Férderung in den Klassen 1 und 2
geeignet.

Naturlich ist es auch méglich, diejenigen Aufgaben, die in Klasse 3 nicht verwendet
wurden, in Klasse 4 einzusetzen und dadurch die von uns angebotene Aufgaben-
sammlung fur Klasse 4 zu ergénzen.

Die 16 Aufgabenblitter sind fur 16 Veranstaltungen pro Schuljahr bestimmt.

Jedes Arbeitsblatt enthalt 7 Aufgaben, die nach dem Schwierigkeitsgrad geordnet
sind. Die Aufgaben 1) bis 4) durften vor allem fur eine Férderung auf Schulebene
geeignet sein, die Aufgaben 3) bis 7) fur eine Férderung in Uberschulischen Arbeits-
gemeinschaften oder fur eine individuelle Forderung.

Bei der Verteilung der Aufgaben auf die Aufgabenblatter wurde der Lehrplan be-
rucksichtigt. So kommen z.B. Aufgaben, fur die schriftliches Rechnen erforderlich ist,
erst ab Aufgabenblatt 9 vor.

Je nach dem vorgesehenen Zweck muss der Lehrer etwa drei bis vier Aufgaben pro
Veranstaltung aussuchen, er kann das zugehdrige Aufgabenblatt als Kopiervorilage
verwenden und an jeden Schuler zu Beginn der Veranstaltung ein Arbeitsblatt aus-
geben.

Die 115 Aufgaben der Aufgabensammlung sind in drei Blécke eingeteilt. Die
Aufgaben 1) bis 55) sind relativ leicht, die Aufgaben 56) bis 100) von mittlerem
Schwierigkeitsgrad und die Aufgaben 101) bis 115) von hohem Schwierigkeitsgrad.
In jedem Block sind die Aufgaben nach Stoffgebieten geordnet: Arithmetik, Gro-
Ren, Sachaufgaben, Geometrie, Sonstiges (Kombinatorik, Knobelaufgaben).

Die Aufgaben des letztgenannten Stoffgebietes sind vom Unterrichtsstoff weitge-
hend unabhéangig und daher auch bereits in den Klassen 1 oder 2 einsetzbar.

Der Lehrer sollte fur jede Férderstunde (zusétzlich zu den Aufgaben des Aufgaben-
blatts) auch Aufgaben aus der Aufgabensammlung auswahlen. Sie sollen nicht nur
fur ein gemeinsames Bearbeiten, sondern auch als “Zusatzaufgaben" fur beson-
ders leistungsstarke Schuler vorgesehen werden.

Bei besonderem Interesse kann der Schiler eine eigene Aufgabensammiung erhal-
ten. Wenn ein Schuler Zeit und Lust hat, sich auch zu Hause mit dem L&sen von
Aufgaben zu beschaftigen, dann sollte ihm der Lehrer geeignete Aufgaben aus der
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Aufgabensammlung angeben. Deren Auswahl gehért auch zur Vorbereitung des
Lehrers auf einen Zirkel.

Vor allem die Aufgaben aus den Aufgabenbléttern,aber auch die der Aufgaben-
sammlung ,wurden so ausgewahlt und angeordnet, dass sie fUr einen systemati-
schen Kurs zum Vermitteln heuristischer Vorgehensweisen geeignet sind.

Wer diese Mdglichkeit nutzen mdchte, muss dies bei der Planung der Férderstunden
und bei der Auswah! der Aufgaben berucksichtigen. Einen groben Uberblick findet
man im Anhang der Aufgabenblatter. Nahere Hinweise findet man in den Abschnit-
ten2.1.und 5. .

Die umfangreichste Nutzung durfte unser Material im Férderunterricht erfahren, fur
den an Grundschulen des Freistaats Sachsen im Rahmen der Stundentafel in allen
Klassenstufen je 2 Unterrichtsstunden pro Woche vorgesehen werden.

Die langjéhrigen Erfahrungen mit dberschulischen Arbeitsgemeinschaften aus
der Stadt Chemnitz wurden bei der Erarbeitung unseres Materials stark genutzt. Zur
Zeit arbeitet der "Férderkreis der Stadt Chemnitz" in 4 Stutzpunkten vierzehntagig je
90 Minuten.

Fur Schularbeitsgemeinschaften durfte es gunstiger sein, wochentlich 45 Minuten
vorzusehen.

Fur die individuelle Foérderung schlagen wir Konsultationen vor, die in regelma-
Rigen Abstanden von mindestens zwei und héchstens vier Wochen stattfinden soll-
ten. An Gymnasien hat sich dieses Vorgehen bereits bewahrt.

Der betreuende Lehrer erhélt relativ umfangreiches Material, vor allem Aufgaben
nebst zugehdrigen Lésungen. Er stellt dem Schuiler von einer Konsultation zur
nachsten Aufgaben, die dieser selbstandig bearbeiten soll. In der Konsultation wer-
den die Lésungsversuche des Schulers besprochen.

Das im Folgenden beschriebene didaktische Vorgehen beim Vermitteln heuristischer
Vorgehensweisen wurde mit Schulern der Klasse 5 erprobt. Wir gehen davon aus,
dass es sich im Prinzip auch in Grundschulen anwenden lasst, wobei u.U. eine An-
passung an altersspezifische Besonderheiten der Klassenstufe erforderlich ist, in
der es eingesetzt werden soll ,
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31. Einige Grundlagen fiir das Vermitteln heuri-
stischer Vorgehensweisen

1) Heuristische Vorgehensweisen (Prinzipien, Strategien und Hilfsmittel) lassen sich
durch Fragen und/oder Impulse charakterisieren und auch vermittein.

Sie sind - im Gegensatz zu "Lésungstricks" - vom konkreten Inhalt der zu |6senden
Aufgaben weitgehend unabhangig.

Es gibt sehr allgemeine “Hauptimpulse”, die - falls sie noch zu keiner Lésungsidee
fUhren - durch konkretere "Unterimpulse” ergénzt werden kénnen.

2) Im Prinzip lasst sich jeder gefundene Ldsungsweg in Form eines Lésungsgra-
phen festhalten, der darUber informiert, wie man vom "Start” ausgehend Uber ge-
wisse "Teilziele" zum "Ziel” gelangen kann.

Als "Start" und "Ziel" treten meistens gegebene und gesuchte Gréf3en (Terme) oder
gegebene und gesuchte Bedingungen bzw. Feststellungen (Aussagen oder Aussa-
geformen) auf.

3) Heuristisches Vorgehen lasst sich nur im Prozess angestrengter geistiger Téatig-
keit beim weitgehend selbstdndigen Lésen anspruchsvoller problemhafter Auf-
gaben (und nicht etwa nur durch reines Zuhdéren) erlernen.

Dazu muss man dem Schuler Zeit zum Nachdenken lassen. Ein kurzschrittiges
Steuern der Schulerhandlungen mit dem Ziel, mdglichst rasch zu einer Lésung zu
gelangen, ist ein fur heuristische Schulung unbrauchbares didaktisches Vorgehen.

4) Heuristische Schulung dient dem Entwickeln der Fédhigkeit zum problemlésen-
den Denken.

In Abhangigkeit von den zu lI6senden Aufgaben ist das Vorhandensein von Sach-
kenntnissen und von Fertigkeiten eine notwendige Voraussetzung.

Es gibt "Knobelaufgaben", die ohne mathematische Vorkenntnisse I6sbar sind und
die daher schon ab Klasse 1 fur das Vermitteln heuristischer Vorgehensweisen ein-
gesetzt werden kénnen.

5) Das Endziel besteht darin, jeden Schuler zu befahigen, dass er sich beim Losen
problemhafter Aufgaben - in der Regel unterbewusst - Fragen stellt und Impulse
gibt, durch die gewisse heuristische Vorgehensweisen charakterisiert sind.

Zum Zweck des Vermittelns mussen diese Fragen und Impulse bewusst angeeignet
werden, und wenn ein Schuler beim Lésen einer problemhaften Aufgabe auf gréliere
Schwierigkeiten stoRt, dann sollte er angehalten werden, das ihm zur Verfugung
stehende Repertoir an heuristischen Vorgehensweisen bewusst zu durchmustern.

6) Das Aneignen heuristischer Vorgehensweisen kann nur etappenweise erfolgen.
Erst wenn eine Vorgehensweise bis zu einem gewissen Grad angeeignet wurde, ist
es sinnvoll, eine nachste Vorgehensweise einzufuhren.

Auch das Bereitstellen der benétigten mathematischen Kenntnisse und Fertigkeit ist
diesbezuglich zu beachten.

7) Problemhafte Aufgaben sollten vor ihrem Einsatz grundlich in Hinblick auf ihre
heuristischen Potenzen analysiert werden.

Bei der Suche nach mdglichst vielen verschiedenen Lésungswegen ist herauszu-
finden und festzuhalten, welche heuristischen Vorgehensweisen zu welchem Lo-
sungsweg fuhren kénnen.
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Eine derartige Analyse ist sehr zeitaufwendig. Es ist nicht zu verlangen, dass jeder
mit der Férderung von Schulern betraute Lehrer diese gesamte Arbeit selbst leistet.
Es ist wesentlich effektiver, ihm diesbezuglich "aufbereitete" Aufgaben nebst Losun-
gen zur Verfugung zu stellen, wie dies in der vorliegenden Anleitung versucht wird.
Ein Lehrer kann jedoch nur dann erfolgreich das Lésen problemhafter Aufgaben leh-
ren, wenn er selbst Uber diesbezugliche Fahigkeiten verfUgt. Es ist deshalb &ulRerst
wichtig, dass jeder Lehrer versucht, von Zeit zu Zeit schwierige Aufgaben selb-
stdandig zu Iésen, dabei vorhandene heuristische Potenzen der betreffenden Auf-
gabe selbst zu entdecken und erst im Nachhinein die diesbezuglichen in der Anlei-
tung gegebenen Informationen nachzulesen.

8) Fur jede heuristische Vorgehensweise mussen Aufgaben ausgewahit werden, die
zu ihre Einfiihrung geeignet sind, und es mussen Aufgaben ausgewahlt werden, die
dem "Training' der eingefUhrten Vorgehensweise dienen.

Nur wenn ein Schiler eine Aufgabe in angemessener Zeit nicht selbstandig bewalti-
gen kann, wird er am Kennenlernen einer hilfreichen heuristischen Vorgehensweise
interessiert sein.

Wourde eine solche Vorgehensweise vermittelt und anhand eine geeigneten Aufga-
benfolge auch "trainiert”, dann bleibt es weiterhin dem Schuler Uberlassen, welche
heuristische Vorgehensweise er beim Lésen von Aufgaben einsetzen will. Je begab-
ter ein Schuler, desto schadlicher wére jeder diesbezlgliche Zwang.

9) Nach dem EinfUihren und dem Training einer solchen Vorgehensweise mussen
stets "vermischte Aufgaben” angeboten werden, bei denen der Schuler keine Infor-
mationen dartber erhalt, welche der bereits kennengelernten heuristischen Vorge-
hensweisen gute Aussichten fur einen Losungserfolg bieten.
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3.2. Einige didaktische Forderungen und Regeln

1) Im Unterschied zum Unterricht sollte man bei allen Férderformen darauf achten,
dass auch die leistungsstarksten Schuler stets an der oberen Grenze ihrer Lei-
stungsfahigkeit gefordert werden. Unterforderung ist einer der schwerwiegendsten
Fehler bei der Begabtenférderung.

Dies erfordert stets eine innere Differenzierung. Der Lehrer muss stets Zusatzauf-
gaben parat haben, die er denjenigen Schulern stellt, die mit dem Ldsen einer allen
Schulern gestellten Aufgabe vorzeitig fertig werden.

2) Die Schuler mussen daran gewoéhnt werden, die gestellte Aufgabe aufmerksam
durchzulesen und Fragen zu stellen, wenn sie Teile der Aufgabe nicht verstanden
haben.

Wenn es keine Fragen zur Aufgabenstellung gibt, dann sollte sich der Lehrer hin
und wieder durch Stichproben Uberzeugen, ob auch leistungsschwachere Schuler
die Aufgabe wirklich verstanden haben. Dies betrifft vor allem die Kenntnis von vor-
kommenden Begriffen.

3) Nach dem Durchlesen der Aufgabe sollte prinzipiell zunéchst eine Phase der
Stillarbeit einsetzen, in der jeder Schuler fur sich versucht, selbstandig eine Lésung
zu finden.

Wer eine Lésung (das Resultat der Aufgabe) gefunden zu haben glaubt, soll sich
melden; er erhalt eine Zusatzaufgabe.

Bei mehrteiligen (gestaffelten) Aufgaben sollte bereits die Lésung der ersten Teilauf-
gabe angezeigt werden; als Zusatzaufgabe dient dann die nachste Teilaufgabe. Bei
derartigen Aufgaben wird es oft vorkommen, dass die leistungsschwacheren Schuler
nur den leichten Einstiegsteil I6sen, wahrend die leistungsstarkeren Schuiler auch
die schwierigeren Teile bewaltigen.

4) Der erste Schuler, der zu einem Resultat gelangt ist, darf es nennen. Der Lehrer
hélt es als “Angebot” an der Wandtafel fest, ohne zu verraten, ob dieses Resultat
richtig oder falsch ist.

Alle anderen Schuller, die ebenfalls ein Resultat erhalten haben, durfen das erste
Angebot bestatigen oder ein "Gegenangebot' machen, das dann der Lehrer eben-
falls kommentarlos an der Wandtafel festhait.

Jeder Schuler darf sein Angebot zurlckziehen und sich einem der Gegenangebote
anschlieBen, wenn er den Fehler in seiner Lésung selbst gefunden hat.

Die Entscheidung, ob ein Resultat richtig oder falsch ist, wird prinzipiell niemals vom
Lehrer sondern stets von den Schulern selbst getroffen, wobei in der Regel Proben
das Entscheidungskriterium bilden.

5) Nach angemessener Zeit wird der Lehrer die Phase der Stillarbeit beenden.
Haben fast alle Schuler die richtige Lésung gefunden, wird die ndchste Aufgabe ge-
stellt.

Anderenfalls beginnt nun eine Phase gemeinsamer Arbeit, in der (in Form eines
Unterrichtsgesprachs oder einer Diskussion) nach einem Ldsungsweg fur die ge-
stellte Aufgabe gesucht wird. Besonders wertvoll sind Aufgaben, bei denen mehrere
Lésungswege zum Ziel fuhren.

6) Naturlich ist es sehr glnstig (und manchmal auch méglich), dass die Schiler eine
heuristische Vorgehensweise beim Lésen problemhafter Aufgaben selbst entdek-
ken. Es ist jedoch durchaus didaktisch vertretbar, dass der Lehrer solche von erfolg-
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reichen Problemlésern in einem Zeitraum von Uber 2000 Jahren entdeckten Vorge-
hensweisen den Schulern vermittelt.

Dabei gilt folgende Regel: Wer einen Lésungsweg gefunden hat, der darf ihn nicht
verraten, er darf lediglich die néchste Frage stellen, den nachsten Impuls geben. Auf
diese Weise werden die leistungsstarksten Schuler zusatzlich gefordert (und damit
geférdert), die leistungsschwacheren Schuler haben mehr Zeit zum Uberlegen und
zum Aneignen des Verfahrens, und den leistungsschwachsten Schuilern bleibt es
vorbehalten, die Losung zu formulieren.

Im Idealfall spielt der Lehrer die Rolle eines Dirigenten, der bestimmt, wer zu Wort
kommen soll, und der die gestellten Fragen und Impulse sowie die zugehorigen
Antworten wertet. Aus Zeitgrunden wird er die Schuler auch vor "Sackgassen" war-
nen, die beim selbstandigen Lésen von Aufgaben nicht zu vermeiden sind.

7) Um die Gemeinsamkeiten des Vorgehens beim Ldsen unterschiedlicher Aufga-
ben hervorzuheben, sollte sich der Lehrer der "genormten” Impulse bedienen, die
zum Charakterisieren der heuristischen Vorgehensweisen im Abschnitt 2.1. einge-
fuhrt wurden und die im Abschnitt 5. anhand von Beispielen demonstriert werden.

Es sind dies (inhaltsunabhangige) Hauptimpulse, die nur dann durch Unterimpulse
ergénzt werden sollten, wenn der Hauptimpuls noch nicht zum Ziel fuhrt. Auch diese
Unterimpulse sollten vom konkreten Aufgabeninhalt noch mdglichst wenig abhan-
gen. Konkrete Losungshinweise sollten nur notfalls und dann ganz zum Schluss
kommen.

Langjéhrige Erfahrung (die in Arbeitsgemeinschaften ab Klasse 5 gesammelt wurde)
lehrt, dass das Erlernen einer solchen “Impulstechnik” den Lehrern keineswegs
leicht fallt. Wer nur einen Lésungsweg kennt, neigt dazu, den Schulern die dafur be-
nétigten Hilfsmittel mitzuteilen und sie aufzufordern, diese einzusetzen. Das hindert
jedoch die Schuler daran, kreativ zu werden und nach eigenen Lésungswegen zu
suchen.

Es ist erst recht nicht einfach, Schulern das Verraten von L&ésungswegen abzuge-
wéhnen und ihnen klar zu machen, dass eine gute Frage (zu einem vom Schuler
gefundenen Lésungsweg) viel wertvoller ist als die Antwort selbst.

Das Hinauszégern der endgiiltigen Lésung ist ein sehr gutes Mittel, um zu errei-
chen, dass sich alle Schuler im Rahmen ihrer Leistungsfahigkeit aktiv an der Suche
nach einem Losungsweg beteiligen.

8) Oft ist es méglich, dass der Lehrer den Prozess der Lésungsfindung Schritt flr
Schritt an der Wandtafel festhalt, wodurch schliellich der Lésungsweg beschrieben
wird.

Bei Sachaufgaben und Zuordnungsaufgaben kann dies oft in Form einer Tabelle
erfolgen, wobei durch Nummern in den Feldern auch die Reihenfolge der Schritte
festgehalten werden kann, in der die Zwischenergebnisse erhalten wurden.

Bei Aufgaben, wo aus gegebenen Bedingungen Schlussfolgerungen gezogen wer-
den, um etwa gewisse Reihenfolgen zu ermittein [z.B. bei Aufgabe 3.5)] lasst sich
der Lésungsweg durch einen Lésungsgraphen festhalten. Dieses Hilfsmittel wird in
héheren Klassen eine hohe Bedeutung gewinnen.

Bei gewissen Sachaufgaben kénnen auch Skizzen diesem Zweck dienen.

In Klasse 3 wird man auf das schriftliche Darstellen einer vollstandigen Lésung, zu
der auch das Festhalten der Begrindungen gehoért, in der Regel verzichten. Es
reicht eine miindliche Darstellung, die anhand des in einer der oben beschriebe-
nen Arten festgehaltenen Lésungsweges von den leistungsschwécheren Schilern
verlangt werden sollte, die zum Prozess der Lésungsfindung wenig beigetragen ha-
ben.
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9) Es besteht die Gefahr, dass die auRerunterrichtliche Arbeit in Zirkeln genau so
verlauft wie die meisten Unterrichtsstunden: Neben einem vom Lehrer geleiteten
Unterrichtsgesprach gibt es allenfalls noch Phasen der Stillarbeit, wo sich alle
Schiler mit derselben Aufgabe beschéftigen muissen.

Ein derartiges "routinemagiges" Vorgehen sollte auf jeden Fall vermieden werden.
Beim Einsatz verschiedener Formen der Zirkelarbeit sorge man fur Abwechslung.
Es ist von Vorteil, wenn sich ein Zirkel im &uReren Ablauf deutlich von einer Unter-
richtsstunde unterscheidet.

10) Es hat sich bewéhrt, jeder Aufgabe eine Anzahl erreichbarer Punkte zuzuord-
nen. Nachdem die Schuler die Aufgaben gel6st haben, teilt die AG-Leiterin den Kin-
dern mit, wie viele Punkte sie bei vollstédndiger Lésung bzw. auf entsprechende Teil-
schritte erhalten. Die Kinder notieren sich dann selbst ihre erreichte Punktzahl und
ermitteln zum Ende der Férderstunde ihre Gesamtpunkizahl. Diese Punktwertung
motiviert die Schuler stark und wird von ihnen auch gréf3tenteils selbstkritisch und
ehrlich durchgefuhrt.
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33.Demonstration der didaktischen Vorbereitung
eines Zirkels anhand eines Beispiels

Wir wollen annehmen, dass ein Lehrer im Fdérderunterricht fur leistungsstarke
Schuler der Klasse 3 oder in einer Schularbeitsgemeinschaft die Aufgabenblatter
und die Aufgabensammiung auch daflir nutzen will, systematisch heuristische Vor-
gehensweisen zu vermitteln.

Wie kann er dann bei der Planung des 5. Zirkels (der frihestens in der 10. Unter-
richtswoche liegt und 90 Minuten dauert) vorgehen?

Vor allem muss er zunachst die anzustrebenden Ziele festlegen, wobei der Verlauf
der vorangegangenen vier Zirkel zu berdcksichtigen ist.

Dabei kann er sich am 5. Aufgabenblatt orientieren und fur die Schuler ein Arbeits-
blatt mit den Aufgaben 5.1), 5.2), 5.3), 5.4) herstellen.

Unter BerUcksichtigung der heuristischen Potenzen dieser Aufgaben kann dies zu
folgenden Zielen fGhren:

- EinfGhren in das Prinzip des lexikographischen Ordnens beim Lésen von
kombinatorischen Aufgaben anhand der Aufgabe 5.4) .

- Uben im Verwenden von Tabellen beim Lésen von Sachaufgaben anhand der
Aufgabe 5.3) [wobei beachtet wird, dass dieses Vorgehen anhand der Aufgaben
3.3) und 4.3) in den beiden vorangegangenen Zirkeln bereits eingefuhrt wurde].

- Geschicktes miindliches bzw. halbschriftliches Rechnen unter Verwendung
von Rechenvorteilen anhand der Aufgabe 5.1) .

- Einschatzen der "Findigkeit” der Schuler anhand der Aufgabe 5.2)

Ferner muss der Lehrer geeignete Zusatzaufgaben auswahlen, wobei die in den
vergangenen Zirkeln gewonnene Einschéatzung der Leistungsfahigkeit der Teilnehmer
am Foérderunterricht bzw. der AG-Mitglieder zu berlcksichtigen ist. Aulerdem ist
auch eine grobe Zeitplanung von Bedeutung.

Fur Schuler, die die Aufgabe 5.1) geldst haben, werden die Aufgaben 5.2a,b,c) als
Zusatzaufgaben vorgesehen. Wer auch das geschafft hat, soll sich mit Aufgabe 5.3)
beschaftigen. Hierfur werden insgesamt maximal 30 Minuten Zeit eingeplant.

Die n&chsten 30 Minuten dienen dem Behandeln der Aufgabe 5.4a), wobei die 5.4b)
als Zusatzaufgabe eingesetzt wird. Sollte dies nicht reichen, dann nehme man die
Aufgabe 93) aus der Aufgabensammlung als weitere Zusatzaufgabe.

Will man zusétzlich das Einfiihren giinstiger Bezeichnungen Uben, dann ersetze
man im Arbeitsblatt des Schulers die Buchstaben A, B, C, D durch entsprechende
Vornamen.

Die letzten 30 Minuten werden fur das Behandeln der Aufgabe 5.3) verwendet, als
Zusatzaufgaben kommen die Aufgaben 80) und 79) der Aufgabensammlung in
Frage.

Die Zusatzaufgaben kénnen auch als (freiwillig zu erledigende) Hausaufgaben ge-
stellt werden.

Selbstandige Losungsversuche sollten stets auf Konzeptpapier (Schmierpapier) er-
folgen. Der Lehrer sollte genau Uberlegen, welche Teile des Wandtafelbildes der
Schuler auf dem Reinschriftpapier festhalten soll.
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Zunachst werden die Aufgaben 5.1) und 5.2) durchgelesen und etwaige Fragen zum
Aufgabentext beantwortet.

Bei Aufgabe 5.1) fordere man die Schuler auf, méglichst geschickt (mindlich) zu
rechnen und Zwischenergebnisse schriftlich festzuhalten.

Wer ein Resultat erhalten hat, soll es dem Lehrer als "Angebot" mitteilen (der es
kommentarios an der Wandtafel notiert) und sich dann der Aufgabe 5.2a,b,c) zu-
wenden. Bei dieser Aufgabe wird man die erhaltenen Resultate nicht notieren, da
man auf diese Weise auch den Losungsweg verraten wurde.

Wahrend der Stillarbeit kann der Lehrer die Gelegenheit nutzen, einzelne Schuler
beim selbstandigen Suchen nach einer Lésung zu beabachten.

Nach etwa 15 Minuten wird man die Stillarbeit abbrechen und mit dem gemeinsamen
Besprechen der Aufgabe 5.1) beginnen.

Zunachst sollen die Schuler entscheiden, welches der "Angebote" bzw.
"Gegenangebote" das richtige ist. Die Zwischenergebnisse werden kontrolliert und
es wird beurteilt, wie man geschickt vorgehen kann.

Die Produkte 77-9 und 39-3 sollen zu diesem Zeitpunkt naturlich nicht schriftlich
ermittelt werden sondern etwa Gber 77-10 - 77 =770 - 77 = 693 oder 70-9 + 7-9 und
40-3 -3 =117 oder 30-3 + 9-3 . Um die Differenz 693 - 117 = 576 durch 4 zu divi-
dieren, kann man sie z.B. zweimal halbieren.

Bei Aufgabe 5.2a,b,c) wird man nur Uberprifen, wie viele der Aufgaben von den
einzelnen Schulern richtig geldst wurden, wobei die Angabe der zu verwendenden
Operationen mit zur Lésung gehort.

Die Resultate der Aufgabe 5.2) tragen die Schuler in das Arbeitsblatt ein.

Das Wandtafelbild kann wie folgt aussehen:

Aufgabe |Ldésung

1) 77-9=693; 39-3=117; 693-117 =576, 576:4=144; 144-66=178.
2a) 45 60 75 90 105 120 135 150  (jeweils + 15)

2b) 103 90 77 64 51 38 25 12 (jeweils - 13)

2¢c) 25 45 35 55 45 65 585 75 (abwechselnd +20 und - 10)

In der Aufgabe 5.4a) wurden als giinstige, abkiirzende Bezeichnungen fir die
Namen der drei Schuler die Buchstaben B, C, D vorgegeben. Man wird die Schuler
zunachst selbstandig nach allen mdglichen Reihenfolgen suchen lassen und dabei
beobachten, welche Schuler von sich aus die moéglichen Anordnungen lexikogra-
fisch ordnen.

Bei der anschlieRenden gemeinsamen Arbeit wird dieses Ordnungsprinzip erlau-
tert und es werden die 6 Anordnungen an der Wandtafel festgehalten.

Vor der selbstidndigen Beschiiftigung mit der Aufgabe 5.4b) wird man die Schuler
darauf orientieren, zunachst nur nach der Anzahl der Méglichkeiten fur die Aufstel-
lung der vier Madchen zu suchen und dabei die Lésung der Aufgabe 5.4a) méglichst
geschickt zu verwenden.

Man wird beobachten, ob dabei ein Schuler selbst auf folgende Idee kommt:
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Das vierte M&dchen kann sich bei den 6 bereits gefundenen Anordnungen der drei
Madchen stets nur an die 1. Stelle, die 2. Stelle, die 3. Stelle oder die 4. Stelle stel-
len, also gibt es genau (6-4 =) 24 Méglichkeiten.

Bei der anschlieRenden gemeinsamen Arbeit kann man dies herausarbeiten und
wie folgt an der Wandtafel festhalten:

a) 6 Moglichkeiten: BCD, BDC, CBD, CDB, DBC, DCB.
b) (6-4 =) 24 Méglichkeiten: ABCD; ABDC, ...........c............ ,ADBC, ADCB
BACD, BADC, .......coovoiooeroeierer, ,DACB
BCAD, ..o .DCAB
BCDA, oo.oovooeeoeeeeeeeeeeeeeee e ,DCBA

Abschlielend wird man feststellen lassen, dass man aus den beiden Reihenfolgen
CD und DC von 2 Madchen auf dieselbe Weise die (2-3 =) 6 Reihenfolgen von 3
Médchen erhalten kann, allerdings nicht in lexikografischer Ordnung.
Leistungsstarken Schulern wird es nicht schwerfallen, die zugrunde liegende Ge-
setzméafigkeit zu entdecken und so schrittweise die Anzahl der verschiedenen An-
ordnungenvon 5,6, 7, ... Elementen zu berechnen.

Nach dem Durchlesen der Aufgabe 5.3) wird man die Schuler zun&chst auffordern,
wie in den beiden letzten Zirkeln besprochen zunachst Vorschlage fur die Zeilen-
und Spalteneingdnge einer Tabelle zu machen, in der man das Gegebene, das
Gesuchte und nutzliche HilfsgréRen festhalten kann.

Dann kann man die Schuler auffordern, das gesuchte Ergebnis grob abzuschétzen.
Auch wenn es nicht moglich sein durfte, abzuschéatzen, ob der Kleinbus in einem
Monat mehr oder weniger als die vom Lieferwagen zurlckgelegten 700 km gefahren
ist, durfte klar sein, dass die gesuchte Anzahl von Kilometern mindestens dreistellig
und héchstens vierstellig sein kann.

Erst wenn die links angegebene Tabelle erarbeitet und an der Wandtafel festgehal-
ten wurde, beginnt die selbstédndige Suche der Schiiler nach einem Lésungs-
weg.

Weg Verbrauch Weg Verbrauch
Lieferwagen |100 km 9 Liter Lieferwagen 100 km |9 Liter
in1 Monat |700 km in 1 Monat 700 km| (7-9=) 63 Liter ()
Kleinbus 100 km 8 Liter Kleinbus 100 km |8 Liter
in1 Monat |[_ |3l wenigeraisL.| in1 Monat |® (63-3= 60 Liter @

) (100:2=)50 km | 8:2=) 4 Liter

3

(1550=) 750 km | (15-4=) 60 Liter 4

Beim anschlielRenden gemeinsamen Erarbeiten eines Losungswegs, der in der
rechten Tabelle festgehalten wurde, kénnen folgende Impulse nutzlich sein, wobei
zu beachten ist, dass die angegebenen Unterimpulse nur dann (méglichst von
Schulern, die den Lésungsweg zu kennen glauben) gegeben werden, wenn die
Hauptimpulse (auch bei hinreichender Zeit zum Uberlegen) noch nicht zum Ziel ge-
fUhrt haben.
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In der rechten Tabelle wurde durch Numerierung von Feldern zuséatzlich festgehal-
ten, in welcher Reihenfolge die benétigten Zwischenergebnisse (HilfsgréRen) ermit-
teltn wurden.

- Was lasst sich aus den gegebenen GréRen unmittelbar berechnen? Begrinde!

® Was lgsst sich aus der Angabe berechnen, dass der Lieferwagen fiir 100 km 9 Liter Kraftstoff
verbraucht? .

Berechne, wie viele Liter der Lieferwagen fiir 700 km verbraucht!

[Wenn fur 100km 9 Liter verbraucht werden, dann werden fur 700 km (7-9 =) 63 Liter
verbraucht.]

- Was lasst sich nun unmittelbar berechnen? Begrinde!

° Beachte den letzten Satz in der Aufgabenstellung!
[Da der Kleinbus 3 Liter weniger verbraucht als der Lieferwagen, bendtigt er (63 - 3 =)
60 Liter.]

- Was lasst sich nun unmittelbar berechnen? Begrunde!
°  Wie viele Kilometer fuhr der Kleinbus, wenn er 60 Liter verbrauchte?
Beachte, dass der Kleinbus mit 8 Liter 100 km weit fahren kann!

Wie weit kdme der Kieinbus mit 4 Liter Kraftstoff?
Wie weit kommt er folglich mit 60 Liter Kraftstoff?

[Wenn K. mit 8 Liter 100 km fahrt, dann fahrt er mit (8:2 =) 4 Liter (100:2 =) 50 km .
e " 4 Liter 50km "ottt """ " (154 =) 60 Liter (1550 =) 750 km . ]

- Antwortsatz!

[ Der Kleinbus fuhr 750 km .]
- Probe am Text!

Zunéachst wird festgestellt, dass das Resultat mit der Abschéatzung "dreistellige Zahl"
Ubereinstimmt.

Dann wird anhand des Aufgabentextes nochmals nachgepruft, ob alle gegebenen
GroRen und Beziehungen korrekt verarbeitet wurden, und es wird auch nochmals
die Korrektheit aller durchgefUhrten Rechnungen Uberpruft.
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4. BEMERKUNGEN ZUR AUSWAHL UND ANORDNUNG DER AUF-
GABEN

Da die Aufgaben in den "Aufgabenbléttern” und in der "Aufgabensammiung"” fur
einen problemhaft und differenziert gestalteten Unterricht, fir den Férderunterricht
mit leistungsstarken Schulern, fur Schularbeitsgemeinschaften, fur Gberschulische
Arbeitsgemeinschaften und auch fur die individuelle Fdérderung hochbegabter
Schuler bestimmt sind, mussten Aufgaben sehr unterschiedlichen Schwierigkeits-
grades in einer so hohen Anzahl aufgenommen werden, dass der Lehrer stets eine
vom Leistungsstand seiner Schuler abhangige Auswahl treffen kann und muss.

Es wurde darauf geachtet, dass die Aufgaben im wesentlichen dem vom Séachsi-
schen Staatsministerium fur Kultus 1992 herausgegebenen Lehrplan Grundschule,
Mathematik Klasse 3, entsprechen. Nur in sehr wenigen Aufgaben treten vierstellige
Zahlen auf oder werden Begriffe verwendet, die nicht zum Unterrichtsstoff gehdren
und die daher vom Lehrer erlautert werden mussen (z.B. "Diagonale", "Trapez" ,
"Umfang").

Die Aufgaben der Aufgabensammliung sind in drei Blocke unterteilt: Die “leichten”
Aufgaben 1) bis 55), die "mittelschweren" Aufgaben 56) bis 100) und die
“schweren"” Aufgaben 101) bis 115) .

Innerhalb eines jeden Blocks sind die Aufgaben nach den Lernbereichen Arithme-
tik, GroBen, Sachaufgaben, Geometrie, Sonstiges geordnet.

Jedes der 16 Aufgabenblitter ist fUr einen vierzehntégig stattfindenden 90-minuti-
gen Zirkel (oder fur zwei woéchentlich stattfindende 45-minitige Zirkel) gedacht, wo-
bei es unmdglich sein durfte, alle sieben Aufgaben zu behandeln. Die Aufgaben sind
im allgemeinen nach dem Schwierigkeitsgrad angeordnet, was eine Auswahl erleich-
tern soll. Es ist ratsam, auler den Aufgaben aus den Aufgabenbléattern auch noch
passend ausgewahite Aufgaben aus der Aufgabensammlung zu behandeln.

Da wir das Ziel verfolgen, die Fahigkeit zum problemlésenden Denken durch das
Vermitteln heuristischer Vorgehensweisen zu entwickeln, wurden die Aufgaben in
den Aufgabenbléttern dementsprechend ausgewahlt und angeordnet.

Im Folgenden wird angegeben, um welche Vorgehensweisen (heuristische Hilfs-
mittel, Strategien und Prinzipien) es sich dabei handelt und mit Hilfe welcher Auf-
gabengruppen eine Vermittiung maéglich ist.

Im Abschnitt 5. wird dann gezeigt, auf welche Weise die genannten heuristischen
Vorgehensweisen vermittelt werden kénnen.

Die Schuler werden nur dann in der Lage sein, problemhafte Aufgaben zu l6sen,
wenn sie Uber entsprechende Fertigkeiten im Rechnen verfugen. Um dies Uberpru-
fen und nétigenfalls festigen zu kénnen, ist die 1. Aufgabe eines jeden Aufgaben-
blatts eine derartige algorithmisch Iésbare Aufgabe. Bei deren Anordnung wurde
berlcksichtigt, dass das schriftiche Rechnen im Unterricht erst nach dem mundli-
chen Rechnen eingefuhrt werden kann.

Die Aufgaben aus den "Aufgabenbléttern” werden mit x.y) bezeichnet, wobei x die
Nummer des Aufgabenblattes und y die Nummer der Aufgabe bezeichnet.

Die Aufgaben aus der “Aufgabensammiung” werden mit z) bezeichnet, wobei z die
laufende Nummer der Aufgabe festhalt.
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Jede Aufgabe aus der "Aufgabenblétter” kommt mindestens einmal in einer der im
Folgenden genannten Aufgabengruppen vor. FUr die Aufgaben aus der
"Aufgabensammliung” trifft dies nicht zu.

4.1. Entwickeln von Fertigkeiten im mundlichen und schriftlichen Rechnen:
Aufgabe 1.1), 2.1). ..., 16.1)
Aufgabe 1), 7), 12), 18), 29).

4.2. \Verwenden von Variablen und Klammern in Termen:
Aufgabe 11.2), 12.2), 13.2), 14.2), 14.7), 15.2), 16.2).
Aufgabe 101).

4.3. Verwenden von zweckmaBigen Bezeichnungen:
Aufgabe 3.5), 4.5), 5.5), 6.5), 7.5), 9.7), 10.5), 10.6), 16.6).
Aufgabe 6), 33), 37), 51), 92), 113), 114), 115).

4.4. Verwenden von Tabellen:

Aufgabe 3.3), 3.7), 4.3), 4.7), 5.3), 5.5), 6.3), 6.5), 6.7), 7.3), 7.5), 8.3), 8.4), 10.6),
11.3), 11.6), 11.7), 12.4), 12.7), 13.3), 15.7).

Aufgabe 14), 24), 26), 27), 28), 32), 50), 68), 72),101), 105).

4.5. Verwenden von Skizzen:
Aufgabe 6.3), 13.4), 14.4), 15.3), 15,5).
Aufgabe 6), 78), 81), 88), 106).

4.6. Verwenden von Mengendiagrammen:
Aufgabe 11.5), 12.5), 16.5).
Aufgabe 595).

4.7. Systematisches Probieren (Ermitteln aller mdglichen Fille):

Aufgabe 1,2), 1.4), 22), 3.4), 4.4), 5.4), 6.4), 7.3), 7.4), 8.1), 8.5), 9.4), 9.7), 10.2),
10.3), 10.4), 11.4), 13.6), 16.7).

Aufgabe 2), 5), 20), 25), 32). 45), 47), 48), 50), 51), 57), 60), 61), 62), 66), 67), 68),
72). 75), 84), 86), 89), 90), 91), 92), 93), 94), 95), 100, 101), 103), 115).

4.8. Vorwirtsarbeiten und Folgern aus Bedingungen:
Aufgabe 1.3), 2.3), 3.3), 4.2), 6.2), 7.2), 8.2), 9.2), 9.3), 14.6).

Aufgabe 3), 5), 13), 15), 16), 17), 21), 22), 23), 27), 28), 31), 34), 35), 36), 37), 41),
54), 56), 58), 59), 62), 66), 67), 69), 70), 71), 73), 74), 75), 77), 79), 95), 97), 101),
102), 103), 104), 111), 114),

4.9. Riickwartsarbeiten:
Aufgabe 9.5).
Aufgabe 43).
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4.10."Von riickwarts her rechnen":
Aufgabe 4.6), 6.6), 8.6).
Aufgabe 104).

4.11.Vermuten von GesetzméaBigkeiten:

Aufgabe 1.5), 2.4), 2.5), 4.7), 5.2), 10.7), 12.3), 12.7), 13.5), 14.3).
Aufgabe 48), 53), 99).

4.12. Problemtransformation; Riickfiihrung auf Hilfsaufgaben:

Aufgabe 5.6), 5.7), .7), 7.6), 13.7).
Aufgabe 38), 45), 57), 63), 64), 94).

4.13. Ubersetzen in die Sprache der Gleichungen und Ungleichungen
Aufgabe 8.7), 15.7).
Aufgabe 113), 114).

4.14) Ausnutzen von Analogien
Aufgabe 10.3), 11.3), 12.4), 16.4).
Aufgabe 37), 76), 107b), 113), 114).

4.13."Findigkeit” beim Ldsen probiemhafter Aufgaben:

Aufgabe 1.5), 1.6), 2.4), 2.5), 2.6), 2.7), 3.2), 3.6), 4.7), 5.2), 5.7), 6.7), 7.7), 8.7),
9.6), 12.3), 12.6), 13.5), 13.7), 14.3), 14.5), 15.6),

Aufgabe 4), 18), 39), 44), 48), 49), 52), 65), 98), 100, 108), 109), 110).
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5. VORSCHLAGE ZUM BEHANDELN DER AUFGABEN

Wir wollen hier anhand konkreter Beispiele zeigen, wie man die im Abschnitt 2.1.
aufgefUhrten heuristischen Vorgehensweisen beim AufgabenliGsen bewusst ver-
mitteln kann.

Ferner wollen wir zeigen, wie die “genormte Impulsgebung” sowie das Erganzen
von "Hauptimpulsen” durch "Unterimpulse” im konkreten Fall aussehen kann.

Wir beginnen mit dem Einfthren der heuristischen Hilfsmittel
"Giinstige Bezeichnungen", "Tabellen", "Skizzen" .

Hierbei geht es um weitgehend lehrbare geistige Techniken, die auch in den héhe-
ren Klassenstufen von grof3er Bedeutung sind.

Es folgt das Einfulhrenvon heuristischen Strategien.

Das “Systematische Probieren" spielt in Klasse 3 zusammen mit dem
"Vorwirtsarbeiten" die wichtigste Rolle, wahrend dem “Riickwaértsarbeiten” in die-
ser Klassenstufe noch keine so grof3e Bedeutung zukommt.

Am schwierigsten lehrbar sind heuristische Prinzipien.

Bei ihnrem Einsatz kann man hochbegabte Schiler besonders leicht entdecken. Wir
werden vor allem auf “Problemtransformationen” und die “Riickfiihrung auf
Hilfsaufgaben" eingehen.

In der Regel erlautern wir das Vermitteln heuristischer Vorgehensweisen anhand
von schwierigen Aufgaben, die es gestatten, die Tragweite dieser Vorgehensweise
zu demonstrieren.

Es wird dann angegeben, welche leichtere Aufgaben fur das EinfGhren und das
Uben der betreffenden Vorgehensweise geeignet sind.

564. Einfihren von zweckmidBRigen Bezeichnungen

Von wichtiger Bedeutung fur die Entwicklung der Mathematik war der Ubergang zu
einer formalen Symbolsprache.

Aus Konstanten, Variablen, Relationszeichen und Operationszeichen werden sinn-
volle Zeichenreihen (etwa Gleichungen, Ungleichungen oder Terme) gebildet, die
sich dann nach formalen Regeln umfomen lassen.

Eine Variable ist ein Zeichen fur ein beliebiges Element einer vorgegebenen
Menge. Die Schuler kennen Variable in der Form von “Platzhaltern” oder
“Leerstellen”. In Klasse 3 werden laut Lehrplan hierfur auch Buchstaben verwen-
- det und es werden erste Aufgaben mit Klammern gestelit.

Dies kommt in den Aufgaben 11.2), 12.2), 13.2), 14.2), 14.7) und 15.2) vor.

Eine Konstante ist ein Zeichen fur ein bestimmtes Element einer vorgegebenen
Menge. Die Schuler kennen bisher diesbezlglich nur die (aus den Ziffern des deka-
dischen Systems zusammengesetzten) Zahlzeichen.
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Die Schuler sollen erkennen, wie nutzlich es ist, etwa fur Namen, Berufe u.a. Buch-
staben als abkurzende Bezeichnungen zu verwenden und auch die Relationszei-
chen "=, <, >" (in einem etwas erweiterten Sinn) einzusetzen, um gewisse Beziehun-
gen knapp und Ubersichtlich festzuhalten.

Wenn z.B. A und B als Abkurzung der Namen "Arnd" und "Bert" verwendet werden
dann kann man vereinbaren, dass "A < B" die Aussage "A ist junger als B" oder die
Aussage "A ist kleiner als B" oder die Aussage "A kam fruher ins Ziel als B" usw.
festhalt. Dies ist immer dann statthaft, wenn die betreffende Beziehung die Eigen-
schaften einer Ordnungsrelation besitzt.

Bei Aufgabe 10.5) geht es darum, aus fUnf Aussagen, die Beziehungen zwischen
bzw. Bedingungen fur 8 Schuler festhalten, die Reihenfolge des Zieleinlaufs dieser
Schuler bei einem Lauf abzuleiten.

Zunachst sollen die Schuler in selbstédndiger Arbeit versuchen, die Lésung zu fin-
den. Wenn dies den meisten Schulern gelingt, dann wird man ihnen eine schwieri-
gere Aufgabe dieses Typs stellen. Nur wenn die meisten Schuler scheitern, wird
man in der anschlieBenden gemeinsamen Arbeit eine erfolgversprechende heuri-
stische Vorgehensweise einfuhren.

Folgende Impulise kénnen dabei hilfreich sein:

- Flhre zweckmaRige Bezeichnungen ein!
Ubersetze die Aufgabenstellung in die "Symbolsprache"!

° Wahle fur die Abkurzung der Namen die Anfangsbuchstaben! [A,B,C,D.E,F,G]
Wie kann man festhalten, dass A vor B eintraf? [A<B]
Wie kann man festhalten, dass F den mittleren der sieben Platze erzielte?
[F=4]

- Was lasst sich aus den Bedingungen (d) und (e) unmittelbar folgern? Begrunde!

Halte die Folgerungen in der Symbolsprache fest!

[Wenn A und D in A-Stadt wohnen und wenn der Junge, der den 2. Platz

schaffte, aus B-Stadt kommt, dann gilt A=2. und D#2. ]

Ferner ist es gunstig, die gesuchte Platzverteilung in einer Tabelle festzuhalten.
Man lasse erkennen, dass A < B noch nicht bedeutet, dass A unmittelbar vor B
eingelaufen ist, d.h. dass wir mit unserer symbolischen Schreibweise noch nicht alle
Informationen festgehalten haben. Bedingung (a) lasst sich daher genauer in der
Form (C;A;B) festhalten, wenn man vereinbart, dass auf diese Weise die zuséatzliche
Information "direkt" oder "unmittelbar" festgehalten werden soll.

Das Resultat kann man wie folgt an der Wandtafel festhalten:

(a) C<A<B |(CAB) 1121345 6|7
() E<D (E:D) F

(c) F=4

(d)

] A#2.und D=2

(e)

- Was l&sst sich nun unmittelbar folgern? Begrinde!
[ Wegen A =2 muss (C;A;B) =(5.,6,7) gelten. Wegen D #2 muss (E;D) =(2.;3.)
gelten. Daraus folgt dann (als letzte Moglichkeit) G = 1. ]

- Antwortsatz!
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[ Die Reihenfolge des Zieleinlaufs lautet: Gunther, Erich, Dieter, Franz, Claus,
Andreas, Bernd. ]

- Probe am Text!
[ Es wird gepriift, ob die angegebene Reihenfolge tats&achlich die Bedingungen (a)
bis (d), wie sie im Aufgabentext stehen, erfullen.]

Der Zweck einer Probe wird den Schulern damit erklart, dass auf diese Weise Feh-
ler beim Folgern entdeckt werden sollen.

In Klasse 3 stellen wir nur lésbare Aufgaben. In héheren Klassenstufen muss der
Schuler darauf gefasst sein, dass die Aufgabe eine (fur die Herleitung nicht verwen-
dete) "fehlerhafte”" Bedingung enthalt, die bewirkt, dass die Aufgabe keine Loésung
besitzt. In solchen Fallen ist eine Probe als Existenznachweis aus logischer Sicht
erforderlich.

Zur EinfGhrung in diese Aufgabengruppe kann man die Aufgabe 3.5) wahlen. Das
Wandtafelbild kann wie folgt aussehen:

(a) A<B
1—>A<B<D
]»> A<B<D=<C
() D<C |
(c) B<D

(d C>A also A<C (Uberflussig)

Wie man erkennt, wird Bedingung (d) nicht benétigt. Wurde man sie etwa durch die
Bedingung (d*) D < A ersetzen, dann hatte die Aufgabe keine Lésung, was man nur
bemerken kann, wenn man eine Probe am Text als Existenznachweis durchflhrt.

Bei der ebenfalls analog zu |6senden etwas schwierigeren Aufgabe 4.5.) wird man
darauf achten, dass die gegebenen Bedingungen sofort so umformuliert werden,
dass man nur das Zeichen "<" zu verwenden braucht.

Das Wandtafelbild kann wie folgt aussehen:

T<S<A 1.|2.]3. |4 |5
P<A | T<s<P<A J
] sT<P<A
ST<P

Wie man beim Lésen von Zuordnungsaufgaben ginstige Bezeichnungen zweck-
maRig einsetzen kann, wird anhand der Aufgaben 5.5), 6.5), 7.5) und 10.6) im Ab-
schnitt 5.2.. (Verwenden von Tabellen) gezeigt.

Ab Klasse 6 spielt folgende heuristische Vorgehensweise eine wichtige Rolle:
- FUhre Variable ein!

- Ubersetze die Aufgabe in die Sprache der Gleichungen!

- Ld&se die Gleichungen!
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Wenn man den letztgenannten Impuls weglésst, dann kann man leistungsstarke
Schuler bereits in der Grundschule mit dieser Vorgehensweise vertraut machen.

Bezeichnet man in der recht schwierigen Aufgabe 8.7) die Anzahl der Kihe mit k

und die Anzahl der Ziegen mit z , dann lasst sich diese Aufgabe wie folgt in die
Sprache der Gleichungen Ubersetzen:

Wortsprache Sprache der Gleichungen

3 Kuhe und 4 Ziegen kosten 108 Taler. |3-k + 4-z = 108,
7 Kuhe und 6 Ziegen kosten 212 Taler. |7-k+6-z = 212 .

a) Wie viele Taler kosten 1 Kuh und 1|a)k+z="7
Ziege zusammen?

b) Wie viele Taler kostet 1 Kuh und wie|b) Ermittle alle Zahlenpaare (k; z), fur die
viele Taler kostet 1 Ziege™? beide Gleichungen gelten!

Wir werden auf diese Aufgabe im Abschnitt 5.4. (Systematisches Probieren) noch-
mals zurGckkommen.

Bezeichnet man in der recht schwierigen Aufgabe 15.7) das Gewicht einer leeren
Flasche mit | und das Gewicht einer vollen Flasche mit v , dann kann man diese
Aufgabe wie folgt in die Sprache der Gleichungen iibersetzen:

Wortsprache Sprache der Gl.
Auf einer Waage sind funf links stehende leere Mineralwas-
serflaschen mit zwei rechts stehenden vollen im Gleichge- 51 = 2w

wicht.

a) Britta fullt zwei der leeren Flaschen mit Mineralwasser und
errreicht dann, dass wieder Gleichgewicht eintritt, indem sie

auf die rechte Waagschale leere Flaschen dazustellt. 31 +2v = 2+ 2w
Wie viele leere Flaschen sind das? ?=3

b) Jan entleert dann eine der rechts stehenden Flaschen und

nimmt von der linken Waagschale eine leere Flasche weg. 2:1+2v ? 41 +1v

Welche Waagschale neigt sich nun nach unten?

c) Pia nimmt alle Flaschen von der Waage und stellt dann
links zwei volle Flaschen und eine leere Flasche auf, rechts| 1+l + 2-v ? 3| + 1-v
eine volle Flasche und drei leere Flaschen.

Welche Waagschale neigt sich nun nach unten?

Bei diesem "{Ubersetzen" werden vom Schiler Begriindungen verlangt:

Zu a): Wenn 2 von den 5 leeren Flaschen gefullt werden, dann stehen auf der linken
Waagschale 3 leere und 2 volle Flaschen.

Auch leistungsschwachere Schuler durften aus dieser Gleichung ablesen, dass auf
der rechten Waagschale auch 3 leere Flaschen stehen mussen, damit Gleichge-
wicht eintritt.

Also wird die Situation, die Jan vorfindet, durch die Gleichung 3+ + 2-v = 3| + 2-v
beschrieben.

Wir werden auf diese Aufgabe im Abschnitt 5.5. (Folgern aus Bedingungen) noch
zurtuckkommen.
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52. Verwenden von Tabellen

Tabellen dienen zun&chst dem Ubersichtlichen Festhalten von Gegebenem und
Gesuchtem (was durch eingerahmte Leerfelder gekennzeichnet werden kann).

Oft ist es auch méglich, den Lésungsplan festzuhalten, indem auf benétigte Teil-
Ziele durch Leerfelder hingewiesen wird. Dabei kann sich der Lehrer auch notieren,
in welcher Reihenfolge die Leerfelder gefullt und damit die Teilziele erreicht werden
mussen.

Ferner kénnen ausgefulite Tabellen fur eine Probe am Text verwendet werden.

Derartige Tabellen treten im Aufgabentext der Aufgaben 11.2), 12.2), 13.2), 14.2),
14.7), 15.2), 16.2) auf.

Das Verwenden von Tabellen solite bewusst eingefuhrt und getbt werden. Der Leh-
rer wird bei geeigneten Aufgaben vormachen, wie man Tabellen aufstellt und die
Schuler auffordern, dies bei analogen Aufgaben nachzumachen.

Folgende Impulse kénnen hilfreich sein:

- Wahle die Zeilen und Spalten einer Tabelle stets so, dass Felder entstehen, in
die man das Gegebene, das Gesuchte sowie benétigte HilfsgréBen eintragen
kann!

- Als Spalteneinginge kann man oft Anzahlen oder Gré3en wahlen, die in der
Aufgabe vorkommen. Als Zeileneingédnge eignen sich oft die in der Aufgabe be-
schriebenen "Situationen".

- Manchmal muss man nachtraglich weitere Zeilen oder Spalten einfGhren, um be-
nétigte HilfsgroRen oder Ergebnisse von Nebenrechnungen festzuhalten.

Die Aufgabe 6.3) wird recht leicht, wenn man folgende Tabelle vorgibt, in die die
Schuler dann die dem Aufgabentext entnommenen Zahlen eintragen, die (hier ein-
geklammerten) HilfsgréRen und die (hier fett gedruckten) gesuchten Anzahlen be-
rechnen und in die umrahmten Felder eintragen.

Anzahl Képfe Anzahl Beine
Uber W. | unter W. | Gber W. | unter W.
1 Ente an Land 1 2
3 Enten "verkehrt" im Wasser 3 6
4 Enten "normal" im Wasser (4) (8)
Insgesamt 5 3 8 8

Wie man fur benétigte Nebenrechnungen Felder der Tabelle bereitstellen kann, sei
anhand der Aufgabe 13.3) gezeigt:

Liter Kilometer Liter Kilometer
a) 32 400 32 400
[ 100 (32:4=)8 100
[ ] 600 6:8 =) 48 600
b) [ 1] |(15-4)=60| [(15-50=)750]
8 100
4 50
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Bei der wegen der Fulle der Daten recht schwierigen Aufgabe 11.6) ist es gunstig,
die nicht angegebene Uhrzeit der Abfahrt auf 0.00 Uhr zu verlegen und in die Ta-
belle eine zusétzliche Hilfsspalte fur die Uhrzeit aufzunehmen, so dass die gegebe-
ne Fahrzeit in Form der Ankunftszeit 01.45 Uhr festgehalten werden kann.

Die (mundlich ausfuhrbaren) Nebenrechnungen wurden in der Zeile festgehalten, in
der sie benotigt werden.

Nachdem alle gegebenen Bedingungen ausgewertet und die Teilresultate in der
Uhrzeit-Spalte festgehalten wurden, ist es nicht mehr schwer, die Resultate zu den
Teilaufgaben a), b), c) zu ermitteln.

Situation Uhrzeit | Schlafzeit | Wachzeit
Abfahrt 0.00 Uhr 1 h 45 min = 105 min
35min |(105:3 =) 35 min
1. Einschlafen | 0.35 Uhr
10 min Bremsen nach 45 min
1. Aufwachen | 0.45 Uhr (105 - 45 =) 60 min Restzeit
15 min |(60:4 =) 15 min
2. Einschlafen | 1.00 Uhr (105 - 60 =) 45 min Restzeit
15 min (45:3=)15min
2. Aufwachen 1.15 Uhr
5 min
3. Einschlafen | 1.20 Uhr
25 min 1.20 Uhr bis 1.45 Uhr: 25 min
3. Aufwachen | 1.45 Uhr
insgesamt | 50 min (10 + 15+ 25 =) 50 min

Eine Probe am Text besteht nun darin, dass man den Aufgabentext nochmals
durchliest und zunachst nachprift, ob alle gegebenen Beziehungen tatsachlich fur
die Herleitung verwendet und auch richtig erfasst wurden.

Wenn die Aufgabe iberbestimmt ist, d.h. wenn eine Bedingung vorkommt, die fur
die Herleitung der Lésung nicht bendétigt wurde, dann muss man uberprifen, ob die
angegebene Ldsung auch die Uberflissige Bedingung erfullt. Wéare dies nicht der
Fall, dann besale diese Aufgabe keine Lésung.

Auch wenn wir hier keine derartigen Aufgaben stellen, sollte man die Schuler anhal-
ten, stets eine solche Probe am Text durchzufUhren, um Rechen- oder Fluchtigkeits-
fehler zu entdecken.

Bei Aufgabe 4.3) kann man die Informationen Uber das Gegebene und das Ge-
suchte durch die nachfolgend angegebene linke Tabelle festhalten, das Resultat
und den Lésungsweg durch die rechte Tabelle.

1. Preis 250 € 1. Preis 250 €
2. Preis 2. Preis () 150 €
3. Preis 3. Preis @ 75 €
1 Sonderpreis 25 € 1 Sonderpreis 25 €
7 Sonderpreise 7 Sonderpreise |3 175 € |
alle Preise [ ] |allePreise
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Bei Aufgabe 5.3) kann man die Informationen Uber das Gegebene und das Ge-
suchte durch die nachfolgend angegebene linke Tabelle festhalten, das Resultat

und den Lésungsweg durch die rechte Tabelle.

Weg Verbrauch Weg Verbrauch
Lieferwagen |100 km 9 Liter Lieferwagen 100 km | 9 Liter
in1 Monat |700 km in 1 Monat 700 km| (7-9=) 63 Liter
Kleinbus 100 km 8 Liter Kleinbus 100 km| 8 Liter
in 1 Monat :l 31 wenigeralsL.| in1 Monat 63-3=)60 Liter
(100:2=) 50 km | (8:2=) 4 Liter
(1550=) 750 km | (15-4=) 60 Liter

Bei Aufgabe 8.3) ist es gunstig, die Zeiten zunéchst stets in Minuten umzurechnen.
Folgende Tabellen halten Aufgabenstellung und Lésung fest:

Weg Zeit Weg Zeit
mit Bus 20km| 30 min| mit Bus 20 km 30 min
Aufenthalt Okm| 42min| Aufenthalt 0 km 42 min
mit Zug [ 1| mitzug 120 km | () (192 - 42 -30 =) 120 min |
insgesamt [:I 192 min| insgesamt 192 min
60 km| 60 min 60 km 60 min

Ein einfaches Beispiel fur das Festhalten des Lésungsweges wird anhand der Auf-
gabe 3.3), die dem EinfGhren in das Vorwaértsarbeiten dient, im Abschnitt 5.5. be-
sprochen.

Wenn eine Lésung durch systematisches Erfassen aller méglichen Fiélle (und
AusschlieBen der nicht méglichen Félle) ermittelt wird, dann spielen Tabellen eben-
falls eine wichtige Rolle.

Dies wird anhand der Aufgaben 7.3), 8.4), 11.3), 12.4) im Abschnitt 5.4.
(Systematisches Probieren), anhand der Aufgabe 3.7) im Abschnitt 5.5.
(Vorwartsarbeiten) und anhand der Aufgabe 6.7) im Abschnitt 5.8
(Problemtransformation) demonstriert.

Auch beim Suchen nach GesetzmiBigkeiten kann das Ubersichtliche Festhalten
der erreichten Teilergebniss in Form von Tabellen wichtig sein. Dies wird anhand
der Aufgaben 4.7), 12.7) und 99) im Abschnitt 5.7. vorgefthrt.

Tabellen spielen schliellich auch beim Losen von logisch-kombinatorischen Zu-
ordnungsaufgaben eine wichtige Rolle.

Bei Aufgabe 10.6) wird nach der Zuordnung von vier Namen zu vier Berufen ge-
sucht.

Verwirrend ist die Tatsache, dass die Berufsnamen mit den Familiennamen Uber-
einstimmen.
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- Bei solchen Zuordnungsaufgaben hilft meist eine Tabelle weiter!

° Wie viele Zeilen und wie viele Spalten soll die Tabelle haben?
[ 4 Zeilen, 4 Spalten.]

° Wie sollen die Zeileneingange, wie die Spalteneingange lauten?

Hier ist man gezwungen, durch geschickte Wahl der Bezeichnungen VVerwechlungen
zu vermeiden. Wir kiirzen die Namen mit a, b, f, s , die Berufe mit A, B, F, S ab.

- Was lasst sich aus den gegebenen Bedingungen unmittelbar ableiten? Begriinde!
° Welche Zuordnungen kénnen nicht zutreffen?

Kennzeichne sie jeweils durch ein "-" in den betreffenden Feldern!
[ Da keiner der Herren den Beruf hatte, den sein Name angibt, tragt man in die
Felder (a;A), (b;B), (f;F) und (s;S) ein "-" ein.]
- Was lasst sich nun aus den gegebenen Bedingungen unmittelbar ableiten?
Begriinde!
[ In den Feldern (b;F) und (s;F) muss ein "-" stehen, da b und s Gaste von F sind.]

° Welche Zuordnung muss nun zutreffen? Kennzeichne das Feld mit einem "+"!
[Im Feld (a;F) muss "+" stehen,; letzte Méglichkeit in der 3. Spalte.]

A|B|F|S A B|F | S
al-@ + (3) al-ml-@|tel- @
b - M- bl-®[-wnl-@|+ton
f - () fl+e |- ®]- |- ®
s -@)-m s |-el+tm[- @]-

Die bis jetzt abgeleiteten Folgerungen sind in der linken Tabelle festgehalten. Fur
den Lehrer ist zusatzlich angegeben, in welcher Reihenfolge die Felder gefullt wur-
den.

Der vierte abwesende Herr ist A, kann also nicht b oder s heissen, muss also - als
letzte verbleibende Méglichkeit - f heissen.

Der Rest ist einfach. Resultat und Lésung sind der rechfen Tabelle zu entnehmen.

Probe am Text nicht vergessen!

Analog zu l6sen sind die leichteren Aufgaben 5.5), 6.5) und 7.5).
Resultat und Losungsweg werden durch die folgenden Tabellen festgehalten:

M|[S | L HIR ]| S r g b
Ki-of + |-@® h -+ ® Ri-m|-@|+@E
d|-© + rl-@{+ef- Gl+m|- 0|- @

+@|- @|-® s |[t@el|- @[-® Bl-®[+®G|- 0

Von wesentlich hoherem Schwierigkeitsgrad ist die Aufgabe 11.7). Hier ist eine Zu-
ordnung von 3 Farben, 3 Namen, 3 Spielzeugen und 3 Naschereien zu finden. Fer-
ner muss man den Aufgabentext mindestens zweimal hintereinander durcharbeiten,
um alle Informationen voll ausschoépfen zu kénnen.
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Man sollte den Schulern die Tabelle mit den drei Spalteneingangen und den vier
Zeileneingéngen vorgeben und sie auffordern, zunachst alle Informationen einzutra-
gen, die man beim erstmaligen Durchlesen dem Aufgabentext entnehmen kann.

Dies fuhrt zu folgender Tabelle :

1. Haus | mittl. Haus 3. Haus
Farben: gelb, blau, rot nicht blau ®
Namen: Bettina, Sven, Tanja Tanja @ [ nicht Bettina @
Spielzeuge: |Puppe, Rennbahn, Theater Rennbahn (3)
Naschereien | Eis, Kaugummi, Schokolade Eis O

Schwierig ist hierbei nur die Folgerung. Wenn das rote Haus neben dem gelben
Haus steht, dann kann das blaue Haus nicht in der Mitte stehen.

Erst wenn man die im ersten Durchlauf gewonnenen Folgerungen betrachtet, kann
man erkennen, dass Bettina im 1. Haus wohnen muss.

Beim zweiten Durchlesen der Aufgabenstellung erkennt man leicht, dass das 1.
Haus gelb, folglich das 3. Haus blau und damit das mittlere Haus rot sein muss und
dass daher Sven im 3. Haus wohnt.

Recht schwierig ist dann die Folgerung, die aus der Bedingung zu ziehen ist, dass
das Kind mit der Puppe Kaugummi kaut. Dies ist nur dann mdéglich, wenn
"Kaugummi" zum 1. Haus gehort.

Der Rest ist einfach.

1. Haus mittl. Haus 3. Haus
Farben: gelb, blau, rot gelb © rot ® blau ®
Namen: Bettina, Sven, Tanja Bettina ® | Tanja @ Sven ©
Spielzeuge: |Puppe, Rennb., Theater | Puppe (19 | Theater W | Rennbahn (11
Naschereien | Eis, Kaugummi, Schoko. | Kaug. (10) Eis O Schokolade ("

Durch eine Probe am Text wird man Uberprifen, ob alle Bedingungen erfasst wur-
den und ob alle Folgerungen korrekt waren.
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53. Verwenden von Skizzen und Mengendiagram-
men

Skizzen dienen der Veranschaulichung von Sachverhalten sowie dem Ubersichtli-
chen Festhalten von Gegebenem und Gesuchtem.

In héheren Klassenstufen kénnen sie auch zum Festhalten des Losungsweges
verwendet werden. Somit spielen sie eine dhnliche Rolle wie Tabellen.

Skizzen kénnen bei den Aufgaben 13.4), 14.4), 15.3), 15.5), 81) und 88) eingesetzt
werden.

Eine besondere Rolle spielen Mengendiagramme bei einer spezifischen Gruppe
von Aufgaben, bei denen Gesetze aus der Mengenlehre verwendet werden. Solche
Aufgaben kommen recht haufig in mathematischen Wettbewerben vor.

Wir beschranken uns hier auf den einfachen Fall, dass in einer Allmenge zwei Teil-
mengen mit im allgemeinen nicht leerem Durchschnitt liegen.

In Aufgabe 11.5) wird nach der Anzahl der Schuler einer Klasse gefragt, von der
bekannt ist:

13 Schuler gehen in die AG Mathematik; 15 Schuiler gehen in den Schulchor; 9
Schuler gehen sowohl in die AG Mathematik als auch in der Schulchor; 7 Schuler
gehen weder in die AG Mathematik noch in den Schulchor.

Wenn die Schuler diese Aufgabe nicht selbstandig I6sen kénnen oder wenn sie
falschlicherweise alle gegebenen Zahlen addieren, um die gesuchte Schuleranzahl
zu erhalten, dann wird ihnen der Lehrer zeigen, wie man ein solches Mengendia-
gramm zeichnet und wie man die gegebenen Anzahlen und die gesuchte Anzahl
eintragen bzw. kennzeichnen kann (siehe das linke Mengendiagramm).

- Was lasst sich aus den gegebenen Anzahlen unmittelbar berechnen? Begrinde!
- Woraus liel3e sich die gesuchte Anzahl unmittelbar berechnen? Begrinde!

Beide Fragen konnen die Schuler zur Erkenntnis fihren, dass dies jeweils die An-
zahl der Schdler ist, die nur in die AG bzw. nur in den Chor gehen.

Das rechte Mengendiagramm hélt den Lésungsweg und das Resultat fest.

KL: ? Kl. : 4+9+6+7=26

7 7

Vollig analog hierzu ist die Aufgabe 12.5). Lediglich die Zahlen und die Einkleidung
wurden anders gewahlt. Die Alimenge ist wiederum die Menge der Schuler einer
Klasse. Die erste Teilmenge wird von denjenigen Schuler gebildet, die im Urlaub
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schon einmal an der Ostsee waren, die zweite Teilmenge von denjenigen Schulern,
die schon einmal in den Alpen waren.

Analog zu l6sen ist auch die Aufgabe 16.5).
Dem linken Mengendiagramm ist zu entnehmen, dass lediglich nach einer anderen

Anzahl gefragt wird.
Das rechte Mengendiagramm hélt wiederum den Lésungsweg und das Resultat

fest.

Sch: 120 Sch: 120

54-20= 34

? 120 - 45 - 20- 34 =21

Wenn den Schulern das Losen solcher Aufgaben Spal® macht, dann sollte der Leh-
rer weitere analoge Aufgaben selbst bilden.
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54.Das systematische Probieren (Erfassen aller
Moglichkeiten)

Schuler dieser Klassenstufe neigen dazu, Lésungen durch unsystematisches
Probieren mehr oder minder nur zu erraten, wobei begabte Schuler dabei eine
grof3e Findigkeit entwickeln kénnen.

Unser Ziel besteht darin, sie an ein systematisches Probieren zu gewdhnen, ihnen
die Vorteile eines solchen Vorgehens zu zeigen und sie aufzufordern, dabei stets
moglichst geschickt vorzugehen.

Es ist wichtig, sich stets bewusst zu machen, welches Ordnungsprinzip man an-
wenden will, um sicherzugehen, dass man wirklich alle méglichen Falle erfasst. Bei
schwereren Aufgaben ist es manchmal erforderlich, mehrere Ordnungsprinzipien zu
kombinieren, wobei es darauf ankommt, sie in eine hierarchische Ordnung zu brin-
gen.

Systematisches Probieren fihrt immer zum Ziel, wenn es darum geht, zu einer ge-
gebenen Aussageform eine endliche Lésungsmenge zu ermittein, wobei die An-
zahl der Elemente dieser Lésungsmenge nicht zu groR sein darf.

Besonders leicht sind derartige Aufgaben, wenn die Aussageform nur eine Variable
besitzt und die Elemente des Variablengrundbereichs sich gut ordnen lassen.

Dies ist z.B. beim Ermitteln der Lésungsmenge einer Ungleichung tber dem Bereich
der natirlichen Zahlen der Fall, wie dies in den Aufgaben 1.2) und 8.1) gefordert
wird.

Da jeder Lehrer derartige Aufgaben leicht selbst bilden kann, haben wir darauf ver-
zichtet, solche Aufgaben in die Aufgabensammlung aufzunehmen.

Obwohl in Aufgabe 2.2) mehrere Gleichungen mit den beiden Variablen A und B
gegeben sind, fuhrt auch hier ein solches Vorgehen zum Ziel.

Man untersucht die Félle A=0, A=1 A=2 A>2.

Fir A =0 wird B = 0, was der Forderung widerspricht, dass A und B verschieden
sein sollen.

Fur A=1 ist die Bedingung A + A = A - A nicht erfullt; dasselbe trifft fur A >2 zu.
Far A =2 ist diese Bedingung erfullt und es gilt B =4 . Folglich ist dies die einzige
Lésung der Aufgabe.

Nachtraglich wird man erkennen lassen, dass B - B =0 flr alle B gilt und dass es
daher nur auf die oben genannte Bedingung fur A ankommt.

Bei Auswahl- oder Anordnungsproblemen aus der Kombinatorik spielt das lexi-
kografische Ordnen eine wichtige Rolle.

Das Ordnen von naturlichen Zahlen nach ihrer GréRe, wie dies z.B. in der Aufgabe
4.4) gefordert wird, kann man als einen Spezialfall dieses Ordnungsprinzips auffas-
sen.

Die Aufgabe 5.4) ist als Einfuhrung in das lexikographische Ordnen gut geeignet.

Vorschlage fur das Behandeln der Aufgaben 5.4a) und 5.4b) findet man im Ab-
schnitt 3.3.
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Fur eine Wiederholung und Ubung dieses Vorgehens eignet sich die Aufgabe 93).
Es ware allerdings véllig verfehlt, wenn man die Schuler auffordern wurde, sich die
Formel P(n) = 1-2-...-n flUr die Anzahl der verschiedenen Anordnungen von n Ele-
menten zu merken.

Sie sollen nur die Fertigkeit erwerben, Anordnungen in lexikografischer Reihenfolge
festzuhalten und leistungsstarke Schuler sollten sich das geschilderte Verfahren
einpragen.

Bei der Aufgabe 6.4) geht es darum, aus 6 Elementen { A, B, C, D, E, F} (Schulern)
alle moéglichen Paare (Spielpaarungen) auszuwahlen. Wiederum wird das lexikogr-
afische Ordnungsprinzip eingesetzt.

Nach der abschlieRenden Auswertung wird an der Wandtafel festgehalten:
(AB), (AC), (AD), (AE), (AF)
(B:C), (B:D), (BE), (BF)
(C:D), (CE), (CiF)
(DiE), (DF)
(E;F)
(4 +3 +2+1=) 10 Méglichkeiten.

Ein solches Ermitteln von Paaren wird auch in der Aufgabe 6.4) benétigt.

Es gibt relativ viele Aufgaben, wo beim systematischen Ermitteln aller Moéglich-
keiten als Hilfsmittel Tabellen verwendet werden.

In Aufgabe 7.3) wird angegeben, dass in einem Kaéfig, in dem sich Kaninchen und
Huhner befinden, insgesamt 5 Képfe und 14 Beine zu sehen sind.

Natlrlich kann man die Lésung auch durch un- | Anzahl Képfe | Anzahl Beine

systematisches Probieren erraten. Wenn man 5=1+4 14+42=12<14
zusatzlich wissen moéchte, ob es eine weitere 5=2+3 2:4+32=14

Lésung geben kann, muss man systematisch 5=3+2 34+22=16>14
probieren. 5=4+1

Es gibt genau vier Méglichkeiten, wie viele der 5 Képfe Kaninchenkdpfe und wie
viele davon Huhnerkdpfe sind.

Wenn man die jeweils zugehoérige Anzahl der Beine ausrechnet, dann erkennt man,
dass die Aufgabe genau eine Lésung besitzt: Es waren 2 Kaninchen und 3 Huhner.
Auf diese Weise hat man auch sofort eine Probe gemacht.

Darlberhinaus erkennt man, dass die Anzahl der Beine in der betrachteten Reihen-
folge stets um 2 gréRer wird, was sich auch inhaltlich begrinden lasst.

Folglich braucht man im 4. Fall die Anzahl der Beine gar nicht auszurechnen, da sie
mit Sicherheit groRer als 14 sein wird.

Die Aufgabe 8.4) ist analog zur Aufgabe 7.3). Hier geht es um Autos (Kaninchen)
mit 4 Radern (Beinen) und Fahrrader (HUhner) mit 2 Radern (Beinen), von denen
bekannt ist, dass es insgesamt 60 Fahrzeuge (5 Tiere) mit insgesamt 200 Radern
(14 Beinen) sind.

Wenn die Schuler diese Analogie erkannt haben, und wenn man ausdrlcklich ge-
fordert hat, dass alle Lésungen zu ermitteln sind, dann werden viele von ihnen auch
analog vorgehen wollen und systematisch alle méglichen Paare (Anzahl der Autos;
Anzahl der Fahrrader) untersuchen: (1;59), (2;58), (3;57), ..., (58:;2), (59;1) .
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Man beobachte, ob es Schuler gibt, die von sich aus geschickter vorgehen und die
oben gewonnene Erfahrung nutzen, dass es ausreicht, drei gunstig gewahite Falle
zu untersuchen. Dies wirde auf eine hohe Begabungspotenz dieser Schuler hinwei-
sen.

Hierbei ist es nicht nur statthaft sondern sogar geschickt, zunachst "auf gut Gluck"
Zzu probieren und die Losung (40;20) zu erraten.

Fahrzeuge Réder

Als Lésung genugt dann die nebenstehend| 60 =41 +19 |39-4 +21-2 = 198 < 200

angegebene Tabelle mit dem Hinweis, dass| 60 =40 + 20 [40-4 + 20-2 = 200

die Anzahl der Rader jeweils um 2 zunimmt. 60=39+21 [41-4+19-2 =202 > 200

Ferner wird man die Schuler darauf aufmerksam machen, dass diese Aufgabe iiber-
bestimmt ist, d.h. eine Uberflissige Angabe, ndmlich "15 Minuten und 30 Sekun-
den" enthalt., dass dies jedoch der gefundenen Lésung nicht widerspricht.

Es gibt folgenden Typ von Sachaufgaben:
"Zwei Teile a und b betragen zusammen s ; ein Teil ist um d gréRer (kleiner) als
der andere."

In Aufgabe 10.3) kennt man die Summe 40 € . der Preise zweier Bucher und weif,
dass das eine Buchum 5 € billiger ist als das andere.

In Aufgabe 11.3) weil3 man, dass die verkaufte Ware und die nicht verkaufte Ware
zusammen 40 kg wiegt und dass die nicht verkaufte Ware um 8 kg schwerer ist als
die verkaufte.

Auch die Aufgaben 10.2) und 76) gehoren zu diesem Typ, und es bereitet keine
Schwierigkeiten, weitere Einkleidungen zu finden.

Dieser Sachverhalt I&sst sich durch die beiden Gleichungen x +y=s und x=y +d
festhalten.

Da in dieser Klassenstufe ein Ldsen solcher Gleichungssysteme nicht in Frage
kommt, bleibt nur die Mdglichkeit, die Lésung durch systematisches Probieren
oder durch inhaltliches SchlieBen zu ermittein.

Bei Aufgabe 11.3) fUhrt geschicktes Probie- | verkauft | nicht verkauft Differenz
ren zur nebenstehenden Tabelle. 10 40-10= 30(20>8
Die Stichprobe fir v = 10 muss man nicht mit 15 40-15=5 |10>8
auffihren. Natlrlich hatte man auch v = 20 16 40-16= 24| 8
wahlen kénnen und dabei bemerkt, dass diese 17 40-17= 23| 6<8

Stickprobe zu grof gewahlt wurde.

Bei Aufgaben dieses Typs sollte man durch inhaltliches SchlieBen zu einem ele-
ganteren 2. Lésungsweg gelangen.

Folgende Impulse kénnen hilfreich sein:

- Wie grol wéare die Summe der zwei gréBeren Teile? [s +d ]
- Also: Wie groR ist der gréRere Teil ? [(s+d):2=4d]

- Und wie grof ist dann der kleinere Teil? [s-a=b]



Selbstverstandlich werden diese Impulse nur fur konkrete Sachverhalte und mit kon-

kreten Zahlen gestelit.
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Auch bei Aufgabe 12.4) kann man diese beiden Lésungswege beschreiten.

Geschicktes systematisches Pro- | Anzahl | Anzahl | erhaltenes Geld
bieren fuhrt zu der angegebenen "richtig" | "falsch" (in Cent)
Tabelle. 10 10 100-50= 50<80
- Wie viele Cent verliert der Sohn, 11 9 110-45= 65<80
wenn er eine Aufgabe falsch 16st? 12 8 120-40= 80

13 7 130-35= 95> 80

Die richtige Antwort "15 Cent" ist der Tabelle sofort zu entnehmen; die vorschnelle
falsche Antwort "5 Cent" wird durch die Tabelle sofort widerlegt.

- Wie viele Cent hat der Sohn insgesamt verloren? [(200 - 80 =) 120 Cent].
- Also: Wie viele Aufgaben wurden falsch gel6st? [ (120:15 =) 8 Aufgaben ].
- Und wie viele Aufgaben wurden dann richtig gelést? [ (20 - 8) = 12 Aufgaben ].

Weitere Aufgaben, bei denen man beim systematischen Probieren auch Tabellen
einsetzen kann, sind die Aufgaben 32), 60), 64), 72), 89), 90), 95) .

Es ist wenig wahrscheinlich, dass die Schuler eine Lésung der Aufgabe 8.5) beim
unsystemtischen Probieren erraten, und es ist wohl ausgeschlossen, dass sie auf
diese Weise alle L6sungen finden.

Der Lehrer kann die Schiler mit folgendem Trugschluss konfrontieren:

"Wenn die Summe der Zahlen auf jeder Seite des Dreiecks 17 betragen soll, dann
misste die Gesamtsumme 51 betragen. Die Summe der einzutragenden Zahlen von
1 bis 9 betragt aber nur 45, also um 6 weniger. Folglich kann die Aufgabe keine L6-
sung besitzen."

- Wo liegt hier der Denkfehler?
[ Die in den Ecken stehenden Zahlen werden doppelt gezahit.]

- Was lasst sich hieraus folgern?

° Woas lasst sich Uber die drei in den Ecken stehenden Zahlen aussagen?
[ Da fur die Differenz 6 =1 + 2 + 3 gilt, missen es die Zahlen 1, 2, 3 sein.]

- Was lasst sich hieraus weiter folgern?
° Was lasst sich liber die drei Paare von "Seitenzahlen" aussagen?

Wenn man fiur die Seitenzahlen die Bezeichnungen a, b, c, d, e, f einfihrt und fest-
halt, dass als Seitenzahlen nurdie4 ,5,6,7, 8,9 in Frage kommen, dann kann
man durch systematisches Erfassen aller méglichen Fiélle erkennen:

° Wegen 17-(1+2)=14 muss a+b=14 gelten; 14=5+9=6+8.
° Wegen 17-(2+3)=12 muss c+d=12 gelten. 12=4+8=5+7.
° Wegen 17-(1+3)=13 muss e+f =13 gelten; 13=4+9=5+8=6+7.

Eine weitere vollstdndige Fallunterscheidung liefert:
1. Fall: Wenn 14=a+b=5+9, dann12=c+d=4+8und 13=e+f=6+7.
2. Fall :Wenn 14=a+b=6+8, dann12=c+d=5+7und 13=e+f=4+9.
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Wenn man als Ordnungsprinzip "kleinere Zahl vor gréRerer Zahl": erst "von oben
nach unten", dann "von links nach rechts" verwendet, dann erhalt man die beiden
Loésungen, die in der folgenden Abbildung festgehalten sind.

Wenn nach der Anzahl/ von Teilfiguren, die in einer Figur vorhanden sind gefragt
wird, ist es wieder wichtig, sich vorher fur ein Ordnungsprinzip zu entscheiden, das
man anwenden will, um keine der Teilfiguren zu Ubersehen.

Bei Aufgabe 7.4) ist es angemessen, das lexikografische Ordnungsprinzip einzu-
setzen und die gesuchten 10 Dreiecke in der Form ABG, ACD, ..., EGH festzuhalten.

Bei Aufgabe 9.4) scheint es nahe zu liegen, ebenfalls das lexikografische Ord-
nungsprinzip zu verwenden.

Dies erweist sich jedoch als ungeschickt. Hier ist es gunstiger, als Ordnungsprinzip
die Anzahl der Dreiecke zu wahlen, die die gesuchten Vierecke enthalten, also z.B.
erst alle Vierecke mit dem Eckpunkt D, die aus 3 Dreiecken bestehen, dann alle sol-
che Vierecke, die nur aus 2 Dreiecken bestehen. Eine weitere Méglichkeit gibt es
nicht.

Ferner kann man hier die vorhandene Spiegelsymmetrie beim geschickten Zahlen
ausnutzen.

Bei Aufgabe 10.4) wird nach der Anzahl der vorhandenen Vierecke gefragt. Wenn
man erst einmal erkannt hat, dass es auler nicht zusammengesetzten
"Grundvierecken" (die leicht zu erkennen sind) auch Vierecke gibt, die aus mehreren
solchen Grundvierecken zusammengesetzt sind, dann ist damit ein brauchbares
Ordnungsprinzip gefunden.

- Welche Arten zusammengesetzter Vierecke gibt es; wie viele sind es jeweils?
[ 2 Vierecke aus zwei "Grundvierecken"; 1 Viereck aus drei "Grundvierecken". |

Aufgabe 11.4) ist wegen der Staffelung in einen leichten Teil a), einen mittelschwe-
ren Teil b) und einen sehr schweren Teil c) besonders gut geeignet.

Hier sollte man zu Beginn reichlich Zeit fur das selbstindige Arbeiten einplanen.
Wenn ein Schuler die erste der Teilaufgaben gelést zu haben glaubt, darf er die
ermittelte Anzahl nennen und dann die nachste Teilaufgabe in Angriff nehmen. Der
Lehrer notiert kommentarlos die genannten Anzahlen, auch die fehlerhaften.

Wenn ein zweiter Schuler diese Teilaufgabe gelést hat, darf er sich dem an der Ta-
fel stehenden "Angebot" anschlieen oder ein "Gegenangebot" machen, das eben-
falls kommentarlos notiert wird.

Erst wenn zu Teil c) mehrere verschiedene (und damit auch falsche) Anzahlen von
Vierecken genannt und notiert wurden, sollte man mit der gemeinsamen Arbeit be-
ginnen.
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Folgende Impulse kénnen beim Lésen der Aufgabe 11.4a) hilfreich sein:

- Welches Ordnungsprinzip wollen wir beim Abzahlen der Quadrate verwenden?
[ Der GréRe nach ordnen; "Grundquadrat" vor zusammengesetzten Quadraten.]

° Wie viele Sorten von Quadraten gibt es?
[ 3 Sorten; groRes Ausgangsquadrat nicht vergessen! ]

- Wie viele Quadrate gibt es von jeder Sorte, wie viele insgesamt? [4+1+1=6]

Beim Ermitteln der Anzahl der vorhandenen Dreiecke in Aufgabe 11.4b) wird man
dieselben Impulse einsetzen und feststellen, dass es hier vier Sorten von verschie-
denen groRen Dreiecken gibt und dass insgesamt (8 + 4 + 4 + 4 =) 20 Dreiecke
vorkommen.

Zusatzlich kann man fragen:

- Was kdénnen wir bei dieser Aufgabe fur ein geschicktes Zahlen ausnutzen?
['Symmetrie" bezuglich der Diagonalen.]

An der Wandtafel werden die unten links angegebenen Figuren festgehalten.

Wenn es Schuler gibt, die die Aufgabe 11.4c) selbsténdig und richtig I6sen, dann
weist dies auf eine hohe Begabungspotenz hin.

Als 1. Ordnungsprinzip bietet sich die Einteilung der Vierecksarten in folgender
Reihenfolge an: Quadrate, Rechtecke, Trapeze, allgemeine Vierecke.

Als 2. Ordnungsprinzip wird man die unterschiedlichen GréBen der vorkommenden
Vierecksarten wahlen und erkennen lassen, dass nur die Quadrate und die Trapeze
in unterschiedlicher GréRe vorkommen.

Fur die Gesamtanzahl der vorkommenden Vierecke gilt dann:
4+1+1)+4+(8+8+4)+8=6+4+20+8=38

An der Wandtafel wird man folgende rechts stehende Figuren festhalten:

Bei der recht schwierigen Aufgabe 13.6a) kénnen die Schuler nachweisen, wie gut
sie das systematische Ermitteln aller Méglichkeiten bereits beherrschen.

Hier geht es letztlich darum, alle Méglichkeiten zu finden, wie man eine Zahl als
Summe der (beliebig oft vorkommenden) Zahlen 1 oder 2 darstellen kann.

Es bietet sich das folgende Ordnungsprinzip an:

Man verwende zundchst méglichst oft den Summanden 1 und ordne (wenn sowohl
die 1 als auch die 2 als Summanden vorkommen) die Summanden lexikografisch.
Die so erhaltenen Resultate kann man wie folgt in einer Tabelle Ubersichtlich fest-
halten:

Darstellungen als Summen Anzahl der Méglichkeiten
4= 1+1+1+1 =1+1+2 =242 1+3+1=5
= 1+2+1
=2+1+1
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5= 1+1+1+1+1  =1+1+142 = 14242 1+4+3=8
=1+142+1  =2+1+42
=1+42+1+1  =2+2+1
= 2+1+1+1

6 :[(111.14,1=] (11112} | {222} | 1+5+6+1=13

Bei der 6 wurde bewusst auf die Darstellung der Summen verzichtet. Die Schuler
sollen erkennen, dass es genugt, die Anzahlen der verschiedenen Anordnungen der
Zahlen 1 und 2 zu ermitteln.

Die Aufgabe 13.6a) ist eine Hilfsaufgabe fir die Aufgabe 13.6b). Die durch die er-
mittelten Zahlen ergénzte Tabelle aus dem Aufgabentext sieht wie folgt aus:

Geldbetragin € |1 12 [3[4[5]|6]|7|8]9]10
Anzahl der Darstellungen] 1 | 2 | 3 | 5| 8 |13

Die zu entdeckende GesetzmiBigkeit lautet. Ab der "3" ist jede Zahl gleich der
Summe ihrer beiden Vorganger.

Hiernach mussen in die noch leeren Felder der Tabelle die Zahlen 21, 34, 55 und
89 eingetragen werden.

Wenn die vermutete GesetzmaRigkeit tatsachlich gilt, dann gibt es fur 10 DM genau
89 verschiedene Darstellungen als Summe von1 € - und2 € -Mulnzen.

Die Aufgaben 16.7) und 104), bei denen das systematische Probieren ebenfalls
eine wichtige Rolle spielt, werden im Abschnitt 5.5. (Vorwartsarbeiten) bzw. 5.6.
(Ruckwartsarbeiten) noch besprochen.

Wenn ein Schuler bei der recht schwierigen Aufgabe 8.7) selbsténdig zur Lésung
gelangt, dann deutet dies auf hohe Begabungspotenzen hin.

In Abschnitt 5.1 wurde bereits gezeigt, wie man nach dem Einfiihren giinstiger Be-
zeichnungen diese Aufgabe in die Sprache der Gleichungen iibersetzen kann.
Bezeichnet man die Anzahl der Kihe mit k und die Anzahl der Ziegen mit z , dann
gilt nach Aufgabenstellung 3-k +4:z=108 und 7k +6-z=212 .

1. Lésungsweg durch systematisches Probieren:

Diese Aufgabe sollte man nur solchen Schulern stellen, die bereits gelernt haben,
geschickt zu probieren.

Es liegt nahe, mit dem besonders einfachen k = 10 zu beginnen. Dabei merkt man,
dass dies keine Lésung liefern kann, weil 4-z = 78 im Bereich der naturlichen Zahlen
keine Lésung besitzt.

Folgende Impulse kénnen nutzlich sein:

- Mit welcher Zahl k soll man das Probieren fortsetzen?
[ Mit k =12, weil es unwahrscheinlich ist, dass fur k = 11 die Zahl 4-z durch 4
teilbar ist.]

- Mit welcher Zahl k soll man nun das Probieren fortsetzen?
[ Wenn fur k = 10 und fUr k = 11 kein ganzahliges z existiert, wohl aber zu k =12,
dann durfte fur k = 13, 14, 15 wieder kein ganzzahliges z existieren, wohl aber fur
k = 16, dann wieder fur k=20 und firk = 24 ]

Die Resultate dieses systematischen und geschickten Probierens werden in der
folgenden Tabelle festgehalten:
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k |3k|4z| z |7k]|62]| 7k + 62
10 | 30 | 78 |KL. | — | — | |
12|36 | 72|18 | 84 | 108 192[< 212
16 | 48 | 60 | 15 [112] 90 202|< 212
20 | 60 | 48 | 12 [140| 72 212

24 |72 |36 | 9 |168] 54 222|> 212

Damit ist gezeigt, dass nur fir k=20 und z =12 beide Gleichungen erflllt sind.
- Antwortsatz! [ Eine Kuh kostete 20 Taler, eine Ziege kostete 12 Taler. ]

- Welche GesetzméBigkeiten kann man in den Spalten entdecken?
[ Wenn k um 4 wachst, dann wachst 3-k um 12, dann nimmt 4-z um 12 ab,
dann nimmt 7-k um 28 zu, dann nimmt 6-z um 18 ab und es nimmt (7-k + 6-2)

um 10 zu.]

- Probe! [ Die ist der Tabelle zu entnehmen: 3 Kuhe und 4 Ziegen kosten (60+48 =)

108 Taler; 7 Kuhe und 6 Ziegen kosten (140 + 72 =) 212 Taler.

Einen 2. Lésungsweg.und einen 3. Lésungsweg werden wir im Abschnitt 5.5. be-

handeln.
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55.Vorwartsarbeiten und Folgern aus Bedingungen

Beim Darstellen einer Lésung muss man stets vom Sfart (den gegebenen GréBen
oder Bedingungen) ausgehen und schrittweise Uber 7ejlziele das Zie/ (das Gesuch-
te) erreichen, wobei jeder Schritt zu begriinden ist. Dieses Vorgehen entspricht dem
Vorwértsarbeiten.

Bei leichten Aufgaben kann man auf diese Weise auch den Ldsungsweg finden.

Die Aufgabe 3.3) kann fir das Einfihren in das Vorwdrtsarbeiten, verbunden mit
dem Einsatz einer Tabelle verwendet werden.

- Was ist gegeben? Was ist gesucht?
[ Die beiden Uhrzeiten und die "Leerfelder" fiir die beiden gesuchten GréRen
werden in der Tabelle festgehalten.]

- Was lasst sich aus dem Gegebenen unmittelbar berechnen? Begriinde!
° Wann ware Markus in der Schule?
[ 5 Minuten vor Unterrichtsbeginn, also um 7.55 ]

- Was lasst sich nun unmittelbar berechnen? Begriinde!
° Beachte, dass Markus um 7.45 Uhr die halbe Strecke zuriickgelegt hat!
[ Da er von 7.45 bis 7.55 genau 10 Minuten gefahren ist und da er stets mit
gleichem Tempo fahrt, braucht er fur die ganze Strecke 20 Minuten .]

- Was lasst sich nun unmittelbar berechnen? Begriinde!
[ Wenn er 20 Minuten gefahren ist und um 7.565 Uhr angekommen ist, dann ist er
um 7.35 Uhr abgefahren.]

- Antwortsatz!

Ldsungsweg und Resultatlassen sich wie angegeben in der Tabelle festhalten.

Die Angaben, in welcher Reihenfolge die Teilresultate erhalten wurden, sind nur fir
den Lehrer bestimmt.

Bei leistungsstarken Schiilern, die diese Aufgabe "im Kopf"' lI6sen, wird man auf die
Tabelle verzichten. Dafiir wird man verstéarkt auf exakte und vollstandige Begriin-
dungen achten.

Uhrzeit Fahrzeit Uhrzeit Fahrzeit
—— C735 T
10 min @
7.45 7.45
10 min @
7.55 ()
8.00 8.00
L 1]

Auch beim Losen leichter Aufgaben, wo man beim Vorwartsarbeiten bereits nach
dem ersten Schritt das Ziel erreicht - wie dies z.B. bei den Aufgaben 40) und 41)
der Fall ist - solite man den angegebenen Hauptimpuls verwenden. Die Schiiler sol-
len sich an diese Frage gewdhnen und sie schliefllich selbst stellen.

Bei vielen Aufgaben ist mehr als ein Schritt nétig, d.h. es muss mindestens ein 7ei/l-
ziel erreicht werden. Dies ist z.B. bei den Aufgaben 1.3), 2.3), 4.2), 7.2), 8.2), 9.2),
13.4), 14.4) und 14.6) der Fall.
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Eine Aufgabe wird schwieriger, wenn mehrere Grofen / Bedingungen gegeben sind
und wenn nicht von vornherein klar ist, mit welcher man gunstigerweise beginnen
soll bzw. in welcher Reihenfolge sie benétigt werden. In solchen Féllen ist folgender
Impuls nitzlich:

- Mit welcher Gréfie / Bedingung soll man gunstigerweise beginnen?
° Untersuche, aus welcher Gréf3e / Bedingung sich etwas unmittelbar berechnen
/ folgern lasst!

- Welche GréfRe / Bedingung wird man als nachstes verwenden?

Bei Aufgabe 9.3) muss man mit Bedingung (e) beginnen und die gegebenen Bedin-
gungen in umgekehrter Reihenfolge verwenden.

Die Lésung sollte wie folgt (mundlich oder schriftlich) dargestellt werden:
Wegen (e) gilt E=2+6+7=15.
Wegen (d) giltdann D=15:5=3.
Wegen (c) giltdann C=15-3=2.
Wegen (b) giltdann B=3-12=36.
Wegen (a) giltdann A=36-12=24
Probe: A+C+E=24+12+15=51,
B+C+E=36+12+3=51.

Schwieriger ist die Aufgabe 16.6), weil hier nicht sofort zu erkennen ist, mit welcher
Bedingung man beginnen sollte und in welcher Reihenfolge die Bedingungen zu
verwenden sind.

Hier muss man mit der Bedingung B + B = B - B beginnen, weil man nur aus ihr et-
was Brauchbares ableiten kann. Man ist auf eine Hilfsaufgabe gestolen, die we-
gen B >0 nurdie Lésung B =2 besitzt.

Die Reihenfolge, in der die restlichen Bedingungen zu verwenden sind, liegt bei die-
ser Aufgabe eindeutig fest.

Die Losung nebst Lésungsweg kann wie folgt festgehalten werden.

o @

E-L-K=B (4): 40-K=2 K=3

K: N=B (5): 38:N=2 N=1

B+B=B- B |(1): B=2

3-L-E=B (3): 12-E=2 E=1

8- B: L=2-B|(@): 16:L=4 L=4
K+N-0O+B-E+L-N-=17 (6): 6:38+19-0 +2-10+4-19=17

34-0=17 0=1

Leichter sind die analogen Aufgaben 58) und 59).

In Aufgabe 103) sind die Zahlen von 1 bis 12 in eine Sternfigur so einzutragen,
dass die Summe von je vier Zahlen, die auf derselben Linie stehen, stets gleich ist.
Die sieben Zahlen 1, 3, 4, 5, 6, 8, 9 sind bereits eingetragen, die restlichen funf
Zahlen sind mit A, B, C, D, E bezeichnet und sind zu ermitteln.

FUr den ersten Schritt beim Vorwiértsarbeiten gibt es hier 2 Mdéglichkeiten: Entwe-
der man berechnet die "Liniensumme" (3 + 8 + 6 + 9 =) 26, oder man halt fest, dass
fur die gesuchten Zahlen nur 2, 7, 11, 12, 13 in Frage kommen. Beide Erkenntnisse
werden benétigt.

o

~
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Im dritten Schritt kann man wegen 9 + D + 5 + 1 = 26 berechnen, dass D = 11 gel-
ten muss, ohne die zweitgenannte Erkenntnis zu benétigen, die sich jetzt verschér-
fen lasst:

(*) Fur A, B, C, E kommen nur noch 2, 7, 10 oder 12 in Frage.

Ohne die zweitgenannte Erkenntnis kommt man nun nicht mehr weiter. Die aus der
Bedingung fur die "Liniensumme" folgenden vier Gleichungen C+E =9, B+ E =
17, A+ B =22 und A+ C =14 legen die vier gesuchten Zahlen nicht eindeutig
fest, weil diese Gleichungen voneinander abhangig sind.

Mit Hilfe von (*) kann man dagegen durch systematisches Probieren recht leicht
erkennen, dass A=12, B=10, C=2und E =7 gelten muss.

Sehr schwierig ist die Aufgabe 14.7), wo in den drei Teilaufgaben die Leerfelder der
folgenden Tabelle zu fullen sind:

X y z X +y-Z 3x+(y+2) 3X-(y+2)
a) 5 25 11
b) 8 ] 25
c) 12 12

Aufgabe 14.7a): Im ersten Schritt muss man von von den Zahlen in der 5. und der 6.
Spalte ausgehen.
- Vergleiche die Ausdricke im Spalteneingang der 5. und der 6. Spalte!

Was kannst du daraus schlieRen?

° Vergleiche 3x+(y+2z), 3x und 3x-(y+2z)![3xliegt "genau in der Mitte"]

: WiegroRistalso 3-x?[3x=18, also x=6]

Dieses Resultat wird in die Tabelle eingetragen. Die "('" halt fest, dass dieses Re-
sultat im 1. Schritt erreicht wurde.
Im 2. Schritt verwendet man am gunstigsten die 5. Spalte. Wegen 36 +5 +z =25
giltz=2.
Der Rest ist einfach. Der Losungsweg und das Resultat sind in der folgenden Ta-
belle festgehalten:

X y z X+y-Z| 3x+(y+2) 3x-(y+z) |y+z | y-z
a)|] 6m| 5 20 9 ® 25 11
b) 8 1@ 0@ 9 25 23 @A 1M 106
c)] 4®] o 0@ 4 ¥ 12 12 om

Bei Aufgabe 14.7b) muss man von den Zahlen in der 1. und der 5. Spalte ausge-
hen. Man erhélt wegen 3-8 + (y + z) = 25 zuné&chst die HilfsgréBe (y +z) =1
Hieraus erhalt man im 2.Schritt in der 6. Spalte 3-8-1=23.

Im 3. Schritt muss man von den Zahlen in der 1.Spalte und die 4. Spalte ausgehen.
Da 8+ (y-z)=9geltensoll, muss y-z=1 gelten.

Aus y+z=1und y-z=1 folgtdann y=1 und z=0.

Bei Aufgabe 14.7c) muss man offensichtlich von den ( einzig vorhandenen) Zahlen
in der 5. und 6. Spalte ausgehen.

Da sie einander gleich sind, muss y + z =0 gelten und daher auch x=y=0.
Folglich muss 3:x =12 und damit x =4 gelten.
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Wesentlich leichter sind die analogen Aufgaben 11.2), 12.2), 13.2), 14.2), 15.2),
und 16.2) .

Die sehr schwierige Aufgabe 16.7) kann man nur mit Schilern behandeln, die (Uber
den Unterrichtsstoff hinausgehend) bereits mit vierstelligen Zahlen umgehen kén-
nen. Es werden vierstellige Zahlen gesucht, die folgende Bedingungen erflllen:

(a) Keine zwei der vier Ziffern sind gleich.

(b) Der Unterschied zwischen der Zehnerziffer Z und der Hunderterziffer H soll 3
betragen.

(c) Der Unterschied zwischen der Hunderterziffer H und der Tausenderziffer T soll
4 betragen.

Was lasst sich aus den gegebenen Bedingungen unmittelbar folgern?
[ (b*) Z-H=3 oder H-Z2=3 )
(c*) H-T=4 oder T-H=4]
(a*) Z, H, T und die Einerstelle E sind alle voneinander verschieden.]
- Mit welcher Bedingung soll man gunstigerweise beginnen?
° Bei welcher Bedingung muss man die wenigsten Félle untersuchen?
[Es gibt weniger Paare (T;H) mit der Differenz 4 als Paare (H;Z) mit der
Differenz 3]

- Ermittle systematisch alle Paare (T;H), die die Bedingung (c*) erfullen!
Wie viele Paare sind das?
[ 11Paare: 15, 26, 37, 40, 48, 51, 59, 68, 73, 84, 95 . |

- Ermittle systematisch alle Tripel (T;H;Z), die auch die Bedingung (b*) erflllen!
Wie viele Tripel sind das?
[ 16 Tripel: 152. 158; 263, 269; 374, 403; 485; 514, 596; 625; 730, 736, 841, 843;

952, 958. ]

- Wie viele Einerziffern E kann man zu jedem Tripel (T;H;Z) hinzufugen, so dass
auch die Bedingung (a*) erfullt ist?
[ 7 Ziffern, da die drei fur T, H, Z verwendeten Ziffern nicht verwendet werden
durfen.]

- Wie viele vierstellige Zahlen gibt es daher, die die Bedingungen (a), (b), (c)
erfullen?
[ Wenn man zu jedem der 16 méglichen Tripel (T;H;Z) jeweils 7 Einerziffern
hinzufugen kann, dann gibt es insgesamt (16-7 =) 112 vierstellige Zahlen, die die
gegebenen Bedingungen erfullen.]

Von hohem Schwierigkeitsgrad ist auch die Aufgabe 3.7). Hier ist es gunstig, eine
Fallunterscheidung durchzufihren:

1. Fall:

In der linken Hand sind eine ungerade Anzahl u von Kugeln, in der rechten Hand ei-
ne gerade Anzahl g von Kugeln.

Dann ist 4-u gerade und 5-g gerade und folglich 4-u + 5-g eine gerade Zahl.

2. Fall:

In der linken Hand sind eine gerade Anzahl g von Kugeln, in der rechten Hand eine
ungerade Anzahl u von Kugeln.

Dann ist 4-g gerade und 5-u ungerade und folglich 4-u + 5-g eine ungerade Zahl.

Hieraus folgt die L6sung der Aufgabe 3.7a):
Wenn die genannte Summe gerade ist, dann ist in der linken Hand die ungerade
Anzahl von Kugeln.
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Wenn die genannte Summe ungerade ist, dann ist in der linken Hand die gerade
Anzahl von Kugeln.

Die Aufgabe 3.7b) lasst sich durch Vorwirtsarbeiten und systematisches Probie-
ren lésen.

Wenn die (gerade) Summe 60 genannt wird, dann weill man, dass sich in der linken
Hand eine ungerade Anzahl von Kugeln und in der rechten Hand eine gerade An-
zahl von Kugeln befindet.

Folglich muss 4-u + 5-g =60 gelten.

In der folgenden Tabelle werden alle méglichen Félle erfasst und gepruft, in wel-
chen Féllen die Summe 60 entstehen kann.

linke Hand 4-u (4,12, 20, 28, 36, 44, 52, 60, ...
rechte Hand [5-g |10, 20, 30, 40, 50, 60, ...

Dies kann nur fur 4-u =20 und 5-g =40. alsofur u=5 imd g = 8 eintreten.
Folglich hatte Frank in der linken Hand 5 Kugeln und in der rechten Hand 8 Ku-
geln.

Probe: 4-5 =20 und 5-8 =40 und 20 + 40 =60 .

Auf die recht schwierige Aufgabe 8.7) sind wir bereits in den Abschnitten 5.1. und
5.4. eingegangen.
Wenn man die Anzahl der Kihe mit k und die Anzahl der Ziegen mit z bezeichnet,
dann kann man die gegebenen Bedingungen in die Sprache der Gleichungen
libersetzen:

3k +4-z=108

7k +6-z=212
Wer das Umformen von Gleichungen beherrscht, kann diese Aufgabe leicht I6sen.
Es wére jedoch wenig sinnvoll, Schilern der Klasse 3 bereits diese Technik beibrin-
gen zu wollen, selbst wenn dies bei begabten Schulern nicht schwer fallen wirde.
Die heuristischen Potenzen dieser Aufgabe liegen vielmehr darin, dass man hier so-
wohl das Einfiihren giinstiger Bezeichnungen als auch das systematische Pro-
bieren und das inhaltliche Lésen durch Folgern aus den gegebenen Bedingun-
gen Uben kann.
Auch hierbei dienen die Gleichungen nur einem verklrzten Festhalten der in der
Wortsprache durchgefuhrten Folgerungen.

2. Lésungsweg:
- Was lasst sich aus den gegebenen Bedingungen unmittelbar folgern? Begrinde!

° Woas kosten 10 Kihe und 10 Ziegen zusammen?
[(108 +212=)320 Taler; 3+7=4+6=10]
- Was lasst sich nun unmittelbar folgern? Begrinde!

° Was kosten 1 Kuh und 1 Ziege zusammen? [ (320 : 10 =) 32 Taler.]
° Was kosten 3 Kuhe und 3 Ziegen zusammen? [ (3-32 =) 96 Taler.]
° Was kostet eine Ziege?

Beachte, dass 3 Kihe und 4 Ziegen 108 Taler kosten!
[(108 - 96 =) 12 Taler.]

° Woas kostet eine Kuh?
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Beachte, dass 1 Kuh und 1 Ziege 32 Taler kosten! [ (32 - 12 =) 20 Taler.]
- Probe! Antwortsatz!

Dabei kann der Lehrer diese inhaltlichen Schitsse in Form von Gleichungen an der
Wandtafel festhalten.

Analog kann man zu einem etwas umsténdlicheren 3. Lésungsweg gelangen, der
in Form von Gleichungen folgendermalen festgehalten werden kann:

Gegeben: (1) 3k+4z= 108
also (2) 9k+12-z= 324
Gegeben: (3) 7k +6-z= 212
also (4) 14k+12-z= 424

Vergleich von (2) und (4); also (5) 5k= 424 - 324
also (6) k =20
also (7) 3k= 60
Vergleich von (1) und (7); also (8) 4-z= 108 - 60
also (9) z= 12

In Abschnitt 5.1. hatten wir gezeigt, wie sich die Aufgabe 15.7) in die Sprache der
Gleichungen Ubersetzen |asst.

Die Ausgangssituation der im Gleichgewicht befindlichen Waage, auf deren linker
Waagschale sich 5 leere und auf deren rechter Waagschale sich 2 volle Flaschen
befinden, lasst sich durch die Gleichung 5+ = 2-v festhalten.

Die in Teilaufgabe a) beschriebene Situation lasst sich dann durch die Gleichung
31+ 2-v =7 + 2-v festhalten, woraus offensichtlich ? =3 folgt.
Also muss Britta 3 leere Flaschen auf die rechte Waagschale stellen.

In Teilaufgabe b) ist zu entscheiden, ob 2:| + 2-v < 4:| + 1-v oder 2+ + 2-v > 4| +
1-v gilt.

Nun kénnen die Schuler erkennen, welche Vorteile diese abkurzende und tbersicht-
liche Sprache der Gleichungen bietet.

Nimmt man auf beiden Seiten 2 leere und 1 volle Flasche weg, dann ist zu entschei-
den, ob v < 2+ oder v > 2+ gilt.

Ein Vergleich mit der Ausgangssituation 2-v = 5| zeigt, dass v < 2: und damit
auch 2| + 2-v < 4| + 1-v gelten muss.

Also neigt sich die linke Waagschale nach unten.

Die Teilaufgabe c) lasst sich analog |16sen.
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56. Rickwartsarbeiten und "Von rickwarts her
rechnen”

Das Riickwiirtsarbeiten wird durch folgende Impulse charakterisiert:
- Betrachte das Gesuchte! Woraus lie3e es sich unmittelbar berechnen? Begrinde!

Diese Strategie wird in héheren Klassenstufen eine sehr wichtige Rolle spielen.
In Klasse 3 |asst sie sich bisweilen beim Suchen nach einem Ldsungsweg einsetzen.

Bei Aufgabe 9.5) ist eine Ankunftszeit zu ermitteln.

- Woraus liefle sich die gesuchte Ankunftszeit unmittelbar berechnen?
[ Aus der Gesamtzeit, die seit der Abfahrt vergangen ist; Addition zur Abfahrtzeit.]

- Woraus lief3e sich diese Gesamtzeit berechnen? Begrinde!
[ Aus der Fahrzeit und der Pausenzeit; Addition dieser Zeiten.]

- Wie laft sich die Pausenzeit aus dem Gegebenen ermittein?
[ Addition von gegebenen Zeiten.]

- Wie lasst sich die Fahrzeit aus dem Gegebenen berechnen?

° Was ist noch gegeben und nicht verwendet worden?
[ Die Durchschnittsgeschwindigkeit.]
Der so gewonnene Losungsplan ist in der linken Tabelle, Resultat und Lo-
sungsweg sind in der rechten Tabelle festgehalten. Einige Nebenrechnungen
wurden ebenfalls in den betreffenden Zeilen festgehalten.

Abfahrt 14.35 Uhr Abfahrt 14.35 Uhr
Ankunft |:| 35 min+55min=1h20min Ankunft 23.20 Uhr
Pausenzeit 315 min + 40 min = 85 min Pausenzeit |1 h 25 min
Fahrzeit 85 min=1h 25 min Fahrzeit 7 h 30 min
Gesamtzeit Gesamtzeit |8 h 55 min
Weg Zeit Weg Zeit
100 km 1 Stunde 100 km 1 Stunde
750 km ? Stunden 750 km 7 %Stunden

Das "Von riickwiérts her rechnen” darf mit dem Rickwértsarbeiten nicht verwech-
selt werden. Hier geht es nicht um das Suchen nach hinreichenden Teilzielen, spe-
ziell von HilfsgréRen, sondern es wird ein gegebener Rechenweg umgekehrt durch-
laufen, wobei man jeweils die "entgegengesetzte" Rechenoperation anwendet.

Bei solchen Aufgaben solite man stets eine Probe verlangen.

Bei Aufgabe 8.6) muss man zunéchst in einer Nebenrechnung (mundlich) "die
Halfte der Differenz aus der gréten dreistelligen und der gréfdten zweistelligen
Zahl" berechnen, also (999 - 99):2 = 450.

Die Rechnung lautet dann:
182:7 =26; 26 + 33 =59; 59-9 =531, 531-450=281; 81-4 = 324.

Die gedachte Zahl lautet 324 .
Probe: 324:4 =81; 81+ 450 =531, 531:9=59; 59 -33 =26, 26-7 =182 .
Analog lassen sich die leichteren Aufgaben 4.6), und 6.6) I6sen.
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57. Das Entdecken von GesetzmédRBigkeiten

FUr das Entdecken von GesetzméaRigkeiten bedarf es einer gewissen "Findigkeit".
Einschlagige Aufgaben gestatten es daher besonders gut, Ruckschllsse auf vor-
handene Begabungspotenzen bei den Schulern zu ziehen.

Ab Klasse 6 kann man von Schulern verlangen, vermutete GesetzmaRigkeiten auch
zu beweisen. Fur Grundschuler kommt dies natUrlich nicht in Frage. Sie sollten al-
lerdings erfahren, dass derartige Vermutungen auch falsch sein kénnen.

Folgende Impulse kénnen bei derartigen Aufgaben eingesetzt werden:

- Suche nach einer Gesetzmafigkeit!
- Uberprufe deine Vermutung anhand (mindestens) eines weiteren Beispiels!

In den Aufgaben 2.4), 5.2) und 14.3) geht es um das Entdecken des Bildungsge-
setzes einer Zahlenfolge.

Hierbei sollte man niemals nur nach einer einzigen Zahl fragen und man sollte auch
stets ein letztes Glied der Zahlenfolge angeben, das es gestattet, die vermutete Ge-
setzmaBigkeit nochmals zu Uberprifen.

Da jeder Lehrer sehr leicht solche Aufgaben selbst bilden kann, haben wir darauf
verzichtet, weitere solche Aufgaben in die Aufgabensammlung aufzunehmen.

In den Aufgaben 1.5), 2.5) und 13.5) sind Bildungsgesetze fiir (linear oder qua-
dratisch) angeordnete Figurenfolgen zu entdecken.

Eine Uberprifung der Vermutung anhand eines weiteren Beispiels ist hier allerdings
nicht méglich.

In der Aufgabe 10.7) wird eine Folge von Figuren betrachtet, die aus kleinen Drei-
ecken zusammengesetzt sind. Die Schuler sollen GesetzméRigkeiten entdecken, die
es gestatten, jeweils die Anzahl dieser Dreiecke zu berechnen.

Zum gunstigsten Lésungsweg fuhren folgende Impulse:
- Wie viele kleine Dreiecke kommen beim Ubergang zur nachsten Figur jeweils dazu?

° Welche Zahlen muss man addieren, um die Anzahl der kleinen Dreiecke zu
erhalten, aus denen die nachste Figur besteht?

- Wie kénnte man die Gesamtanzahl der kleinen Dreiecke, aus denen eine solche
Figur besteht, sehr rasch berechnen, ohne die Anzahl von kieinen Dreiecken zu
kennen, aus denen die vorangegangene Figur besteht?

¢ Welche gemeinsame Eigenschaft haben diese Anzahlen?

Esgilt x=1+3=4;, y=4+5=9; z=9+7=16.

Man muss zur Anzahl der jeweils schon vorhandenen Dreiecke 3, 5, 7, ..., d.h. die
nachst gréfere ungerade Zahl addieren.

Vermutung: Die Gesamtanzahl der kleinen Dreiecke ist stets eine Quadratzahl, also
musste das vierte grofe Dreieck 25, das funfte groRe Dreieck 36 kleine Dreiecke
enthalten, usw.

Eine weitere GesetzméBigkeit kann man entdecken, wenn man die Summen aus-
fGhrlich hinschreibt: 1 +3+5=9;1+3+5+7=16;

Vermutung: Jede solche Summe aus ungeraden Zahlen ist eine Quadratzahl.

Die Uberpriifung der Vermutung anhand weiterer Beispiele erhartet diese Vermu-
tung (beweist sie aber nicht).
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Auch hier sollte man die Schuler zunachst selbstédndig nach den hier vorkommen-
den Gesetzmafigkeiten suchen lassen und nicht etwa sofort den oben angegebe-
nen Lésungsweg ansteuern.

Andere Impulse kénnen die Aufmerksamkeit in eine andere Richtung lenken und
damit zu weiteren GesetzméBigkeiten fihren, z.B:

° Jede Zeile hat ein schwarzes und ein weiles Dreieck mehr als die vorhergehende.

° Die Anzahl der weif3en Dreiecke einer Figur ist gleich der Anzahl der schwarzen
Dreiecke in der néchsten Figur.

° Die Anzahl der schwarzen Dreiecke in den Figuren betragt 1, 3, 6, 10, ...
° Die Anzahl der weilen Dreiecke in den Figuren betragt 3, 6, 10, 15, ...

° Man erhalt jeweils das nachste Glied dieser Folge, wenn man 2, 3, 4, ... addiert.
Ferner sollte man auf die Analogie zu den Aufgaben aufmerksam machen, bei de-
nen das Bildungsgesetz einer Zahlenfolge zu finden war.

Bei der Aufgabe 12.7) soliten die Schuler die Analogie zur Aufgabe 10.7) erken-
nen.

Analoges Vorgehen kann zur Erkenntnis fuhren, dass man beim Ubergang zum
nachsten Muster jeweils ein entsprechendes Vielfaches von 4 addieren muss.

Sollte ein Schuler selbsténdig versuchen, einen Zusammenhang mit den in Aufgabe
10.7) vorkommenden Quadratzahlen herzustellen und dabei entdecken, dass die
Zahlen unserer Folge Summen von Quadratzahlen sind, dann deutet dies auf hohe
Begabungspotenzen hin.

In der Regel wird wohl der Lehrer die Schuler auffordern mussen, nach einem sol-
chen Zusammenhang zu suchen.

Der so entdeckte 2. Lésungsweg hat den Vorteil, dass man mit weitaus geringerem
Rechenaufwand ans Ziel kommt.

Resultat und beide Lésungswege lassen sich wie folgt Ubersichtlich in folgender Ta-
belle an der Wandtafel festhalten:

Anzahl der Kreuze Anzahl der Kreuze

a) 1. Muster 1=1 1=1

2. Muster 5=1+4 5=4+1

3. Muster 13=5+8 13=9+4

4. Muster 25= 13+12 25=16+9

5. Muster 41 = 25+16 41 = 25+16
b) 6. Muster 41 +20= 61 25+36 = 61
c) 7. Muster 61+24= 85 .. +49=

8. Muster 85+28= 113 .. +64=

9. Muster 113+ 32 = 145 .. +81=

10. Muster 145 + 36 = 181 81 +100= 181

In der Aufgabe 99) werden die Schuler zunéchst aufgefordert drei Glieder einer
Zahlenfolge nach einer gegebenen Vorschrift auszurechnen und in eine Tabelle ein-
zutragen. Sie werden darauf aufmerksam gemacht, dass es dabei etwas Besonderes
zu entdecken gibt.

Dies fuhrt zunachst zu folgendem Resultat:
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Zahl gréfRte Zahl kleinste Zahl Differenz

182 821 128 821 - 128 = 693
693 963 369 963 - 369 = 594
594 954 459 954 - 459 = 495
495 954 459 954 - 459 = 495
495 954 459 954 - 459 = 495

Vermutlich dirften einige Schiler bemerken, dass man bereits nach der 4. Zeile
héatte abbrechen kénnen, weil bereits da klar war, dass alle weiteren Zahlen unserer
"Zahlenkette" 495 lauten.

Die mit 768 beginnende Zahlenkette lautet 768, 198, 792, 693, 594, 495 ] . Dabei
wird durch " ] " festgehalten, dass sich ab hier die Zahl 495 wiederholt.

Durch das Betrachten weiterer Zahlenketten, die mit einer dreistelligen Zahl begin-
nen, bei der nicht alle drei Ziffern gleich sind, kommen die Schiler zu der Vermu-
tung, dass alle derartige Ketten zu der Zahl 495 fiihren. (Falls eine zweistellige Zahl
als Differenz auftritt, dann wéahle man die 0 als Hunderterziffer.)

Weitere Vermutungen tber die als Differenzen auftretenden Zahlen lauten:
° Die Zehnerziffer ist immer eine 9.
° Die Summe aus der Hunderter- und der Einerziffer ist ebenfalls stets eine 9.

Nun kann man die Schiller auffordern, sysfematisch alle dreistelligen Zahlen zu er-
mitteln, die als Differenzen auftreten kénnen.

Es sind dies die Zahlen 198, 297, 396, 495, 594, 693, 792, 891.

Dazu kommt dann noch die (als 099 aufgefasste) Zahl 99.

Folglich kann - wenn unsere Vermutungen zutreffen - als zweites Glied einer solchen
Zahlenkette nur eine dieser neun Zahlen auftauchen.

Nun kann man leicht nachweisen, dass jede dieser Zahlen als Anfangszahl genom-
men spétestens nach dem 5. Glied zur "Endzahl" 495 fuhrt.

In der Aufgabe 4.7) sollen die Schiiller die "Ubersetzungsvorschrift” fir eine
(verschiedenartig angeordnete Figuren verwendende) "Geheimschrift" entdecken.
Ein Schuler, der véllig selbsténdig die Lésung findet, durfte iber hohe Begabungs-
potenzen verfugen!

Folgende /mpulse kénnen hilfreich sein:

- Was wurde zur Verschliisselung der jeweils aus drei Buchstaben bestehenden
"Wérter" verwendet?
[Drei verschiedene Figuren; 3 verschiedene Anzahlen; 3 verschiedene Anordnun-
gen. ]

- Suche nach Beziehungen zwischen den Buchstaben und den Figuren und ihrer
Anordnung!

° Was haben alle Wérter gemeinsam, die durch Vierecke ausgedriickt sind?
[ Sie enthalten den Anfangsbuchstaben Z. ]

° Woran erkennt man, dass ein Wort den Mittelbuchstaben E enthalt?
[ Es kommen 4 Figuren vor. ]

° Woran erkennt man, dass ein Wort den Endbuchstaben M besitzt?
[ Die Figuren sind schrag angeordnet. ]

Die gesuchte Ubersetzungvorschriftlautet:
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Anfangsbuchstabe Mittelbuchstabe Endbuchstabe
Vierecke Z 4 Figuren E waagerecht G
Dreiecke| W 3 Figuren U senkrecht R

Kreise D 2 Figuren| A schrag M

Die Ubersetzung lautett DER  WEG ZUM ZUG.
Die Ubersetzung von "WER WAR DER ZAR" in die Geheimschrift ist in Abschnitt
6.1. festgehalten.
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58. Analogieprinzip, Problemtransformation und
Zuriuckfihren auf Hilfsaufgaben

Das im allgemeinen unbewusst angewendete Analogieprinzip sollte hin und wieder
bei den Schulern ins Bewusstsein gehoben werden, indem man die Schuler auffor-
dert, nach bereits gelésten Aufgaben aus den Aufgabenblattern oder der Aufgaben-
sammlung zu suchen, die zur gestellten Aufgabe "analog” sind.

Die Aufgabenblétter und die Aufgabensammlung enthalten viele Aufgabengrup-
pen mit analogen Aufgaben, z.B.:

- Das Ermittlen von Reihenfolgen und von Zuordnungen.
- Die mit Mengendiagrammen |6sbaren Aufgaben.
- Die Aufgaben 10.2), 10.3), 11.3), 124)vom Typ x+y=s,y=x+d.

- Die Aufgaben 16.5), 58) 59) und die Aufgaben 11.2), 12.2), 13.2), 14.2), 14.7),
15.2), 16.2) bei denen es darauf ankommt, beim Folgern aus gegebenen
Bedingungen eine gunstige Reihenfolge zu finden.

- Die Aufgaben 4.6), 6.6), 8.6), bei denen "Von rickwérts her rechnen” zum
Ziel fahrt.

Eng damit verwandt ist die Suche nach Hilfsaufgaben, die beim Lésen der gestell-
ten Aufgabe hilfreich sein kénnen.

So sollte man etwa beim Ldsen der Aufgabe 3.4) beobachten, welche Schuler von
sich aus erkennen, dass die Aufgabe 1.4) fast denselben Inhalt hat:

Wenn man weiss, dass es genau 10 Mdglichkeiten gibt, einen 10-DM-Schein mit
(ausreichend vielen) 5-DM-Stucken, 2-DM-Stucken und 1-DM Stlcken zu wechseln,
dann kann man dies anwenden, um herauszubekommen, wie viele verschiedene
Méoglichkeiten es gibt, einen Gegenstand, der 10 Pfennige kostet, mit (ausreichend
vielen) 10-Pfennig-Munzen, 5-Pfennig-Munzen, 2-Pfennig-Munzen und 1-Pfennig-
Munzen zu bezahlen. Man muss lediglich beachten, dass das Bezahlen mit einer 10-
Pfennig-Munze als 11. Mdglichkeit hinzukommt.

Es ist meist nur recht schwer zu erkennen, dass sich eine Aufgabe durch
"Problemtransformation”, d.h. durch ein geschicktes (dquivalentes) Umformu-
lieren vereinfachen lasst.

Sollte ein Schuler von selbst dazu in der Lage sein, dann deutet dies auf eine hohe
Begabungspotenz hin. In der Regel wird der Lehrer nachtraglich auf eine solche
Moglichkeit eingehen.

In Aufgabe 5.6) wird die Additionsaufgabe 111 + 777 + 999 = 20 betrachtet und es
wird verlangt, von den 9 Ziffern, aus denen die Summanden bestehen, 6 Ziffern so
zu streichen, dass das Ergebnis "20" stimmt.

Sollten die meisten Schuler diese Aufgabe nicht selbstandig lI6sen kénnen, dann
kann man beim gemeinsamen Behandeln folgende Impulse einsetzen:

- Lasst sich die Aufgabe vereinfachen?

° Statt 6 von den 9 Ziffern wegzulassen, kénnte man doch auch ... ?
[ Man kann 3 aus den 9 Ziffern auswahlen. ]

° Welche Ziffern kommen hierfur nur in Frage?

Wie |&sst sich die 20 als Summe von Zahlen aus den gegebenen
Ziffern darstellen?

[11+9=20; 1+ 19 = 20 liefert keine Lésung, da diese Gleichung
nicht durch Streichen von Ziffern erhalten werden kann.]
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- Welche 6 Ziffern mussen also gestrichen werden? [ Eine 1, drei 7, zwei 9.]
Bei diesem Vorgehen ist auch leicht zu sehen, dass die angegebene Lésung die
einzige Lésung ist.

Von wesentlich héherem Schwierigkeitsgrad ist die Aufgabe 5.7), vor allem dann,
wenn alle Lésungen zu ermitteln sind. Es sind aus acht gegebenen Zahlen einige so
auszuwahlen, dass ihre Summe 100 betragt.

Die Schuler sollten sich bereits daran gewéhnt haben, bei derartigen Auswahlaufga-
ben die gegebenen Elemente (in diesem Fall die Zahlen der GroéRe nach) zu ord-
nen: { 11,12, 13, 16, 18, 21, 25, 36 }.

Es ist moéglich, dass dann einige Schuler etwa die Lésung 18 + 21 + 25 + 36 = 100
selbstindig finden, es ist jedoch sehr unwahrscheinlich, dass ein Schuler in ange-
messener Zeit durch reines Probieren auch die restlichen drei Lésungen findet. Also
wird man mit der gemeinsamen Arbeit beginnen:

- Lasst sich die Aufgabe vereinfachen?
° Betrachte zunachst die Summe aus allen acht Zahlen! [ 152 ]

:  Wie kann man das ausnutzen? Wie sind wir bei Aufgabe 38) vorgegan-
gen? [ Wegen 152 = 100 + 52 kann man auch die folgende einfachere
Aufgabe lésen: ]

1. Hilfsaufgabe: Wahle aus den acht Zahlen solche mit der Summe 52 aus!
Erst wenn die meisten Schuler nach angemessener Zeit die vier Lésungen nicht fin-
den konnten, wird man erneut mit der gemeinsamen Arbeit beginnen:

- Lasst sich die Hilfsaufgabe weiter vereinfachen?
° Betrachte die Einerstellen der acht Zahlen!
: Welche Bedingung mussen sie erfillen? [ Summe 2 oder Summe 12 ]

2. Hilfsaufgabe: Wahle aus den Einerziffern { 1, 1, 2, 3, 5, 6, 6, 8 } solche aus, de-
ren Summe 2 oder 12 betragt!
Uberprife, ob die zugehdrigen Zahlen die Summe 52 besitzen!

- Wie kann man (systematisch) vorgehen, um keine zuldssige Auswahimég-

lichkeit zu vergessen?

[ Erst 2 Summanden, dann 3 Summanden usw. betrachten.]
Hier sollte man wiederholen und Uben, wie man (lexikografisch geordnet) alle
Paare, alle Tripel und alle Quadrupel aus den acht Einerziffern bildet.
Wiederum werden die Schuler aufgefordert, selbstdndig nach den Lésungen der 2.
Hilfsaufgabe zu suchen.
AbschlieRend wird man den gesamten Lésungsplan nochmals wiederholen und die
wichtigsten Resultate wie folgt an der Wandtafel festhalten:

1+41 =2 11+21 <52 Lésungen:

6+6 =12 16+36 =52 | 11+12+13+18+21+25 =100

1+3+8 =12 11+13+18 =52 12+13+21+25+36 =100
21+13+18 >52

1+5+6 =12 11+25+16 =52 12+16+21+25+36 =100
sonst stets > 52

1+2+3+6 =12|11+12+13 +16 =52 18+21+25+36 =100
sonst stets > 52
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Bei der Aufgabe 6.7) kann man analog vorgehen. Hier wird man die Schiiler von
vornherein darauf orientieren, die Aufgabe geschickt umzuformulieren.

Von den (hier bereits geordneten) acht Zahlen 4, 8, 11, 12, 16, 23, 26, 38 sind eini-
ge so auszuwahlen und von 100 zu subtrahieren, dass man als Ergebnis 1 erhalt.
Dies ist zunachst gleichbedeutend damit, dass die Summe der ausgewahiten Zahlen
99 betragen soll (7. Hilfsaufgabe).

Dies ist gleichbedeutend damit, dass man aus den gegebenen Zahlen einige aus-
sondert, deren Summe (138 - 99 =) 39 betragt (2. Hilfsaufgabe).

Dies ist gleichbedeutend damit, dass man aus den (hier bereits geordneten) acht Ei-
nerziffern {1, 2, 3, 4, 6, 6, 8, 8} einige aussondert, deren Summe 9 oder 19 betragt
und in jedem derartigen Fall nachprift, ob die zugehérigen Zahlen die Summe 39
besitzen (3. Hilfsaufgabe).

Offensichtlich darf die Zahl 38 nicht zu den ausgewahlten Zahlen gehoéren, also
braucht man auch die zweite Einerziffer 8 nicht mit zu beriicksichtigen.

Losungsweg und Lésung lassen sich wie folgt an der Wandtafel festhalten:

1+8 =9 11+8 <38 Lésungen:

3+6 =9 23+16 =39 | 100 - (4+8+11+12+26+38) =1
23+26 >39

1+2+6 =9 11+12+16 =39 100 - (4+8+23+26+38) =1
11+12+26 > 39

2+3+4 =9 12+23+4 =39 | 100 - (4+8+11+16+26+38) =1

1+4+6+8 =19 11+4+16+8 =39 100- (12 +23 +38) =1
1M1+4+26+8 >39

Die Aufgabe 7.6)enthalt drei Teilaufgaben von steigendem Schwierigkeitsgrad. Dies
hat den Vorteil, dass beim selbstéandigen Arbeiten die leistungsschwacheren Schiiler
die Chance haben, die leichte Teilaufgabe a) zu I6sen, wahrend die leistungsstark-
sten Schuler mit den restlichen Teilaufgaben hinreichend gefordert werden.

Statt vier bzw. funf Zahlen durch Addition und Subtraktion so zu verbinden, dass
man als Ergebnis die Zahl 0 erhalt, kann man auch die geschickt umformulierte
Hilfsaufgabe |6sen, diese Zahlen in zwei Gruppen mit gleicher Summe zu zerlegen.
Diese gemeinsame Summe ist gleich der halben Summe aller gegebenen Zahlen.

Bei Aufgabe 7.6a) lautet die Lésung der Hilfsaufgabe

12 + 40 = 23 + 29 (= 52),
woraus man als Lésung fir die Ausgangsaufgabe

40+12-29-23=0 erhalt.
Natirlich ist auch 29 + 23 - 40 - 12 eine Losung und man kann durch Vertauschen
der Summanden weitere Lésungen erhalten. Da dies nicht viel bringt, wurde bewusst
darauf verzichtet, hier nach allen Lésungen zu fragen.

Bei Aufgabe 7.6b) erhéalt man 28 + 25 = 31 + 13 + 9 (= 53) als Lésung der Hilfsauf-
gabe.

Eine derartige Aufgabe besitzt keine Lésung, wenn die Summe aller gegebenen
Zahlen eine ungerade Zahl und somit die halbe Summe keine natirliche Zahl ist.

Damit ist auch Aufgabe 7.6c) gelost.
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In Aufgabe 13.7) sind von den 18 Hélzern einer Figur, die aus 6 kleinen [F |
Quadraten besteht, eine gegebene Anzahl n (=6, 5, 4, 2) von Hélzern DIE
zu entfernen, so dass man genau 4 kleine Quadrate erhalt. [A|B|C

Zunachst sollen die Schuler diese Figur aus Holzern herstellen und selbstandig
nach Lésungen der Teilaufgaben a) bis d) suchen. Dies bietet dem Lehrer die M6g-
lichkeit, Leistungsvermégen und Begabungspotenzen der Schuler einzuschétzen.
Sehr schwer wird die Aufgabe, wenn man verlangt, jeweils alle Lésungen zu finden.
Auch ein systematisches Suchen nach allen Mdglichkeiten, 4 kleine Quadrate Gb-
rig zu lassen, durfte kaum zu allen 6 Lésungen der Teilaufgabe b) und allen 7 L&-
sungen der Teilaufgabe c) fuhren.

Wann zwei Lésungen als verschieden anzusehen sind, wird im Aufgabentext erlau-
tert.

Interessant ist auch die Frage, warum der Fall n = 3 nicht mit betrachtet wird. Dass
es fur n = 1 keine Lésung geben kann, ist offensichtlich. Dass auch fur n > 6 keine
Lésungen existieren kénnen, kann man sich leicht Uberlegen.

Zum Ziel fuhrt wiederum ein geschicktes Umformulieren der Aufgabe sowie das
Lésen der folgenden

Hilfsaufgabe:

Ermittle jeweils alle Moglichkeiten, 2 Quadrate aus der Figur zu entfernen, so dass
die gestellte Bedingung (Entfernung von n Hélzern) erfullt ist.

Dabei ist es gunstig - wie oben bereits geschehen - die 6 Quadrate mit A, B, C, D, E.
F zu bezeichnen und dann jeweils systematisch die 15 Paare (A;B), (A;C), (A;D), ...,
(D;F), (E;F) zu betrachten. Fur jeden dieser Félle ist dann festzustellen, wie viele
Holzer jeweils entfernt wurden, d.h. zu welcher Teilaufgabe dieser Fall eine Lésung
liefert. Auf diese Weise erkennt man auch, dass es fur n = 3 keine Lésung gibt.
Dieses Vorgehen fuhrt zu folgenden Ldsungen der vier Teilaufgaben, wobei die ge-
suchten 4 Quadrate "fett", die entfernten zwei Quadrate "normal" gezeichnet wurden.

a) d)

b)
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59. "Findigkeit" beim Lésen von Aufgaben

Arbeitsgemeinschaften in Grundschulen dienen auch dem Zweck, frihzeitig hoch-
begabte Kinder zu entdecken mit dem Ziel, ihnen eine intensive Foérderung anzu-
bieten.

Solche Kinder zeichnen sich oft durch eine sehr hohe Geschwindigkeit im Produ-
zieren von Losungsideen und im Finden von Lésungen aus.

Daher sollte man die Schuler auffordern, sich stets sofort zu melden, wenn sie glau-
ben, eine Lésung gefunden zu haben.

Folgende Aufgaben kénnen eingesetzt werden, um diese Fahigkeiten zu testen:

- Entdecken von GesetzméaRigkeiten in Zahlenfolgen und Figurenfolgen in den
Aufgaben 1.5), 2.4), 2.5), 5.2), 12.3), 13.5), 14.3), 14.5).

- Umlegen von Hoélzern, so dass bestimmte Bedingungen erfullt sind, in den
Aufgaben 12.6), 15.6), 98), 108), 109).

- Das Farben von Landkarten in den Aufgaben 7.7) und 9.7).
- Die Aufgaben 3.2) und 49) Gber Schwestern und Bruder.
- Die Aufgabe 65) Uber "Spiegelzahlen".

Hochbegabte Kinder zeichnen sich auch durch das Finden brauchbarer Losungs-
ideen bei schweren Aufgaben aus.

Dies kann man mit folgenden Aufgaben testen:

- Geschicktes Umformulieren (Problemtransformation) bei den Aufgaben
5.7), 6.7) und 13.7).

- Die Aufgabe 16.7) Uber das Ermitteln gewisser vierstelliger Zahlen.
- Die Decodierungsaufgabe 4.7).
- Die Aufgabe 2.7) Uber das Finden von Wegen in einem Garten.

DiesbezUglich geeignet ist auch die Aufgabe 9.6), in der gefragt wird, auf welchen
Wochentag der Neujahrstag fallt, wenn es im Januar genau 4 Montage und genau 4
Freitage gab.

Vor allem bei derartigen Aufgaben sollte man den Schilern reichlich Zeit lassen,
selbstindig nach einer Lésung zu suchen. Dabei solite man beobachten, wie die
leistungsstarksten Schuler dabei vorgehen.

Naturlich lasst sich diese Aufgabe mit Vorwértsarbeiten bzw. Folgern aus den gege-
benen Bedingungen bewaltigen. Sie ist aber nicht fur ein "Training" dieser heuristi-
schen Vorgehensweise geeignet, weil hier nur “Findigkeit” zur entscheidenden L&-
sungsidee fuhrt:

Der Januar hat 31 Tage.

Wegen 31:7 =4, Rest 3 kommen die ersten 3 Wochentage im Januar funfmal vor.
Folglich darf in den ersten drei Wochentagen weder ein Montag noch ein Freitag
liegen.

Das ist nur dann der Fall, wenn das neue Jahr mit einem Dienstag beginnt.
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6. LOSUNGEN DER AUFGABEN

6.1. Lésungen zu den Aufgaben in den "Aufgabenblittern"

1.1) Quiz 1)a); 2)b); 3)c); 4)c); 5)a); 6)c); 7) alles gleich schwer
8)c); 9)a); 10¢c). B
1.2) Systematisches Probieren: [ =4,5,6
1.3) Vorwérisarbeiten:
45€:5=9€. Ein Spiel kostet 9€ .
72€ :9€=8. Fur72 € erhalt man 8 Spiele
1.4) Systematisches Ermitteln aller Méglichkeiten :
5€ 2€ 1€ 5€ 2€ 1€
2 0 0 0 4 2
1 2 1 0 3 4
1 1 3 0 2 6
1 0 5 0 1 8
0 5 0 0 0 10
1.5) Entdecken einer GesetzmaBigkeit:
Die erste Zeile (und auch Spalte) enthéalt einen Kreis, ein Dreieck und ein
Viereck.
Also muss auch in den Ubrigen Zeilen die jeweils fehlende Figur ersetzt
werden.
AuBerdem soll jede Zeile zwei schwarze und eine weil3e Figur enthalten.
Es sind ein schwarzer Kreis (Mitte) und ein schwarzes Dreieck (unten)
einzusetzen.
1.6) “Findigkeit"
(o o)
Oo|O
2.1) Erstes Ordnungsprinzip ist die Stellenzahl:

83 090 1000 34501
ooo1 354010

Zweites Ordnungsprinzip ist die GréRe entsprechender Ziffern:

Da 1000 die kleinste vierstellige Zahl ist und 34501 eine kleinere Tausender-
stelle als 354010 hat, ist die endglltige Reihenfolge

83 090 1000 OIOOM 34501 35400.
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2.3)

2.4)

2.5)

2.6)

2.7)
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Systematisches Probieren:

A + A = B Dieeinzigen Zahlen, bei denen A + A das gleiche Ergebnis
+ . - wie A-A hat, sind Ound 2.

A- A = B Adarfjedoch nicht O sein, weil A und B verschieden sein
B- B = 0 sollen

Alsogilt A=2 und B=4.
Siehe auch Abschnitt 5.4., S. 41

Ordnen der Gréfe nach:

Ingo: 1,15 m; Steffen: 0,95m; Gerhard: 1,05 m; Paul 1,46 m-0,50m=0,96 m .
Geordnet: 0,95m<0,986m<1,05m<1,15m.

Reihenfolge: Steffen, Paul, Gerhard, Ingo.

Entdecken von GesetzméRigkeiten:
a) 2 5 8 11 14 17 20 23 (jeweils +3)
b) 4 9 14 19 24 29 34 39 (jeweils +5)

c) 2 &5 11 23 47 95 191 383
(Es wird jeweils verdoppelt und 1 addiert bzw. die Differenzen 3, 6, 12, ...
aufeinanderfolgender Zahlen verdoppeln sich. )

Entdecken einer GesetzmaRigkeit:

Die Figuren wurden fortlaufend um 90° gedreht.
Da dies bei der 5. Figur nicht der Fall ist, gehoért diese Figur nicht in diese
Reihe.

“Findigkeit"”
@ O O @ €]
O O O nachher O O
O O O O O
@ vorher @ O O @
Man braucht nur drei Pfennige umzulegen.
"Findigkeit"”

(Die zweite Moglichkeit ist spiegelbildlich.

B kann auch zuerst um die Laube von C

und dann um die Laube von A gehen.)
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3.1) 17+16=33; 33:7=231; 231-39=192; 192:3=64.

3.2) "Findjgkeit":
Zur Familie gehéren 6 Kinder (4 Jungen, 2 Madchen).

3.3) Verwenden einer Tabelle; Vorwdrtsarbeiten:
a) Markus bendétigte 20 Minuten Fahrzeit.
b) Er fuhrum 7.35 Uhr los.
Probe am Text mit Hilfe der Tabelle! Siehe Abschnitt 5.5., S. 49

3.4) Verwenden einer Hilfsaufgabe..

Peter hat recht, es gibt 11 Méglichkeiten.
Das sind die 10 Mé&glichkeiten, wie sie auch in Aufgabe 1.4) gesucht waren
(dort in € statt in Cent), und als elfte Méglichkeit eine 10 Cent-Miinze.

3.5) Einfuhren von zweckmaBigen Bezeichnungen, Ordnungsrelation:
Reihenfolge: Anne, Britta, Doris, Christa.

Probe am Text nicht vergessen! Siehe Abschnitt 5.1., S. 32
3.6) Neben der naheliegenden Lésung gibt es noch weitere, die “Findigkeit”

verlangen.

g2 9 ga g3

g4 g3
® O
) )
O—@— o 9 o—O— i

3.7) Fallunterscheidung, Vorwartsarbeiten und systematisches Probieren:

a) Wenn die genannte Summe gerade ist, dann sind in der linken Hand eine
ungerade Anzahl von Kugeln.

b) Wenn die Zahl 60 genannt wird, dann sind in der linken Hand 20 Kugeln
und in der rechten Hand 40 Kugeln. Siehe Abschnitt 5.5., S. 52

41) 65-36=29,; 29-8=232; 232:4=58.

Die Multiplikation mit 8 nebst anschlieRender Division durch 4 lasst sich durch
eine Multiplikation mit 2 ersetzen: 29-2 =58 .

4.2) Vorwaértsarbeiten.
30€ 1-9€ =21¢€
21€ :3 € =7 7 Schiler brachten je 3 € mit.
7+1=8 8 Schiller waren an der Sammlung beteiligt.
Probe: 7 - 3+9 =30



4.3)

4.4)

4.5)

4.6)

4.7)

Probe. 7 -3+9=30
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Verwenden einer Tabelle; Vorwdrtsarbeiten:

Es wurden 650 € verteilt.

Probe am Text mit Hilfe der Tabelle!

Siehe Abschnitt 5.2., S. 35

Systematisches Ermitteln aller Moglichkeiten, lexikografisches Ordnen:
22,27,72,77;, 222,227,272,277; 722,727,772, 777 .

Es gibt 12 derartige Zahlen.

Einfithren von zweckmaé3jgen Bezeichnungen, Ordnungsrelation:

J ist Erste

T,SvorP —
— J vor T vor S vor P vor A
T vorSvorA

P vor A

Folgern aus gegebenen Bedingungen.
Wenn Jana als erste am Treffpunkt ist und Petra nach Thomas und Sven

kommt, kann Petra bestenfalls vierte sein.

Weil sie eher als Anke ist, ist sie auch vierte und Anke funfte.

Bisher ermittelte Reihenfolge: J __ _ P A .

Da Sven spater als Thomas kommt, ist die Reihenfolge
1. Jana, 2. Thomas, 3. Sven, 4. Petra, 5. Anke.
Probe am Textnicht vergessen!

"Von riickwérts her rechnen":
325-133=192; 192 + 45 = 237 . Die gedachte Zahl hei3t 237 .
Probe: 237 -45=192; 192 + 133 =325.

Siehe Abschnitt 5.6., S. 55

Entdecken einer Gesetzmé3igkeit.
a) Die gesuchte Ubersetzungvorschriftlautet:

Anfangsbuchstabe Mittelbuchstabe Endbuchstabe
Vierecke Z 4 Figuren E waagerecht G
Dreiecke| W 3 Figuren U senkrecht R

Kreise| D 2Figuren| A schrag| M
b) Die Ubersetzung lautet: DER WEG ZUM ZUG
c) "WER WAR DER ZAR" 3 8
lautet in der Geheimschrift. v o<y 0 O
AV v 0 o

Siehe Abschnitt 5.7., S. 58
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51) 77-9=693; 393=117;, 693-117 =576, 576:4=144; 144-66=178.
5.2) Entdecken von GesetzmaéRigkeiten:

a) 45 60 75 90 105 120 135 150 (jeweils + 15)

by 103 90 77 64 51 38 25 12 (jeweils - 13)

c) 25 45 35 55 45 65 55 75 (abwechseind +20 und - 10)
5.3) Verwenden einer Tabelle; Folgern aus gegebenen Bedingungen:

Der Kleinbus fuhr 750 km .

Probe am Text mit Hilfe der Tabelle! Siehe Abschnitt 5.2., S. 36
5.4) Systematisches Ermittein aller Méglichkeiten; lexikografisches Ordnen:

a) 6 verschiedene Reihenfolgen.

b) 24 verschiedene Reihenfolgen. Siehe Abschnitt 5.4., S. 41
5.5) EinfUhren von zweckmaéRigen Bezeichnungen, VVerwenden einer Tabelle:

Die Jungen heil3en Klaus Schulze, Dieter Lehmann und Rainer Muller.

Probe am Text nicht vergessen! Siehe Abschnitt 5.2., S. 37
5.6) Umformulieren der Aufgabe:

Gestrichen werden eine "1", drei "7", zwei "9" . Siehe Abschnitt 5.8., S. 60
5.7) Zurdackfuhren auf Hilfsaufgaben:

1M1+12+13+18+21+25=100

12+13+21+25+36 =100

12+16+21+25+36 =100

18+21+25+36 =100 Siehe Abschnitt 5.8., S. 61
6.1) Systematisches Probieren:

Es ist gunstig, hier zunachst die durch 7 teilbaren Zahlen, die kleiner als 50

sind, zu betrachten, und aus diesen dann die ungeraden Zahlen auszuson-

dern. Anschlief3end wird summiert.

14+28+42 =84
6.2) Folgern aus gegebenen Bedingungen:

36:4=9 Essind9 Elektriker.

9+ 16 =25 (Elektriker und Maurer)

36 - 25 =11 Es sind also 11 Dachdecker auf der Baustelle.
6.3) Verwenden einer Tabelle; Folgern aus gegebenen Bedingungen.

Es waren 3 Képfe und 8 Beine unter Wasser.
Es waren 5 Képfe und 8 Beine liber Wasser. Siehe Abschnitt 5.2., S. 34



70

6.4) Systematisches Ermitteln aller Méglichkeiten, lexikografisches Ordnen:

Es mUssen (4 + 3 + 2 + 1 =) 10 Spiele ausgetragen werden.
Siehe Abschnitt 5.4., S. 42
6.5) EinfUhren von zweckmé&Rigen Bezeichnungen; VVerwenden einer Tabelle:

Hans ist der Schwimmer, Rudi ist der Radfahrer, Steffen ist der Handballer.
Probe am Text nicht vergessen! Siehe Abschnitt 5.2., S. 37

6.6) "Von rickwérts her rechnen”

Groflite zweistellige Zahl: 99 .
99+701=800, 800:5=160; 160-19=141; 141-4=>564

Die gedachte Zahl lautet 564 .
Probe: 564:4=141; 141+19=160; 160-5=800; 800-701=99.

6.7) Umformulieren der Aufgabe; Zurtickfihren auf Hilfsaufgaben:
100-(4+8+11+12+26+38)=1
100-(4+8+23+26+38)=1
100-(4+8+11+16 + 26 + 38) =1
100- (12 +23 +38) =1 Siehe Abschnitt 5.8., S. 62

7.1) Verwenden von Variablen:
x=916-37=879; y=888-99=789; x-y=879- 789=90.

7.2) Vorwartsarbeiten:

Far Schleier werden 20 - 1 m = 20 m Stoff gebraucht.
Ubrig sind 50 m - 20 m = 30 m.

30m:15=2m.

2 Meter Stoff waren flr einen Umhang erforderlich.

7.3) Systematisches Probieren:
Es sind 2 Kaninchen und 3 Huhner. Siehe Abschnitt 5.4., S. 42

7.4) Anwenden von Ordnungsprinzipien:
Solche Ordnungsprinzipien kénnten sein:
- lexikografisches (alphabetisches) Ordnen (zuerst alle Dreiecke mit A , usw.);

- Ordnen nach Grof3e (zuerst alle Grunddreiecke, dann aus 2, 3, ... Teilen zu-
sammengesetzte Dreiecke);

- z. B. Aufzahlung von links nach rechts.
F E D

G




7.5)

7.6)

7.7)
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Lexikografisch geordnet ergeben sich folgende Dreiecke:
ABG, ACD, ACH, ADF, BCE, CDE, CDH, DEG, DEH, EGH.
Es gibt in der Abbildung 10 Dreiecke.

EinfGhren von zweckméRigen Bezeichnungen, VVerwenden einer Tabelle:

Opa Rot tragt die blaue Tasche, Frau Grun tragt die rote Tasche und Herr Blau
tragt die grune Tasche.

Probe am Text nicht vergessen! Siehe Abschnitt 5.2., S. 37

Ruckfuhrung auf Hilfsaufgaben:
a)40+12-29-23=0.
b)28+25-31-13-9=0.

¢) Fur 5 Zahlen, deren Summe ungerade ist, besitzt die Aufgabe keine
Lésung. Siehe Abschnitt 5.8., S. 62

Systematisches Probieren, Ordnungsprinzipien; “Findigkeit":

a) - Welche Farben wollen wir in welcher Reihenfolge verwenden?

[ r (rot), b (blau), g (grin), v (violett), s (schwarz), ... ]

- In welcher Reihenfolge wollen wir die Felder fullen?
[ Links unten beginnen, dann "links vor rechts" und "unten vor oben".]

- Wie mussen wir daher die ersten beiden Felder der untersten Reihe
farben? [r; b]

- Welche Farbe muss dann das 1. Feld der 2. Reihe erhalten? [ g ]

Damit ist nachgewiesen, dass fur diese Farbung mindestens 3 Farben erfor-

derlich sind.

- Welche Farbe darf das 3. Feld der 2. Reihe erhalten? [ r oder g |

- Ist eine der beiden méglichen Farbungen glnstiger als die andere?
[ Wirde man r wahlen, dann musste das 2. Feld der 2. Reihe mit der
vierten Farbe v gefarbt werden. Wahlt man dagegen g, kann man dieses
Feld mit r farben.]

So fortfahrend gelangt man zu | g |
folgender Losung der Far- | r | b |
bungsaufgabe: | b | | r |
Die Schuler sollten erkennen, g | r ? b [ g |
dassindenwaagrechtenund [ [ b | g [ r | b |
schragen Reihen die Farben
stets in der Reihenfolge r, g, b, r, g, ... vorkommen.

b) Analog gelangt man auch zur Lésung dieser g L g
Farbungsaufgabe, bei der man nachweisen
kann, dass vier Farben bendtigt werden. b v b
Man wird auf die "Symmetrie" der Farbvertei- 9
lung hinweisen und den Schulern mitteilen, v T

dass die Mathematiker herausgefunden haben, dass man bei derartigen
Farbungsaufgaben stets mit vier Farben auskommen kann.
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8.1) Verwenden von Variablen; systematisches Probieren:
a) 490 > 80-x > 310; x=456.

b) 22 <4-x <40 Xx=6,7,8,9.
c) 48:8+17>x+9;, 48:8+17=6+17=23;
23>x+9; x=0,12..,12,13.

8.2) Vorwdrtsarbeiten:
200m:2=100m . Jeder Laufer legt 100 m zurlck.
2-200m =400m. Die Staffelstrecke hat eine Gesamtlange von 400 m .
400 m : 100 m =4. Vier Ldufer gehdren zu einer Staffel.

8.3) Verwenden einer Tabelle; Vorwértsarbeiten:
a) Die Zugfahrt dauerte 120 Minuten (2 Stunden).
b) Es wurden insgesamt 140 km gefahren.
Probe am Text mit Hilfe der Tabelle! Siehe Abschnitt 5.2., S. 36

8.4) Systematisches Probieren:
Es waren 20 Autos und 40 Fahrrader. Siehe Abschnitt 5.4., S. 42

8.5) Systematisches Erfassen aller méglichen Félle;, Folgern aus gegebenen
Bedingungen:
Siehe Abschnitt 5.4., S. 44

(%) (7
() Cg) ) (&
OO, OO
(D)3 ()LD

8.6) "Von rickwérts her rechnen”:
Die gedachte Zahl lautet 324 . Siehe Abschnitt 5.6., S. 55

8.7) ZweckméRige Bezeichnungen; systematisches Probieren; Folgern aus Bedin-
gungen:
Eine Kuh kostet 20 Taler, eine Ziege kostet 12 Taler. (3 Losungswege)
Probe nicht vergessen!
Siehe Abschnitt 5.1., S. 33, Abschnitt 5.4), S. 47 und Abschnitt 5.5., S. 53

9.1)

+
~N N O
W= N
Q Jw o



9.2)

9.3)

9.4)

9.5)

9.6)

9.7)
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Vorwértsarbeiten:

Das Entfernen von 7 (gleich breiten) Perlen verkirzt die Kette um
60cm-46cm=)14cm.
Wenn 7 Perlen 14 cm breit sind, dann ist jede Perle (14 cm : 7 =) 2 cm breit.

Vorwértsarbeiten:
A=24 B=36,C=12, D=3, E=15. Siehe Abschnitt 5.5., S. 50

Systematisches Ermittein aller méglichen Félle; Ordnungsprinzip:

Hier ist das lexikografische Ordnungsprinzip wenig hilfreich.

Die im gegebenen Sechseck enthaltenen Vierecke bestehen entweder aus 2
oder aus 3 Dreiecken. Auch die Symmetrie der Figur bezuglich der den Punkt
D enthaltenden Diagonalen AD sollte ausgenutzt werden.

Vierecke (mit dem Eckpunkt D) aus 2 Grunddreiecken:
DEFM und (als Spiegelbild) DMBC ;
CDEM (hat sich selbst als Spiegelbild).

Vierecke (mit Eckpunkt D) aus 3 Grunddreiecken:
ADEF und (als Spiegelbild) ABCD ;
FCDE und (als Spiegelbild) EBCD .

Es gibt daher insgesamt 7 Lésungen.

Bei der Ergebniskontolle muss darauf geachtet werden, dass jedes Viereck auf
verschiedene Weise gekennzeichnet sein kann (z.B. ABCD = BCDA = CDAB =
DABC, und auch ein entgegengesetzter Umlaufsinn - statt ABCD beispielswei-

se DCBA - kann von den Schulern zur Kennzeichnung verwendet worden sein).

Ruckwaértsarbeiten; \lerwenden einer Tabelle:

Herr Meier ist um 23.20 Uhr am Ziel.
Probe mit Hilfe der Tabelle. Siehe Abschnitt 5.6., S. 55

"Findigkeit":
Der Neujahrstag fiel auf einen Dienstag.
Siehe Abschnitt 5.9., S. 64

Systematisches Probieren; "Findigkeit”:
a) Die sehr leicht zu findende Farbung ist in der linken Abbildung festgehalten.

b) Nach dem Einzeichnen der Strecke AB ist die in der mittleren Abbildung
festgehaltene Umfarbung erforderlich.

c) Nach dem Einzeichnen der in der rechten Abbildung festgehaltenen Strecke
erkennt man, dass man zur Farbung der mit einem Fragezeichen versehe-
nen Teilflache eine vierte Farbe bendtigt.
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10.1) a) 6 9 8 b) 6 5 8
+ 0 2 5 - 4 3 5
7 2 3 2 2 3

10.2)

Erfahrungsgeman nennen viele Schuler bei dieser Aufgabe die falschen Losungen
240 cm und 360 cm.

Selbst wenn der erste Schuler gleich ein richtiges "Angebot" bringt, sollte man so
lange weiter fragen, bis auch einige falsche L&sungen angeboten werden. Auf diese
Weise kann man besonders gut die Ndtzlichkeit einer Probe verdeutlichen.

1. Lésungsweg: Geschicktes Probieren; \lerwenden einer Tabelle:

kl. Teil gr. Teil Summe

Efob.‘gf; etﬁ‘ger:‘ih;cgt:c mdas 250 cm | (250 + 60 =) 310 cm | 560 cm < 600 cm
i zu

beginnen. ! 260 cm| (250 +60 =) 320 cm |580 cm <600 cm
Vielmehr sollten die Schuler] 270 cm| (250 + 60 =) 330 cm 600 cm

durch geschicktes Probieren | 280 ¢m| (250 +60 =) 340 cm | 620 cm > 600 cm

mit einer GréRe beginnen, die vermutlich in der Nahe der gesuchten GréRe liegt.
Dieser Lésungsweg liefert automatisch auch eine Probe.

Man lasse feststellen:

Da mit steigender Lange der beiden Teile auch die Summe standig zunimmt und da
gezeigt wurde, dass fur 260 cm die Summe zu klein, fur 280 cm dagegen bereits zu
groR ist, ist nachgewiesen, dass nur die folgende Lésung existiert:

Der kleinere Teil des Kupferdrahtes muss 270 cm, der groBere Teil muss 330 cm
lang sein.

2. Lésungswegq: Inhaltliches Folgern:.
- Was lasst sich aus dem Gegebenen unmittelbar folgern? Begrunde!
® Um wie viele cm muss der kleinere Teil kirzer sein als die Halfte des Drahtes?
[Um (60:2=)30cm]

- Was lasst sich also aus dem Gegebenen folgern?
[ Die Hélfte des Drahtes ist (600:2 =) 300 cm lang.
Der kleinere Teil ist daher (300 - 30 =) 270 cm, der gréRere 330 cm lang.]

- Probe!/[ 330 cm + 270 cm =600 cm und 330 cm - 270 cm = 60 cm.]

3. Lésungswegq: Inhaltliches Folgern:

Hier kénnen folgende Unterimpulse verwendet werden:
° Wie grof wére die Summe von zwei grofen Teilen? [ (600 + 60 =) 660 cm.]
° Wie groB ist daher der gréRere Teil? [ (660:2 =) 330 ¢m.]

° Wie grof} ist daher der kleinere Teil? [ (600 - 330 =) 270 cm.]
Siehe auch Abschnitt 5.4., S. 43

10.3)Analogie; systematisches Probieren; inhaltliches Folgern:
- Vergleiche diese Aufgabe mit der Aufgabe 10.2)! Was kannst du feststellen?

° Welche "Ahnlichkeit" (Analogie) besteht zwischen diesen Aufgaben?
[ (Zwei Teile - zwei Bucher) ; (Summe 600 cm - Summe 41 € ): (Ein
Teil 60 cm langer - ein Buchum 5 € billiger) .]



75

- Wie kannst du diese Ahnlichkeit beim Lésen der Aufgabe ausniitzen?
[ Ich werde ebenso vorgehen, wie beim Lésen der "ahnlichen" Aufgabe
10.2); das "inhaltliche Folgern" ist dabei einfacher und geeigneter als das
"geschickte Probieren" ]

2 billige Bucher kosten (41 - 5 =) 36 €, ein billiges Buch daher 18 €;
das teuere Buch kostet daher (18 + 5 =) 23 €.

- Probe:18€ +23€=41€,23€-18€=5€.

10.4) Systematisches Ermitteln aller méglichen Félle; Ordnungsprinzip:.

- Welche Arten von Vierecken kommen vor?
[ 4 nicht zusammengesetzte "Grundvierecke" und zusammengesetzte Vierecke]

- Welche Arten zusammengesetzter Vierecke gibt
es; wie viele sind es jeweils? 1
[ 3 Vierecke aus zwei "Grundvierecken"; 1 Viereck

aus drei "Grundvierecken". ] / 2 4

An der Wandtafel kann festgehalten werden:
Zusammengesetzte Vierecke: (1-2), (2-3), (2-4), (1-2-3). 3 \
In der Figur gibt es 7 Vierecke.

10.5)Einfihren von zweckméBigen Bezeichnungen; Ordnungsrelation; Verwenden
einer Tabelle; Folgern aus gegebenen Bedingungen:

Wenn man die 7 Vornamen mit den Anfangsbuchstaben und "X kam direkt vor Y
ins Ziel" mit "X < Y" abkirzt, dann lassen sich die gegebenen Bedingungen wie folgt
an der Wandtafel festhalten:

(@ C<A<B 1.12.13.]4.15./6.|7.
(b) E<D F
(c) F=4.

(d),(e) = A#2. und D=2.
- Was lasst sich aus diesen Bedingungen unmittelbar folgern? Begriinde!
[ Da A nicht den 2. Platz belegte, muss wegen (a) gelten: C=5.,A=6.,B=7.
Da D nicht den 2. Platz belegte, muss wegen (b) gelten: E=2., D = 3.
Far Gunther bleibt nur noch der 1. Platz ubrig.]
Die Platzverteilung lautete: Gunther, Erich, Dieter, Franz, Claus, Andreas, Bernd.
- Probe am Text nicht vergessen!

10.6)Einfihren von zweckmaligen Bezeichnungen; Verwenden einer Tabelle; Fol-
gern aus gegebenen Bedingungen: ‘

Herr Bauer ist von Beruf Schlosser.
(Arzt ist Fleischer; Fleischer ist Arzt; Schlosser ist Bauer.)

Probe am Text nicht vergessen! Siehe Abschnitt 5.2., S. 36

10.7)Entdecken von GesetzméBigkeiten:
a) Die zweite Figur enthalt (1 + 3 + 5 =) 9 (= 3-3) Dreiecke.
b) Die dritte Figur enthalt (1 + 3 + 5 + 7 =) 16 (= 4-4) Dreiecke.
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c) Die 4. Figur enthalt (5-5 =) 25 Dreiecke;
die 5. Figur enthéalt (6-6 =) 36 Dreiecke; usw.
1+3+5+7+9=55=25
1+3+5+7+9+11=66=236; usw.

Jede Zeile hat ein schwarzes und ein weil3es Dreieck mehr als die vorherge-
hende.

Die Anzahl der weil3en Dreiecke einer Figur ist gleich der Anzahl der
schwarzen Dreiecke in der nachsten Figur.

Die Anzahl der schwarzen Dreiecke in den Figuren betragt 1, 3, 6, 10, ...
Die Anzahl der weil3en Dreiecke in den Figuren betragt 3, 6, 10, 15, ...

Man erhélt jeweils das nachste Glied der Folge, wenn man 2, 3, 4, ...
addiert.
Siehe Abschnitt 5.7., S. 56

11.1) a) 3 b)

8 -
1

= [OT N
|- O
w | @

7
+ 1
9

wWio o

11.2 Verwenden von Variablen;Vorwértsarbeiten:

a)

- Waslasst sich aus welchen gegebenen Zahlen unmittelbar berechnen? Begrinde!
[Aus x-z=5 und x=9 folgt z=4 ]

- Was lasst sich nun unmittelbar berechnen?
[Aus x=9, y=2 und z=4 folgt (x +y)z=11-4=44 ]

b)Aus x=12 und y=8 folgt x+y=20;
aus (x+y)=20 und (x+y)z=100 folgt z=5;
aus x=12 und z=5 folgt x-z=7.
c)Aus z=7 und x-z=10 folgt x=17;
aus z=7 und (x+y)z=2350 folgt x+y=50.
Tabelle durch Hilfsspalte mit dem Spalteneingang (x+y) erganzen!
Aus x=17 und x+y =250 folgt y=33.
- Proben nicht vergessen!

11.3)Analogie zu 10.2) und 10.3); systematisches Probieren; inhaltliches Folgern:

Es wurden 16 kg Ware verkauft.
Siehe Abschnitt 5.4., S. 43

11.4) Systematisches Ermittein aller méglichen Félle; Ordnungsprinzip:

a) Die Figur enthalt (4 + 1 + 1 =) 6 Quadrate.

b) Die Figur enthélt (8 + 4 + 4 + 4 =) 20 Dreiecke.

c) Die Figur enthélt (6 + 4 + 20 + 8 =) 38 Vierecke Siehe Abschnitt5.4., S. 46
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11.5) Verwenden eines Mengendiagramms:

Es gehen 26 Schiiler in die Klasse. Siehe Abschnitt 5.3., S. 39

11.6) Vorwértsarbeiten; Verwenden einer Tabelle:

a)
b)
c)

Herr Linde schlief am langsten 25 Minuten.
Herr Linde hat insgesamt 50 Minuten geschlafen.

Herr Linde war am langsten 35 Minuten lang wach.
Siehe Abschnitt 5.2., S. 35

11.7) Folgern aus gegebenen Bedingungen; Verwenden einer Tabelle

Sven isst am liebsten Schokolade.
Tanja gehort das Kasperletheater.

Bettina wohnt im gelben Haus, ihr Lieblingsspielzeug ist die Puppe, sie isst am
liebsten Kaugummi.

Tanja - rotes Haus - Eis.
Sven - blaues Haus - Autorennbahn.

Probe am Text nicht vergessen! Siehe Abschnitt 5.2., S. 37
12.1) a) 1 7 5 b) 8 1 7
+ 6 2 8 - 3 0 8
8 0 3 5 0 9

12.2) Verwenden von Variablen, Vorwértsarbeiten:
a) - Was lasstsich aus den gegebenen Zahlen unmittelbar berechnen?

b)

Begrinde!

Aus x=99 und y=49 und z=2 folgt x-y'z=99-98=1,
aus x=99 und y =49 folgt x-y =50 (Hilfsspalte einfugen!),
aus x-y=50 und z=2 folgt (x -y)z=100.

Aus x=34 und y=2 und x-y-z=28 folgt 34-2-z=28, also 2:z=6 und
damit z=3;

aus x=34 und y =2 folgt x-y =232 (Hilfsspalte!);
aus x-y=32 und z=3 folgt (x -y)z=96.

Aus x=3 und y=2 und x-yz>0 folgt 3-2-z>0, woraus z=1 oder
z =0 folgt (systematisches Erfassen aller méglichen Félle).

Hieraus folgt dann x -y-z=3-2-z=1 (fur z=1) oder x -y-z= 3 (fur z=0).
Weiterhin folgt (x-y)z=1-z=2z,also(x-y)z=1 oder(x-y)z=0.
Folglich gibt es fur [ x; y; z; x - y*z; (x - y)-z ] folgende beiden Ldsungen:
[3:2,1,1;1],[3,2,0;3;0] .

Proben nicht vergessen!
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12.3)Entdecken von GesetzméaRigkeiten:

a) 37 54 71 88 105 122 139 156  (jeweils +17)

b) 145126 107 88 69 50 31 12 (jeweils - 19)

c) 25 50 35 60 45 70 55 80 (abwechselnd +25 und -13)

12.4) Systematisches Probieren und Verwenden einer Tabelle; Folgern aus den ge-
gebenen Bedingungen; 2 Ldsungswege:

12 Aufgaben wurden richtig, 8 Aufgaben wurden falsch gelést.
Probe nicht vergessen! Siehe Abschnitt 5.2., S. 44

12.5)Analogie; Verwenden eines Mengendiagramms:

Die Schuler sollen folgende Analogie zur Aufgabe 11.5) erkennen:

([Schuler einer Klasse (gesucht) - Schuler einer Klasse (gesucht)] ; [AG Mathema-
tik (13) - Ostsee (14)]; [Schulchor (15) - Alpen (10)] ; [ "beides" (7) - "beides" (6)];
[ "keines von beiden" (7) - "keines von beiden" (7)].

Analoger Lésungweg:
Nur "Ostsee": 14-6=8; nur"Alpen". 10-6=4 :Klasse: 8+6+4+7 =25
Es gingen 25 Schiiler in diese Klasse.

12.6) "Findigkeit”

N _
= /N

| I

12.7)Entdecken einer GesetzméRigkeit:
a) Das 3. Muster enthalt 25 Kreuze; das 4. Muster enthalt 41 Kreuze.
b) Das 6. Muster enthalt (5:5 + 66 = 25 + 36 =) 61 Kreuze.

c) Das 10. Muster enthalt (9-9 + 10-10 = 81 + 100 =) 181 Kreuze.
Siehe Abschnitt 5.7., S. 57

131) a) 2 1 4 - 3 b)38:7 =25
6 4 2 Rest 3

13.2)Verwenden von Variablen, Vorwértsarbeiten:

a) Aus x=3 undy=2 und z=1 folgt xy-(x+2z)=6-4=2
und xy+(x+z)=6+4=10.

b) Ausx=3und y=3 folgt xy=9,wegen xy-(x+z)=0also 9-(3+2)=0,
aiso 3+z=9 und somit z=86.
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Hieraus folgt dann xy+(x+2z)=9+9=18.

c) Aus x=5und z=2 folgt x+z=7.
Wegen xwy + (x + z) = 27 folgt hieraus 5-y + 7 =27, also 5-y =20 und somit
y=4.
Hieraus folgt dann xy-(x+2z)=20-7=13.

d) Aus x=99 und y=1 folgt x-y =99 .und x+z>99.
Wenn xy-(x+z)=99-(x+2z) eine Zahl sein soll, dann kann nur x+z =99
gelten (Hilfsspalte einfGhren!).
Aus x=99 und x+z=99 folgt z=0.
Hieraus folgt dann x-y - (x + y) =99 + 99 =0 und x-y + (x + y) = 99 + 99 = 198.
Proben nicht vergessen!

13.3) Vorwértsarbeiten; Verwenden einer Tabelle:
a) Fur 100 km werden 8 Liter, fur 600 km werden 48 Liter verbraucht.
Probe am Text mit Hilfe der Tabelle!
b) Er kommt 750 km weit,
Siehe Abschnitt 5.2., S. 34

13.4)Folgern aus den gegebenen Bedingungen; Skizze:

Am Ende des 1. Tages (vor dem Abrutschen) hat die Schnecke eine Héhe von 2 m
erreicht.

Jeweils 24 Stunden spéter ist sie 2 m - 1 m = 1 m héher gekommen, bevor sie je-
weils wieder abrutscht.

Also hat sie 5 Tage nach dem Ende des ersten Tages die Héhe von
2m+5-1m=7merreicht.

Sie erreicht somit am 6. Tag die Baumspitze.

(Das folgende Abrutschen in der Nacht ist fur das Ergebnis nicht mehr von
Bedeutung!)

13.5)Entdecken einer GesetzmaRigkeit; "Findigkeit":
a) Das dritte Quadrat einer jeden Zeile und auch das dritte Quadrat einer jeden
Spalte entsteht durch "Uberlagerung" der ersten beiden Quadrate.

Folglich ist das leere Quadrat zu fullen durch n .

b) Das dritte Quadrat einer jeden Spalte entsteht durch "Uberlagerung” der bei-
den ersten Quadrate der Spalte.
Das erste Quadrat einer jeden Zeile entsteht durch “Uberlagerung” des zweiten
und des dritten Quadrats.

]
Folglich ist das leere Quadrat zu fullen durch :
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13.6) Systematisches Ermittein aller méglichen Félle; Entdecken einer Gesetzma-
Rigkeit:

Geldbetragin € | 1 2 34| 5|67 ]8]9]10

Anzahl der Darstellungen| 1 2 |1 3| 5|8 [13|21[34|55]89

Gesetzméligkeit:
Ab der "3" ist jede Zahl gleich der Summe ihrer beiden Vorgénger.

10 € 'lassen sich auf 89 verschiedene Arten als Summe von 1 € -MUnzen

und 2 € -MUnzen darstellen.
Siehe Abschnitt 5.4., S. 46

13.7)Umformulieren der Aufgabe; Zurtckfihren auf eine Hilfsaufgabe, systemati-
sches Ermitteln aller mdglichen Falle:

a)

|
b) ] ] ] ]

[ L | |
c) [ ]

l | | | | | l
d)

|

Siehe Abschnitt 5.8., S. 64

141) a1 1 2 -6 b 77: 9 =38

6 7 2 Rest 5

14.2)Verwenden von Variablen, Vorwértsarbeiten:

a)Aus x=73,y=66und z=19folgt (x -y)z=7-19=133 und 3 (x+y+2)=
3(139 + 19) = 3-158 =474 .

b) Aus x =35 und y =17 folgt x-y =18, Hieraus und aus (x-y)z=90 folgt
18:z=90, also z=5. Folglich gilt 3-(x+y+2z)=3-(52+5)=3-57=171.

c) Aus 3(x+y+2z)=276 folgt (x+y+2z)=92. Wegen x=37 und y =29 folgt
hieraus 66 + z =92 , also z =26 . Hieraus folgt dann (x - y)-z =826 = 208 .
Proben nicht vergessen!
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14.3)Entdecken von GesetzméaRigkeiten:

a) 100 140 190 250 320 400 490 590; (+40, +50, +60, +70,...,+100)
b)10 20 15 30 25 50 45 90 : (jeweils -2, -5 )

c)4 9 18 23 46 51 102 107; (jeweils +5, -2 )

14.4) Vorwértsarbeiten,; Skizze:

Die Innenkante des Plattenwegs bildet ein Rechteck mit den Seitenldngen 34 m und
13 m. (Skizze!)

Der Umfang dieses Rechtecks betragt 2-(34 m + 13 m) = 94 m.

Die Laufstrecke betragt (mindestens - wenn exakt an der Innenkante gelaufen wird)
94 m.

14.5)Entdecken einer GesetzméRigkeit; "Findigkeit":

Es empfiehlt sich, die Zeichnung fur dieser Aufgabe als Projektionsfolie vorzuberei-
ten und die Schraffuren in verschiedene Farben umzusetzen. Eventuell kann man
das Wurfelnetz auch mit den Kindern basteln.

Die Schuler mussen erkennen, dass die jeweils sichtbaren drei Wurfelflachen hin-
sichtlich ihrer gegenseitigen Lage nicht der Anordnung in dem Wourfelnetz wider-
sprechen durfen.

Beim Wiirfel D haben die "leere" Seitenflache und die "waagrecht gestreifte" Seiten-
flache eine gemeinsame Kante, was nach dem Whurfelnetz nicht der Fall sein kann.
Bei allen anderen Waurfeln ist ein solcher Widerspruch nicht festzustellen.

14.6) Vorwértsarbeiten:

In einer Stunde nahern sich die beiden Jungen um 15 km + 10 km = 25 km.
Also haben sie ihren Abstand von 50 km nach zwei Stunden bewaltigt.
Der Junge aus A hat 2-15 km = 30 km zurlckgelegt.

Der Junge aus B hat 2-10 km = 20 km zurlckgelegt.

Probe: 30 km + 20 km = 50 km.

Zur Zusatzaufgabe:

Der Junge aus B erreicht 5 Stunden nach dem Start den Wendepunkt.

In dieser Zeit hat der Junge aus A schon 75 km zurtckgelegt, hat also vom Ruckweg
schon 75 km - 50 km = 25 km geschafft.

Ihr Abstand betragt also jetzt noch 25 km und wird in einer Stunde bewaltigt.

Sie treffen sich 6 Stunden nach dem Start zum zweiten Mal, und zwar 10 km von A
entfernt..

14.7)Verwenden von Variablen; Vorwértsarbeiten:

X y z X+y-z| 3x+(y+2) Ix-(y+z) |y+z | y-z
a) 6| 5 20 9 O 25 11
b) 4| 0@ 00 4 4 12 12 oM
c) 8 1@ 0@ 9 25 23 @D 1M 106

Proben nicht vergessen! Siehe Abschnitt 5.5., S. 51
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1%1) a) 2 1 8 - 3 b)6 2 : 8 =7
6 5 4 Rest 6

15.2)Verwenden von Variablen, Vorwértsarbeiten; Fallunterscheidung:

a) Aus y=0 und x-yz=9 folgt x-0=x=9.

Hieraus folgt dann x -y =9 und wegen (x-y)z=0 folgt hieraus z=0.

b) Aus x=2 und y=1 folgt x-yz=2-1z=2-z2>0.

Folglich kann nur einer der folgenden drei Félle eintreten:

1. z=0,also x-yz=2-10=2 und (x-y)z=(2-1)0=0.
2. z=1,also x-yz=2-11=1und (x-y)z=(2-1)1=1.
3. z=2,also x-yz=2-12=0und (x-y)yz=(2-1)2=2.
Jeder der drei Félle liefert eine Lésung.

Also besitzt unsere Aufgabe 3 Lésungen.

c) Aus y=2und z=2 und x-yz=0 folgt x-y'z=x-4=0,also x=4.
Hieraus wirde (x -y)z=(4-2)2 =2-2 =4 folgen, im Widerspruch zu dem
gegebenen (x-y)z=1.

Also besitzt unsere Aufgabe keine Lésung.

15.3) Vorwértsarbeiten:
Lange des Tennisschlagers: 23 cm - 3 =69 cm.
Netzhéhe: 23cm +69cm=92cm oder 23cm+3-:23cm =423 cm =92 cm.
Das Netz ist 92 cm hoch.

15.4)"Findigkeit™
1 h 20 min = 80 min .

15.5)Verwenden von Variablen und Vorwértsarbeiten, Skizze.
Bezeichnet man die Lage der ersten Teilstrecke mit x und Ubersetzt die
Aufgabe in die Sprache der Gleichungen, dann erhélt man
X+ 3'Xx + 4-x =168

oder zeichnerisch:

, 168 cm N

AN V4

'x[' , ' :x'x'x'x'
X | X x

Die erste Teilstrecke hat eine Lange von 168 cm : 8 = 21 cm.
Die zweite Teilstrecke ist 3 - 21 cm = 63 cm lang.

Die dritte Teilstrecke ist 4 - 21 cm = 84 cm lang.

Probe: 21 cm + 63 cm + 84 cm = 168 cm.
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15.6) "Findigkeit":

a) Genau eine Lésung: — —

b) Beliebig viele Losungen: c) Genau eine Lésung:

15.7)Einfuhren von zweckmaRigen Bezeichnungen und Ubersetzen in die Sprache
der Gleichungen,; "Findigkeit":

a) 3 leere Flaschen.
b) Die linke : Waagschale neigt sich nach unten.
c) Die linke Waagschale neigt sich nach unten.
Siehe Abschnitt 5.1., S. 33 und Abschnitt 5.5., S. 54

16.1) a)

Ol = W —
®|n 2w
Ol g N
o AN
~lo o n
AN AW

16.2)Verwenden von Variablen; Vorwértsarbeiten:
a) Aus x=4, y=7 und z=2 folgt
X+y-z2=4+7-2=9 3Ix+(y+2z)=12+9=21 ,3x-(y+2)=12-9=3.
b) Aus y=8 und z=3 folgt y +z=11 (Hilfsspalte anlegen!).
Aus 3-x-(y +2z)=19 folgtdann 3-x =30 und somit x=10.
Hieraus folgtdann x+y-z=10+8-3=15 und 3x+(y+2z)=30-11=41.
c) Aus x=9 und z=3 und x+y-z=7 folgt 9+y-3=7 also y+6=7 und
somit y=1.
Hieraus folgt dann 3-x+(y+2z)=27+4=31 und 3x-(y+2z)=27-4=23.

16.3) Vorwdrtsarbeiten:
Das Doppelte der gréRten zweistelligen Zahl: 2-99 = 198
198 - 160 = 38
Helmut hat 38 Marken.
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16.4) Systematisches Probieren:
Auf den Tellern liegen 1, 3, 5, 7, 9, 11 Pralinen.
Zusammenstellen von je zwei Tellern wie folgt: 1 und 11; 3und 9; 5und 7.

16.5)Analogie; Verwenden eines Mengendiagrammes:
Die Schuler sollen die Analogie zu den Aufgaben 11.5) und 13.5) erkennen.
Im Unterschied zu diesen Aufgaben ist die Anzahl 120 der Schuler gegeben
und die Anzahl der Schuler, die keine der beiden Fremdsprachen beherrschen,
gesucht,

Es sind 21 Schiiler.
Siehe Abschnitt 5.3., S. 40

16.6) Vorwértsarbeiten:

Der Buchstabe O bezeichnet die Zahl 17 .
Siehe Abschnitt 5.4., S. 50

16.7) Vorwértsarbeiten; systematisches Ermitteln aller méglichen Félle:
Es gibt insgesamt (16-7 =) 112 vierstellige Zahlen, die die gestellten Bedin-

gungen erfullen.
Siehe Abschnitt 5.5., S. 52
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6.2. L6sungen zu den Aufgaben der "Aufgabensammiung"

1)
Die grofte zweistellige Zahl ist 99. Der dritte Teil von 99 ist 33. 33 - 27 = 6.

2) Systematisches Probieren:

Da die Malfolge der 13 kein Lehrplanstoff ist, sind die Schuler auf systematisches Probie-
ren angewiesen.

Vielfache von 13 sind 13, 26, ..., 78, 91, 104,...; wobei nur die Zahl 91 = 7 - 13 zwischen
79 und 97 liegt.

Die gesuchte Zahl ist 7.

3) Vorwértsarbeiten:

Die Schwierigkeit der Aufgabe besteht eigentlich nur darin, die kleinste dreistellige Zahl,
die aus drei verschiedenen Ziffern besteht, zu ermitteln. Es ist (nicht 123, sondern) 102.
Der Rest ist einfach. 102:3=34, 34-18=16, 16-7=112, 112-98=14.

4) Findigkeit:

Hier hilft (nur notfalls!) der Impuls " Ist die neue Summe kleiner oder gré3er als die alte?"
Da der neue Summand um 459 - 326 = 133 groRer ist als der ersetzte (und alle anderen
Summanden unverandert bleiben), muss auch die neue Summe um 133 gréRer sein.

Die neue Summe ist 797 + 133 = 930.

5) Inhaltliches Schlielen, systematisches Probieren:

1. Lésungsweg: Inhaltliches Schlielen

Die Summe der Zahlen von 1 bis 5 ergibt 15. Wenn die Summe der 4 Sternenden 10 er-
gibt, dann muss der Mittelstern eine 5 enthalten. Nun mussen die Sternenden nur noch
so belegt werden, dass die Summe der Zahlen in den gegenuberliegenden Sternen
ebenfalls 5 betragt (2+3 bzw 1+4).

2. Lésungsweg. Systematisches Probieren

In das Mittelfeld werden nacheinander verschiedene Zahlen eingesetzt. Nun kann man
entweder versuchen, auf der Senkrechten (oder Waagerechten) 10 zu erhalten und auf
der andere Linie einzusetzen, was Ubrigbleibt (in der Hoffnung, dass sich auch 10 ergibt),
oder man setzt die verbleibenden Zahlen so ein, dass die Senkrechte und die Waage-
rechte die gleiche Summe (hoffentlich 10) ergeben.

Mit einigem Arbeitsaufwand wird man zu der Feststellung kommen, dass nur mit der 5 im
Mittelfeld eine Lésung zu erzielen ist.

6) Skizzen, Verwenden von zweckméRigen Bezeichnungen:

Fur eine rationelle Lésungsdarstellung “dbersetzen” wir die Aufgabenstellung aus der
Alltagssprache in die “Sprache der Geometrie”.

Einige Kinder verschwenden viel Zeit bei dem Versuch, Haus, Baum usw. zeichnerisch
ansprechend zu gestalten. FUr die Lésung wesentlich sind nur Streckenléngen. Eine Ta-
felskizze sollte deshalb nur Strecken enthalten.

——— | |
H B M v

In Auswertung der gegebenen Bedingungen erhélt man der Reihe nach
BM=319m=57m
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HM=19m+57m=76m
BV=76m+20m=96m.

, 7bm N

A Z /7 9% m N
| i\ | /I
"19m' 57 m ! !
H B M v

Fur den Teil a) gibt es nun zwei Ldsungswege: — —_—
MV erhélt man als Differenz von HV und HM, wobei vorher HV noch als Summe von HB
und BV zu ermitteln ware. Wenn Schuler diesen Lésungsweg vorschlagen, wird man sie
gewahren lassen und nur nachtraglich fragen, ob eine einfachere Losung méglich ist.

Im zweiten Losungsweg erhalt man MV sofort als Differenz von BV und BM, es gilt
MV'=96m-57 m=39m. .

Der erste Lésungsweg ist zur Ermittlung von MV zwar umsténdlicher, liefert aber als Zwi-
schenergebnis gleich die bei b) geforderte Lange von AV mit

AV=HB + BV=115m.

Um méglichst viele Schuler bei der Lésung der Aufgabe aktiv einzubeziehen, lasse man
solche Schuler aus den vorliegenden Ergebnissen die Antwortsédtze formulieren, die bei
der Aufgabenbesprechung nur passiv waren. Wichtig ist, dass die Lésung aus der Spra-
che der Geometrie in die Alltagssprache zurticktibersetzt wird. "Die Strecke MV ist 39 m
lang" ist also als Antwortsatz nicht zu akzeptieren. Wird ein solcher Antwortsatz angebo-
ten, lasse man einen anderen Schuler die Fragestellung noch einmal vorlesen.

7)
Es ist 7-13 = 91, und das Ergebnis der Subtraktion soll 27 + 3-18 = 81 sein. Also ist der
Subtrahend 10, denn 91 - 10 = 81.

8) Fallunterscheidung:
Die Aussage ist falsch. Die natlrlichen Zahlen ab 700 sind nicht kleiner als 700, und die
naturlichen Zahlen von 0 bis 699 sind nicht gréRer als 699.

9)
Lésungen sind das Zahlenpaar (0,0) und das Zahlenpaar (2,2).
Probe: 00 =0 und0+0=0

22 =4 und2+2=4

10

Di; gesuchte Zahl ist0, dennz+0=2z

1)

a) Die Zahl, die um 1 groéRer ist als 364: 365

b) Zahlen, die gréRer sind als 364: 365, 366, 367,...
c¢) Der Nachfolger von 364 : 365

d) Zahlen, die auf 364 folgen: 365, 366, 367

e) Der Vorgénger vom Nachfolger von 364: 364

12) 79+ 78+ 77 +76 = 310
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13) Vorwértsarbeiten (Reihenfolge der Schritte bedeutsam):

80 1180 | 40 | Die gemeinsame Summe betragt (80 + 180 + 40 =) 300.
Von den fehlenden Zahlen muss man zunéchst die 60,

60 1100140 45nn die 100 berechnen.

1160 /20 |120

14) Tabellen

Auch wenn der geringe Schwierigkeitsgrad der Aufgabe es nicht zwingend erfordert, solite
man auf das Festhalten von gegebenen und gesuchten Angaben in einer Tabelle nicht
verzichten:

1. Jahr 21 21
2. Jahr |das Doppelte von 21 42
3. Jahr ? ?
gesamt' 97 97

Nun ist leicht zu erkennen, dass 97 - 42 - 21 = 34 die gesuchte Lésung sein muss. Nicht
vergessen: Probe und einen der Fragestellung entsprechenden Antwortsatz fordern!

18) Vorwértsarbeiten:

63 - 4 = 252, also fahren 252 Schuler zum Wettkampf.

Wenn 252 Schuler auf 6 Busse verteilt werden, sitzen in jedem Bus 252 : 6 = 42 Schiiler.
Die Angabe, dass die Schuler aus 4 verschiedenen Schulen kommen, ist fUr die Losung
UberflUssig.

16) Vorwértsarbeiten:

6-4 =24 (24 Zweige)
24-4=06 (96 Zweiglein)
96 -3 =288

288 Birnen trug der Baum.

17) Vorwaértsarbeiten:

GroRte dreistellige Zahl: 999

Summe der gréfiten ein- und zweistelligen Zahl: 99 + 9 = 108
kleinste dreistellige Zahl mit 3 verschiedenen

Ziffern (siehe Aufg. 3): 102

999 - 7-108 =999 - 756 = 243, 243-102 =141, 141:.3=47

Das Foto ist 47 Jahre alt.

18) Rechenfertigkeiten, Findigkeit:

317 +73-38=86, 7-13 + 37 - 83 =45, also gilt

317 +73-38>7-13+37-83

Wegen der Vertauschbarkeit von Faktoren bzw. Summanden kann man feststellen, dass
137-143+621-71=216-71+7-13-3-14

gilt, ohne beide Terme konkret zu berechnen.

(Der gemeinsame Wert der Terme betragt 104.)

Da 118 - 27 grofer ist als 197 - 18 (und in beiden Termen jeweils der gleiche Wert 7-13
subtrahiert wird), gilt

118 -7-13-27 <197 - 7-13 - 18 . (Durch Ausrechnen erhélt man 0 < 88.)
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In der letzten Teilaufgabe lassen sich mit etwas Aufwand beide Terme berechnen:

42:9 + 3-77 - 187 =378 + 231 - 126 = 483 und

663 + 7-33 - 14-9 = 378 + 231 - 126 = 483,

alsa gilt auch hier das Gleichheitszeichen zwischen beiden Termen:

42:9 + 3-77 - 187 =6-63 + 7-33 - 14-9

Aufmerksame Schuler werden nachtraglich bemerken, dass 42-9 = 6-63, 3-77 = 7-33 und
18-7 = 14-9 gilt. Sehr findige Schuler werden dies vielleicht schon vorher bei 377 und
7-33 erkennen und dann zielgerichtet unter den restlichen Produkten nach Gleichheiten
suchen.

19)
100 - 99 = 1

20) Systematisches Probieren:
a)42 + 9= 51

b) Hier ist es zweckmé&Rig, durch systematisches Probieren die Moglichkeiten zuerst fur
17 - (1 zu bestimmen (0, 1 und 2) und danach den davorstehenden Summanden zu er-
génzen.

Im umgekehrten Fall soliten die Kinder bemerken, dass das beim fehlenden Summanden
beginnende systematische Probieren (0, 1, 2, 3 ... einsetzen) meist keine L&sung liefert,
weil sich selten als fehlender Rest ein Vielfaches von 17 ergibt. Das ist auch der Grund
daflr, dass durch unsystematisches Probieren kaum ein Schuler alle drei Lésungen fin-
den wird.

25 +19+ 34 +17-0+2 = 80
25 +19+17+17-1+2 = 80
25 +19+0 +17-2+2 = 80

21) Vorwaértsarbeiten:

Das Prinzip ist einfach. In jeder Teilaufgabe, wo zwei Zahlen bekannt sind, l&sst sich die
fehlende dritte Zahl durch eine entsprechende Addition oder Subtraktion finden. Dabei hat
man bei a) zu Beginn zwei Startméglichkeiten, bei b) sogar drei.

a) 40 + 57 = 97 b) 139 + 208 = 347
9 + 29 = 38 91 + 87 = 178
31 + 28 = 59 48 + 121 = 169

22) Vorwértsarbeiten (Reihenfolge der Schritte bedeutsam:
Die Aufgabe kann nur "von unten nach oben" geldst werden. Als erstes ergibt sich die

Aufgabe 6 =(5+ [J):2 , daraus ergibt sich fur das untere Leerfeld eine 7. Mit dieser 7
folgt [l =(7+9):2 , indas mittlere Leerfeld muss also die 8. Oben gilt dann
(0=(6+8):2 ,manerhéalt?.
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23) Vorwértsarbeiten:
Far die Schiler naheliegend ist, den Preis eines Umschlags zu ermitteln und dann zu be-
rechnen, wie oft dieser Preis im Gesamtpreis enthalten ist.

250€:5=0,50€. Ein Umschlag kostet 0,50 €.
Zwei Umschlage kosten dann 1 €, also erhalt man fir 12 € 24 Umschlage und fir 12,50 €
25 Umschlége.
Wer erkennt, dass 12,50 € das Fiinffache von 2,50 € ist, kommt noch schneller zum Ziel:
Fur 5 Schutzumschlage bezahlt man 2,50 €, also erhalt man fir funfmal 2,50 € auch
funfmal 5 Umschlage.

24) Tabellen
In der Auswertung dieser Aufgabe kann folgendes Tafelbild entstehen:

November: 30 Tage

SN

Zeit | 3 Tage l 30 Tage

Bartlange | 1 mm | ?

N

In der zehnfachen Zeit ist zu erwarten, dass auch der Bart zehnmal so lang wird.
Der Bart wachst um durchschnittlich 10 mm.

25) Systematisches Probieren:

Der Blumentopf kostet 1 € und die Pflanze kostet 11€.

Anderslautende Lésungen sollen die Schuler selbst durch eine Probe widerlegen.

Eine ausfihrlichere Beschreibung zum Lésen dieses Aufgabentyps findet man im vorheri-
gen Abschnitt 6.1 bei der Besprechung des Aufgabenblattes 10 (Aufgaben 10.2 und
10.3).

26) Tabellen:

Als Hilfsmittel bietet sich eine Tabelle vor allem deshalb an, weil damit beide méglichen
Losungswege verdeutlicht werden kdénnen (2,34 € als Summe von 0,78 € und 1,56
€ oder 2,34 | € | als 6-facher Einzelpreis). Je nachdem, welchen der beiden Wege man
fur das Zwischenergebnis 2,34 € verwendet hat, wird man den anderen Weg als Probe
fur das Zwischenergebnis verwenden.

Inge 2-0,39€ 0,78 €
Anja 4-0,39€ 1,56 €
Summe 6-0,39€ 2,34 €
gegeben 5,00 €
Rickgeld |500€-234€ |2,66¢€

Auch hier muss darauf geachtet werden, dass die Schiler in der Lage sind, aus den vie-
len Angaben in der Tabelle am Ende die fiir den Antwortsatz entscheidende auszuwahlen.

27) Vorwartsarbeiten, Tabellen:

215€+156€:2+9€=46,50¢€, 50 € - 46,50 € = 3,50 €

Herr Wagner bekommt 3,50 € zurtck.

Wie in Aufgabe 26) gezeigt, ist auch hier eine analoge Darstellung der Aufgabe in Tabel-
lenform moglich.
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28) Vorwaértsarbeiten, Tabellen: i
Wegen der Mischung von Einzel- und Gesamtpreisen sollte aus Griinden der Ubersicht-
lichkeit hier keinesfalls auf eine Tabelle verzichtet werden.

Einzelpreis | Gesamtpreis
3 Cola 2,40€ 7,20 €
1 Bier 3,25 € 3,25 €
2 Vorspeisen 4 80 € 9,60 €
4 Hauptgerichte | XXXXXXX 52,56 €
Summe 72,61 €

Ihre Rechnung betrug 72,61 €.

29) Rechenfertigkeiten:

6-200 € + 11-100 € + 5-50 € + 3-2 € = 2556 €.
2556 € hat sie gewonnen.

30)
98 Cent sind nicht durch 3 teilbar.

31) Folgern aus den Bedingungen:

2255m-1415m =840 m
Das Ziel lag 840 m héher als der Start. (Die Angabe der Streckenlange ist eine tberflis-
sige Bedingung.)

32) Tabellen, systematisches Probieren:

Nach der 1. Bedingung muss die Anzahl der Végel um 1 gréRer sein als die Anzahl der
Baume.

Nun kann man systematisch probieren.

Vereinfacht wird dies noch, wenn man erkennt, dass die Anzahl der Végel eine gerade
Zahl sein muss, da sie sich paarweise (ohne Rest) setzen kénnen.

Baume | Vogel Vogelpaare Auswertung (Bdume und Paare)
1 2 1 alle Badume belegt
3 4 2 1 Baum frei
5 6 3 2 Baume frei
7 8 4 3 Baume frei

Es sind 3 Baume und 4 Végel, weil nur in diesem Fall 1 Baum ohne Vogelpaar ist.

33) ZweckméBige Bezeichnungen:

Beteiligt: F, P, R und K

Angaben zur Reihenfolge:

Sieger < P <F, —\

F=P+10s Sieger<P <K<F
K=P+4s /

Der Sieger muss Ralf sein. Er war 5 s schneller als Petra.
Die Zeiten sind in Reihenfolge:

Ralf: 0:58, Petra:1:03, Karin: 1:07, Frank: 1:13.
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34) Folgern aus den Bedingungen:

Ein Spiel dauert mit Halbzeitpause 20 min + 10 min + 20 min = 50 min.

Drei Spiele dauern 150 min.

Dazwischen liegen 2 Pausen mit je 15 min, also ingesamt 30 min Pause.

Das letzte Spiel ist 150 min + 30 min = 180 min (bzw 3 h) nach Turnierbeginn zu Ende
3 Stunden nach 14 Uhr ist es 17 Uhr.

Das letzte Spiel endet 17 Uhr.

35) Folgern aus den Bedingungen:

1 Arbeiter schafft in 1 Stunde 10 Sacke, dann schafft er in 2 Stunden 20 Séacke.
In dieser Zeit schafft die Maschine 400 Sacke, also das Zwanzigfache.
Sie verrichtet die Arbeit von 20 Arbeitern.

36) Folgern aus den Bedingungen:

Er muss jede der Anzahlen 1, 2, 3, 4, 5 genau einmal verwenden, also hat er
1+2+3+4+5 =15 Patronen bei sich.

37) Verwenden zweckmaBiger Bezeichnungen, Analogie:
Mein Vater ist 42 Jahre alt.

Er ist zwei Jahre &lter als meine Mutter. Also: M =40
Meine Mutter ist doppelt so alt wie mein
Bruder und ich zusammen. Also: U+ B =40:2=20

Ich bin zwei Jahre junger als mein Bruder. Also: U=B-2
U + B =20 und U = B - 2 wird nur erfullt, wenn U =9 und B = 11 gilt.
[Vergleiche Aufgabe 25) und die Aufgaben 10.2) und 10.3) der Aufgabenbléatter]

38) Problemtransformation:

Die Aufgabe kann umgewandelt werden:
Auf wie viele Arten lassen sich 12, 13 und 14 als Produkt zweier Faktoren darstellen ?

a) 3 Maglichkeiten (12-1, 6-2, 4-3)
Vertauschen der Faktoren bringt keine neue Form !

b) 1 Méglichkeit (13-1)
c) 2 Mdglichkeiten (14-1, 7-2)

39) Findigkei:
zwei Dreiecke zwei Rechtecke ein Dreieck und ein Viereck ein Dreieck und ein Fiinfeck
40)

36 cm : 4 = 9 cm. Eine Quadratseite ist 9 cm lang.

41) Vorwértsarbeiten:

275 mm + 2:45 mm = 150 mm + 90 mm = 240 mm
240 mm =24 cm
Die Summe aller Seiten betragt 24 cm.
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42)
a) Rechteck
b) 4 Dreiecke

43) Rdckwartsarbeiten:

Es ist zwar in dieser Aufgabe nicht unbedingt notwendig, die Strategie des Ruckwartsar-
beitens anzuwenden, aber es ist méglich. Da es in Klasse 3 wenig Aufgaben gibt, mit de-
nen man diese Strategie den Schulern vermitteln kann, sollte man jede sich bietende
Chance nutzen. Unser Impuls lautet:

- Woraus lie3e sich die Anzahl der fehlenden Wurfel ermittein?
[Aus den Anzahlen in dem groRen Wurfel und in der Restfigur]

- Wie lassen sich diese Anzahlen leicht bestimmen?
[schichtenweises Abzéahlen]

Der grofie Wurfel hat 3 Schichten mit je 9 kleinen Wurfeln, also 27 Wurfel.
Die Restfigur besteht aus 9 + 1 + 1 = 11 Wrfeln.

27 -11 =16.

16 Wiirfel fehlen zum groRen Wurfel.

44) Findigkeit:
Unméglich. Das Netz hat nur 5 Flachen.

45) Systematisches Probieren, Rickfihrung auf Hilfsaufgabe:

Es gibt eine grofle Anzahl méglicher Eintragungen.
Wenn man die ersten 4 Kreuze "im Block" in eine Ecke setzt, sind auf einen Schiag 2
Zeilen und 2 Spalten mit der erlaubten Kastchenzahl belegt. (Abb. 1)

Abb. 1 Abb. 2 bb. 3

Das Problem reduziert sich damit auf die Hilfsaufgabe:

"Trage 6 Kreuze in ein 3x3-Quadrat so ein, dass in jeder Zeile und Spalte zwei Kéastchen
angekreuzt sind!"

Zu dieser Hilfsaufgabe gibt es eine noch einfachere Hilfsaufgabe:

Wenn 2 von 3 Kastchen einer Zeile/Spalte angekreuzt sein sollen, muss genau ein Feld
der Zeile/Spalte frei bleiben.

Eine mégliche Lésung dieser Hilfsaufgabe zeigt Abb. 2.

Das Prinzip funktioniert auch dann noch, wenn die ersten vier Kreuze nicht im Block, son-
dern in einem gréReren Rechteck gesetzt werden (Abb. 3).

46) Fallunterscheidung:

An der Zehnerstelle steht die 5 bei den Zahlen 50, 51, ..., 59, also 10 mal.
An der Einerstelle steht die 5 bei den Zahlen 5, 15, ..., 95, also 10 mal.
Die 5 wird 20 mal geschrieben.

47) Systematisches Probieren:

11,12, 13; 21, 22, 23; 31, 32, 33
Es sind 9 Zahlen
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48) Systematisches Probieren, Erkennen einer GesetzmaRigkeit, Findigkeit:

Von M ausgehend erreicht man irgendein X auf insgesamt 1 + 2 + 1 = 4 Wegen. Um dies
zu verdeutlichen, wurde an jedem Knotenpunkt notiert, auf wie vielen Wegen er zu errei-
chen ist.

Bei dem Wort GRIT erreicht man von Gaus auf (1 +3+3+1 =) 8 WegeneinT.

Begabte Schuler erkennen vielleicht, dass die Anzahl der an einem beliebigen Knoten-
punkt ankommenden Wege gleich der Summe der Anzahlen von dort ist, wo diese Wege
herkommen (bei GRIT fett markiertes Beispiel: 2 + 1 = 3)

Besondere Findigkeit beweisen die Schuler, die bei dem Wort TAT erkennen, dass es au-
Rer den 4 Wegen wie bei MAX auch die gleichen 4 Wege in der entgegengesetzten
Richtung gibt, und dass das Wort TAT auch in der unteren Reihe (Beispiel fett hervorge-
hoben) an zwei Stellen entsteht (und ebenfalls jeweils vorwérts und rickwarts gelesen
werden kann). Man kann lesen:

MAX:4mal GRIT:8mal TAT: 12 mal

49) Findigkeit:

Die Aufgabe ist rechnerisch anspruchslos, fuhrt aber durch oberflachliche Betrachtung
sehr hdufig zu falschen Antworten.

Wenn Marie drei Brider und zwei Schwestern hat, gibt es in der Familie mit ihr 3 Mad-
chen und 3 Jungen. Ihr Bruder hat dann also noch zwei Brider und drei Schwestern.

50) Systematisches Probieren, Tabellen:

Wenn der Junge so viel Schwestern wie Bruder hat, sind es mit ihm 1 Junge mehr als
Méadchen.

Nun werden in einer Tabelle der Reihe nach die Mdglichkeiten dafir erfasst.

1 Madchen hat dann:

Jungen Madchen |Schwestern| Brider S=B:27?
2 1 0 2 nein
3 2 1 3 nein
4 3 2 4 ja
5 4 3 5 nein

a) Die Familie hat 7 Kinder.
b) Es sind 4 Jungen und 3 Madchen.

51) Fallunterscheidung, zweckméRige Bezeichnung:

Zur Veranschaulichung der méglichen Sitzordnungen verwenden wir gunstigerweise die
Anfangsbuchstaben. Da B direkt neben G sitzt, sind (bis auf das Vertauschen der Reihen-
folge) folgende Fé&fle méglich:
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Fall 1: Fall 2: Fall 3:
BG____ _BG__ ___BG

Fall 1 und Fall 3 entfallen, weil M und T jeweils Sitznachbarn waren.
Ubrig bleibt Fall 2: __ B G__

Weil T nicht neben G sitzt, muss T neben Bsitzen: T B G __
Die Mutter kann nur auf dem freien Platz neben dem GroRvater sitzen.

52) Findigkeit:

53) Entdecken von GesetzméRigkeiten:

Die Summe der Zahlen in jeder Zeile, jeder Spalte und sogar in jeder Diagonalen ist
gleich. .

Alle Zahlen von 1 bis 9 wurden genau einmal verwendet.

54) Folgern aus den Bedingungen:

Da der Bauer zu jeder Tierart die gleiche Angabe macht, liegt die Vermutung nahe, dass
alle drei Anzahlen gleich sind.

"Alle bis auf vier " bedeutet also, dass die vier Tiere aus den beiden gerade nicht genann-
ten Tierarten sind und deshalb jede Tierart zweimal vertreten ist.

Er hat insgesamt 6 Tiere (2 Pferde, 2 Rinder, 2 Schafe).

55) Mengendiagramme:

5 ||

Nach den Bedingungen durfen es nur 6 - 2 = 4 Madchen sein, die hakeln oder stricken
kénnen. Das ist nur méglich, wenn 2 Madchen beides beherrschen.

56) Vorwértsarbeiten (Reihenfolge der Schritte bedeutsam:)

Der angegebenen Rechenvorschrift folgend, erreicht man nur ein Ergebnis (33 als Mittel-
wert von 29 und 37) auf direktem Wege.

Fur die folgenden Ergebnisse sind jeweils umgekehrte Uberlegungen erforderlich, wie z..
B. : 37 ist der Mittelwert von 41 und ???.
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@3]  [a1]
2] 7] [a5]
25] (3] [arl [a8]

57) Systematisches Probieren, Hilfsaufgabe:
Man kommt sicher in Klasse 3 beim Lésen dieser Aufgabe an systematischem Probieren
nicht vorbei, kann aber durch geeignete Impulse den Aufwand verringern:

- Wie laRt sich diese Aufgabe vereinfachen?

° Was passiert, wenn man einen Summanden BBB weglasst?
[Die Summe andert sich in A 000 ]

A
B BB
BBB
BBB

=A0O00O0
In dieser einfacheren Hilfsaufgabe erkennt man schnell, dass AOOO héchstens 3000 sein
kann, weil BBB héchstens 999 ist.
Also kommen fur A nur 1, 2 oder 3 in Frage.
Tatsachlich liefern alle drei Félle eine Lésung.
Fur A =1 muss 3 - B = 999 gelten, also ist die Ziffer B = 3.
Fur A = 2 ergibt sich B =6 und fur A = 3 entsprechend B=9
Die gesuchten Rechenaufgaben lauten damit:

+ + +

1 2 3
+333 + 666 + 9 9 9  Die Vermutung liegt nahe, die Lésungen
+333 + 666 + 9 9 9 unmittelbar auf den Aufgabenteil b) zu
+ 333 + 666 + 9 9 9  Ubertragen. Tatsachlich ergeben sich dabei
+333 + 666 + 9 9 9 diegleichen Paare (A;B) wie im Teil A.
1333 2666 3999 (Probel

58) Vorwdrtsarbeiten (Reihenfolge der Schritte bedeutsam):

Fur den Einstieg in die Aufgabe sind zwei Hurden aufgebaut.
Man muss mit der 4. Gleichung beginnen und zunéchst E = 2 berechnen.
Mit diesem Wissen lasst sich aber keine weitere Zahl ermittein.

- In welcher Gleichung kommen méglichst wenige verschiedene Buchstaben vor?

[In Gleichung 2 treten nur K und N auf.]
Aus K - N = K ergeben sich zun&chst 2 Moglichkeiten: N = 1 oder K = 0 (und N beliebig).
Wenn die Schuler nicht auf diese zweite Méglichkeit kommen, sollte man sie darauf auf-
merksam machen und fragen, ob K = 0 nach den ubrigen Bedingungen maéglich sein
kann. (K darf nicht O sein, weil die 6. Gleichung dann O statt 540 liefern wurde.)
Jetzt sind die schwierigsten Hurden genommen. Mit E = 2 und N = 1 liefert die erste Glei-
chung K = 5, damit die 3. Gleichung B = 9, jetzt die funfte Gleichung L = 6.
Das Produkt K - N - B- E- L - N ist bereits 540, so dass fur den noch
fehlenden Faktor O = 1 gelten muss.
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59) Vorwértsarbeiten (Reihenfolge der Schritte bedeutsam):

L+L=K (2.) K=6
N-L=K (3.) N=9
E+E+E=B (5.) B=54
E: K=1 (4.) E=18
L+L+L=09 (1.)L=3
K+N+O+B+E+L+N = 850

Die Variablen L, K, N, E und B lassen sich in dieser Reihenfolge ermitteln.
Es gilt6 + 9 + 54 + 18 + 3 + 9 = 99, der fehlende Summand O ist also 850 - 99 = 751.

0 =751.

60) Systematisches Probieren:

1 a b c ab-c a+b+c
0 0 0 0 0 ab-c =at+b+c
0 0 | c0 0 c ab-c=0und a+b+c >0
1 1 1 1 3 a-b-cistum 2 kleiner als a+b+c
1 1 2 2 4 a-b-cist um 2 kleiner als a+b+c
1 1 3 3 5 a-b-cistum 2 kleiner als a+b+c
1 2 2 4 5 a-b-cistum 1 kleiner als a+b+c
1 2 3 6 6 ab-c =at+b+c
1 2 4 8 7 a-b-cwird um 1 gréfer als at+b+c
2 2 2 8 6 ab-c>atb+c
2 2 3 12 7 abc>atb+c

Es ist zu erkennen, dass mit wachsendem a das Produkt deutlich gréRer wird als die

Summe.
Die gefundenen Mdglichkeiten sind:

0:0-0 =0+0+0 und 1-2:3=1+2+3

61) Systematisches Probieren:

a) Es ist moglich, z.B., wenn ein Faktor Null ist.

b) 6 Moglichkeiten: (0,1), (0,2), (0,3), (1,2), (1,3), (2,3)
C)

Zahlenpaar | Produkt | Summe | Produkt kleiner als Summe ? (i/n)

|
(0, 1) | O | 1 | ja
(0,2) | 0 | 2 | ja
(0,3) | O | 3 | ja
(1,2) | 2 | 3 | ja
(1,3) | 3 | 4 | ja
(2,3) | 6 | 5 | nein

62) Systematisches Probieren, Vorwértsarbeiten:
Zum Ermitteln aller Méglichkeiten werden die Zahlen 4, 8, 12, 28, 32, 36 der Reihe nach
an ein und der selben Stelle eingesetzt (unten fett gekennzeichnet) und die sich daraus
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ergebenden ubrigen Eintragungen ergénzt. Der Vorgang wird bei einer ungultigen Eintra-
gung (doppelte Verwendung einer Zahl oder eine nicht erlaubte Zahl) abgebrochen und
der Abbruch mit Ausrufungszeichen markiert.

16 |12 |32 16 28 16 24! 16 |36 | 8 16 4 16 11(0)
36 |20 | 4 20 | 8 20 |12 12 |20 |28 20 {32 20 |36
8 |28 |24 12 |24!|24 24 32 |4 |24 36 | 1(0) 24 24

Man findet 2 mégliche Eintragungen, die allerdings zueinander symmetrisch sind bezug-
lich der vorgegebenen Diagonalen:

16 [12 |32 16 |36 | 8
36 |20 | 4 12 |20 |28
8 |28 |24 3224 |24
63) Hilfsaufgabe:

Die Summe der 4 Zahlen betragt 104.

Um 0 zu erhalten, sind als Hilfsaufgabe die Zahlen so zu ordnen, dass man zwei Paare
mit der Summe 52 erhalt.

Dies sind die Paare (40, 12) und (29, 23).

Esgilt40+12-29-23(=52-52)=0

Eine Anordnung in anderer Reihenfolge ist méglich. Man muss in Klasse 3 jedoch darauf
achten, dass dabei keine negativen Zwischenergebnisse entstehen, wie dies bei

40 - 29 - 23 + 12 der Fall wére.

Es ist deshalb gunstig, mit der Addition zu beginnen und erst am Ende zu subtrahieren.

64) Hilfsaufgabe:

Die Summe der Zahlen 9,7,6, 5, 3, 2, 1, 0 betragt 33.

Um 24 zu erhalten, mussen drei Summanden gestrichen werden, deren Summe 9 betragt.
Das sind :

7+2+0, 6+3+0 6+2+1 5+3+1.

Es gibt also 4 Moglichkeiten zum geforderten Streichen dreier Summanden.

65) Findigkeit:
a)575 = 585; b) 999 =1001; c) 10001 = 10101, d) 12921= 13031,

66) Folgern aus der Bedingungen, systematisches Probieren:

Aus den Bedingungen folgt, dass die Zahl an der Zehnerstelle gerade und kleiner als 4
ist. Damit steht dort eine 2.

Durch 3 teilbare Zahlen zwischen 20 und 29 sind: 21, 24 und 27. Von diesen besteht nur
die 24 aus zwei geraden Zahlen

Probe: 2 und 4 sind gerade. 24 ist durch 3 teilbar.
Katrins Hausnummer ist 24..

67) Folgern aus der Bedingungen, Fallunterscheidung:

In zwei Quartetten fehlen mindestens je eine und héchstens je drei Karten.
Es kénnen also 2 bis 6 Karten fehlen.

Damit sind noch 30, 29, 28, 27 oder 26 Karten vorhanden.
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68) Systematisches Probieren , Tabelle:

jetzt nachstes Jahr:
Sabine| Jan Sabine Jan 3-faches Alter?
1 11 2 12 n
2 12 3 13 n
3 13 4 14 n
4 14 5 15 j
5 15 6 16 n

In einem Jahr ist Sabine 5 und Jan 15 Jahre alt.
Also muss der Antwortsatz lauten:
Jetzt sind sie 4 bzw. 14 Jahre alt.

69) Vorwértsarbeiten:

Der dritte Teil von 360 ist 120.

Es sind noch 120 Bucher da, also wurden 360 - 120 = 240 Bucher ausgeliehen. Wenn
man jeweils einen der Leser mit einem Buch und einen der Leser mit 2 Blchern zusam-
men betrachtet, haben jeweils 2 Leser 3 Bucher ausgeliehen.

Wegen 240 : 3 = 80 ist dies 80 mal geschehen.

Es haben also je 80 Leser ein Buch geliehen, und weitere 80 Leser haben je zwei Blcher

ausgeliehen.
Probe: 80 + 2 - 80 =240
360 - 240 =120,

120 ist der dritte Teil von 360.
160 Personen haben Bucher ausgeliehen.

70) Vorwértsarbeiten:

Wenn aus jedem Vorlauf zwei Laufer in den Endlauf kommen, stammen die 8 Endlaufteil-
nehmer aus vier Vorlaufen.

Dort starteten also 8 - 4 = 32 Sportler.

71) Vorwértsarbeiten:

Wenn von 28 Spielen 4 Spiele unentschieden endeten, dann wurden die restlichen 24
Spiele gewonnen oder verloren.

Ein Viertel der 24 Spiele (also 6 Spiele) wurde verloren und drei Viertel (dreimal so viel)
gewonnen.

Die Mannschaft gewann (3 - 6 =) 18 Spiele.

72) Systematisches Probieren; Tabelle:
rlw]| s | Summe | Rote und weille Balle zusammen gibt es 1+ 7 oder 2 + 14

11717 15 oder 3 + 21 ... |, aber bereits 2 + 14 = 16 Balle sind zuviel.

21141 7 >15 Also waren es 1 + 7 = 8 Bélle mit den Farben rot oder weil3.

Die Anzahl der restlichen schwarzen Bille ist (15-8=)7 .

73) Vorwértsarbeiten:

22 - 45 =9000

9000 - 3 = 27000

In der Stadt wohnen rund 27000 Einwohner.
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74) Vorwértsarbeiten:

Hatte Paul die fehlenden 80 Cent noch bekommen, dann wirde das Geld (mit den 30
Cent) gereicht haben.

Also kostet eine Kugel 30 Cent + 80 Cent = 1,10 €.

Paul hatte 3-1,10 € + 0,30 € = 3,60 €.

75) Systematisches Probieren, Folgern aus den Bedingungen:

Die einzige Mdglichkeit, die Zahl 7 als Summe mehrerer Zahlen 2 und/oder 3 zu erhalten,
ist 2+ 2 + 3. Dies erkennt man durch systematisches Probieren oder durch inhaltliche
Uberlegungen (weil 7 ungerade ist, muss der Summand 3 enthalten sein, und zwar in ei-
ner ungeraden Anzahl).

Dreimal oder mehr kann die 3 nicht vorhanden sein, also gibt es genau einen Summan-
den 3.

Herr Miller hat drei Kinder, davon sind zwei jlinger als 14 Jahre.

76) Analogie zu den Aufgaben 10.3) und 11.3):
Peter bekommt 60 € und Paul bekommt 80 €.

77) Vorwirtsarbeiten:

1. Ruckgabe:

30 - 0,30 € = 9 € Pfandgeld. Das reicht fir 10 Flaschen (8,50 €).

Laut Aufgabentext wird das Restgeld (hier 0,60 DM) beim néchsten Kauf nicht wieder ein-
gesetzt.

2. Ruckgabe:
10 - 0,30 € = 3,00 € Pfandgeld. Das reicht fur 3 Flaschen (2,55 €).

3. Ruckgabe:
3-0,30 € = 0,90 € Pfandgeld. Das reicht fur 1 Flaschen (0,85 €).
Vom Pfand der letzten Flasche kann er keine neue Flasche mehr kaufen.

Da er stets ohne Geld kam, bleiben ihm beim letzten Mal genau diese 0,30 € als Rest.
Er kaufte vom Pfandgeld insgesamt 10 + 3 + 1 = 14 Flaschen.

78) Verwenden von Skizzen:

Mit drei Schnitten erhalt man vier Stiicke (Skizze !).
Also war der Balken (4 - 30 cm =) 120 cm lang.

79) Vorwiértsarbeiten:
Es ist muhselig, die Zahl der Ein- und Aussteiger standig im Wechsel zu addieren bzw. zu
subtrahieren. Besser ist es, Ein- und Aussteiger getrennt zu erfassen:

Einsteiger: Aussteiger:
(ohne Ottenheim)

375

+247

+339 144

+14 2 +25656

+ 42 2 +126

165625 525 Differenz: 1525 - 525 = 1000

Wenn in Ottenheim niemand ausgestiegen ware, dann waren in Linz 1000 Personen an-
gekommen.
Da nur 820 ankamen, mussen in Ottenheim 180 Personen ausgestiegen sein.
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80)

Beginn:  7.15 Uhr

Arbeiten: 13 min Beladen, 38 min Hinfahrt, 16 min Entladen, 38 min Ruckfahrt, 13 min
Beladen, 38 min Hinfahrt

Dauer aller Arbeiten bis dahin: 156 min =2 h 36 min

2 h 36 min nach 7.15 Uhr ist es 9. 51 Uhr.

9.51 Uhr trifft der LKW mit der zweiten Ladung auf der Baustelle ein.

81) Verwenden von Skizzen:
2 m

42m-2m-2m-2m=36m.
Zwischen 3 Pfeilern sind 2 Zwischenrdume.

3BmMm:2=18m.
Die Abstédnde zwischen 2 Pfeilern betragen je 18 m.

5|

82)
a)écm b) Rechteck

83)
Trapez

84) Systematisches Probieren:
a) b}

c}
—8 g g
. h h oder
! i i h
_—
k k i k
f]

e]X
Y A W, ’
T 70

-

85)

Grit ist im Unrecht.

Es kann kein Quadrat gewesen sein, denn dann héatten alle vier Schuler recht (jedes
Quadrat ist auch ein Rechteck, jedes Rechteck auch ein Parallelogramm und jedes Paral-
lelogramm auch ein Trapez.)

An der Tafel muss ein Rechteck (welches kein Quadrat ist) stehen. Nur dann kénnen die
Ubrigen drei Aussagen wahr sein.

86) Systematisches Probieren:

Um systematisch alle Méglicheiten einer Zerlegung des Rechtecks in Quadrate zu finden,
verwenden wir folgendes Ordnungsprinzip, das aus drei Teilprinzipien besteht, die in ei-
ner festgelegten Reihenfolge anzuwenden sind:

"GroReres Quadrat vor kleinerem Quadrat”; "links vor rechts”; "unten vor oben”.

Das grofte Quadrat, das in das Rechteck hineinpasst, hat die Seitenlange 5 cm. Wir le-
gen es "links (unten)" in das Rechteck.
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Das groRte Quadrat, das nun noch in den restlichen Teil des Rechteck hineinpasst, hat
die Seitenlange 2 cm . (Dieser restliche Teil ist selbst ein Rechteck, das 5 cm lang und
2 cm breit ist.) Man kann genau 2 derartige Quadrate unterbringen.

Der nun noch verbliebene Teil lasst sich nur mit zwei Quadraten mit der Seitenlange 1 cm
fallen.

Auf diese Weise haben wir eine Zerlegung des Rechtecks in (1 + 2 + 2 =) 5 Quadrate
gefunden.

Unser Ordnungsprinzip liefert uns 2 verschiedene Moglichkeiten fur diese Zerlegung.

Alle weiteren Zerlegungen in 5 Qua- |
drate sind zu einer der nebenstehend
angegebenen Zerlegungen symme-
trisch.

Unserem Ordnungsprinzip folgend fullen
wir nun das verbliebene Restrechteck
mit nur einem Quadrat mit der Seiten-
lange 2 cm und mit 6 Quadraten mit
der Seitenlange 1 cm.

So erhalten wir die nebenstehend an- |
gegebenen 2 verschiedenen Moglichkeiten, das Rechteck in 8 Quadrate zu zerlegen.
Nun fullen wir das Rechteck zunachst mit einem "links unten" liegenden Quadrat mit der
Seitenlange 4 cm. Wir erkennen, dass sich in dem verbliebenen Teil des Rechtecks nur
genau ein Quadrat mit der Seitenldnge 3 cm unterbringen lasst, das wir "(links) unten"
postieren.

Unser Ordnungsprinzip liefert uns dann folgende 4 verschiedenen Mdglichkeiten, das
Rechteck in 9 Quadrate zu zerlegen:

RN | || | 1] | 1]

Nun legen wir ein Quadrat mit der Seitenléange 3 cm "links un-
ten" in das Rechteck und erkennen, dass sich noch genau ein
weiteres derartiges Quadrat in dem Rechteck unterbringen
lasst, und zwar in 6 unterschiedlichen Positionen, von denen
nur die nebenstehend angegebene weniger als 10 Quadrate
liefert. In diesem Fall lassen sich in den restlichen Teil des Rechtecks dann noch genau 4
Quadrate mit der Seitenldnge 2 cm auf genau eine Weise unterbringen, und es bleibt
dann noch Platz fur genau ein Quadrat mit der Seitenlange 1 cm.

So haben wir herausgefunden, dass es genau 1 Méglichkeit gibt, das Rechteck in 7
Quadrate zu zerlegen.

Da wir systematisch vorgegangen sind, haben wir auch gezeigt, dass es keine Maglich-
keit gibt, das Rechteck in 6 Quadrate zu zerlegen.

87)

a) Es sind 6 Flachen mit je 9 kleinen Quadraten, also besteht die Oberflache des groRen
Wourfels aus 54 kleinen Quadraten.
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b) Da der Wurfel 8 Ecken hat, werden 8 von 27 kleinen Wurfeln entfernt.
Der Restkorper besteht aus19 kleinen Wiirfeln.
Die Oberflache bleibt bei 54 kleinen Quadraten, weil jeweils statt dreier
weggenommener sichtbarer Flachen drei bisher im Inneren liegende Flachen zur
Oberflache dazukommen.

88) Skizzen:

Ohne die obere Deckflache sind noch 24 Quadrate an 4 Seitenflachen zu sehen.
Also stehen (24 : 4 =) 6 Wiirfel Ubereinander.
(Raumliche Skizze oder Modell zur Auswertung zeigen!)

89) Systematisches Probieren

Es gibt (auBer Vertauschen der Reihenfolge) nur 2 Méglichkeiten:
8+8+8+8+10=42

8+8+8+9+9=42

90) Systematisches Probieren:

Wir verwenden das folgende Ordnungsprinzip:

"GréRerer Summand vor kleinerem Summanden”.

24 =10+10+4 =10+9+5=10+8+6 =10+7+7
=9+9+6 =9+8+7
=8+8+8

Es gibt 7 Mdglichkeiten.

91)

SOV AIMSIAS

v|& v|v|¢ v|% o/ Man untersuche systematisch alle 7 "Doppelzeilen”,
v/e s ¢ ¢ ¢ v welche derin ihnen jeweils vorkommenden

A 3¢ 4 v el 7 Quadrate die geforderte Bedingung
v&iavivisias erfillen.

velselavve Esgibt(1+2+1+2+2+2+2=)12Lésungen.
AdeAvieney

vaevaalea

92) Systematisches Probieren; zweckméRige Bezeichnungen,; Problemtransformation:

Kurzt man die 6 Eissorten durch die Anfangsbuchstaben A, B, E, H, S, V ab, dann gibt
es die folgenden lexikographisch geordneten Zusammenstellungen von 4 Eissorten:
ABEH, ABES, ABEV, ABHS, ABHV, ABSV, AEHS, ..., BHSV, EHSV .

Die Lésung lasst sich durch folgende Problemtransformation wesentlich vereinfachen:
"Wenn man 4 von 6 Sorten auswahlt, muss man 2 von 6 Sorten weglassen. Wieviel Mog-
lichkeiten gibt es dafur ?"

Aus den Eissorten A, B, E, H, S, V kann man jeweils folgende Paare weglassen:

AB, AE, AH, AS, AV; BE, BH,BS,BV; EH, ES,EV, HS, HV, SV

Es gibt also (6 + 4 + 3 + 2 + 1 =) 15 Moglichkeiten, 2 von 6 Sorten wegzulassen und
damit auch 15 Méglichkeiten, 4 von 6 Sorten auszuwahlen.

Petra muss daher 15 Tage in die Eisdiele gehen.
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93) Systematisches Probieren; lexikographisches Ordnen:

ABRT ABTR ARBT ARTB ATBR ATRB
BART BATR BRAT BRTA BTAR BTRA
RABT RATB RBAT RBTA RTAB RTBA
TABR TARB TBAR TBRA TRAB TRBA

Es entstehen 24 "Worter".
"BART" steht an 7. Stelle, und "TRAB" an 23. Stelle.

94) Systematisches Probieren, Verwenden von Hilfsaufgaben:

Die Lésung der analogen Aufgabe 6.4) dient als Hilfe.
Wir erhalten 4 + 3 + 2 + 1 = 10 Paare.
10 mal klingen die Gléaser.

95) Folgern aus gegebenen Bedingungen, systematisches Probieren:

Da die vierstellige Zahi gerade sein soll, kann am Ende nur die 4 oder die 6 stehen.

In beiden Féllen kénnen die drei Ziffern davor in 6 verschiedenen Reihenfolgen angeord-
net werden.

Es gibt also 12 Zahlen, die die gestellten Bedingungen erfullen:

(3564, 3654, 5364, 5634, 6354, 6534, 3456, 3546, 4356, 4536, 5346, 5436)

96)
o olo coloo
% o | % olo o
Ole @ [ 3N J [ 3X J [ ]
o |8 8] &% © ® .°.§§ °O§§
88 [ I ] [ ] ° ®
o o

97) Folgern aus gegebenen Bedingungen:

Anja und Joérg (auf gleicher Etage) wohnen héher als Michael, aber tiefer als Peter, und
damit in der mittleren Etage.

Ines und Michael wohnen also in der unteren Etage.

Dann kénnen Sven und Peter nur oben wohnen.

Anja hat in ihrer Etage die linke Seite, Michael in seiner Etage die rechte Seite.

Da Anja und Peter nicht auf einer Seite wohnen, wohnt Peter oben rechts und damit Sven

oben links.

4 Y

l Sven | I Peter l

I Anja l [ Jirg l

I Ines I l Michael l

Probe am Text nicht vergessen!

98) Findigkeit:
Die neu gelegten Rechenaufgaben lauten:
3+9=12; 7-1=6; 8-6=2; 4-2=2.
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99) Entdecken von GesetzméRigkeiten:
Vgl. die Losung in Abschnitt 5.7.

a) 594 ,495 ,495 .

b) 768,198 ,792 ,693 ,594 ,495 .

¢) Jede solche Zahlenfolge fuhrt spatestens nach dem 5. Glied zur Zahl 495, die sich
dann stets wiederholt.

100) Fallunterscheidung, Findigkeit:

Es werden links und rechts je 2 Wurfel aufgelegt.

Fall 1: Es herrscht Gleichgewicht. Der schwerere Wurfel ist der nicht gewogene 5. Wrfel.
Fall 2. Eine Seite ist schwerer. Diese beiden Wurfel werden in der 2. Wagung verglichen.

101) Vorwaértsarbeiten, Fallunterscheidung, systematisches Probieren:

Wegen 15=15-1=5-3=3-5=1-15 folgtaus (x-y)z=15,dass (x-y)bzw. z nurdie
vier angegebenen Werte annehmen kann.

In jedem dieser méglichen Falle setzt man nun fur y der Reihe nach 0, 1, 2, ... ein.

Dann berechnet man zunachst das zugehdrige x, dann das zugehorige y-z und schlief3lich
(x - y-z).

Dabei ist es gunstig, die Tabelle um die Hilfsspalten (x - y) und y-z zu erganzen.

X y z X-yz | (x-y)z X-Y y-z
153 0@ 10 15 1506) | 15(M 0M
16 1 " 15 " " 1
17 2 " 15 " " 2
" 15 15

15+n n 1 15 " 15 n

5 0 3 5 15 5 0
6 1 " 3 " " 3

7 2 " 1 " " 6

8 3 3 n.l. 15 5 9

3 0 5 3 15 3 0

4 1 5 n.l. 15 3 5

1 0 15 1 15 1 0

2 1 15 n.l. 15 1 15

Wenn man mit dem Fall z=1 beginnt, findet man sofort die Antwort:

Es gibt unendlich viele Lésungen.

Beginnt man jedoch mit z = 15, dann kann die falsche Vermutung auftreten, dass es im-
mer nur eine begrenzte Anzahl von Lésungen gibt.

Deshalb ist die Vollstandigkeit der Fallunterscheidung fur mégliche Werte von x beson-
ders wichtig.
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102) Vorwaértsarbeiten; Reihenfolge der Schritte bedeutsam:
AA- BC=ADE

+ -
FG+ H =BJA
BBF+EH=BDK

Folgende Impulse kénnen die Lésungsfindung steuern:

- Aus welcher Zeile oder Spalte lasst sich eine der gesuchten Zahlen unmittelbar be-
rechnen?

° Was lasst sich aus der Gleichung FG + H = BJA in der 2. Zeile unmittelbar berech-
nen?

Beachte: Eine dreistellige Zahl soll die Summe aus einer zweistelligen und einer
einstelligen Zahl sein!

[Esmuss B=1, F=9, J=0 gelten]

- Aus welcher Zeile oder Spalte lasst sich nun eine weitere der gesuchten Zahlen unmit-
telbar berechnen?

° Betrachte das Zwischenergebnis! In welcher Zeile oder Spalte sind die meisten Zif-
fern bekannt?

[ In der 1. Spalte steht AA + 9G =119, was nur fur AA =22 also A =2 gelten kann.
Aus 22 +9G =119 folgtdann G =7 ]

- Aus welcher Zeile oder Spalte lasst sich nun eine weitere der gesuchten Zahlen unmit-
telbar berechnen?

2. Zeile: 97 +H =102, also
3. Zeile: 119+ E5=1DK, also
3. Spalte: 2DE - 102 = 1D4 , also
3. Zeile: 119 +65=1D4, also .
2. Spalte: 1C-5=65, also c=3.

Probe in der 1. Zeile: 22 -13 =286 stimmt.
Sicherheitshalber fiihre man noch die Proben fir die restlichen 5 Gleichungen durch.

omXxXTz™IT
I
© O A O

103) Vorwirtsarbeiten; systematisches Probieren:
Vgl. die Hinweise zur Lésungsfindung in Abschnitt 5.
D=11, A=12,B=10, C=2,6 E=7.

104) Vorwartsarbeiten oder "von riickwérts aus rechnen":

Nach dreimaligem Halbieren erhalt man den 8. Teil des Ausgangsbetrages.

Da Rita am Ende mindestens 1 €, 2 €, 3 € oder 4 € Ubrig hatte, besa? sie am Anfang
achtmal so viel Geld, also 8 €, 16 €, 24 € oder € DM.

Sie hatte mindestens 8 € und héchstens 32 € bei sich.

In einem 2. L6sungsweg geht man von dem am Ende verbleibenden Restbetrag von 1 €,
..., 4 € aus und verdoppelt dreimal.
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105) Tabelle:

Auf einem Geflugelhof gab es 24 Tiere.

Ganse und Huhner zusammen waren es genauso viele wie Enten und Puten zusammen.
Also sind es am Anfang zusammen 12 Ganse und Huhner und auch zusammen 12 Enten
und Puten.

vor dem Verkauf L
Ganse | | Hihner Puen || Enten
? 12 ? 12
nach dem Verkauf
6
2 22=4 4 12-4=8

Nach dem Verkauf von 6 Huhnern waren es zusammen nur noch 6 Huhner und Génse.
Weil jetzt doppelt so viele Hihner wie Ganse da sein sollen, sind es 4 Huhner und 2
Ganse.

Dann sind es laut Text auch 4 Puten (soviel, wie noch Huhner da sind).

Um auf 12 zu kommen, mussen es noch 8 Enten sein.

Antwortsatz formulierten lassen!

Haufiger Schulerfehler. Genannt werden die zuletzt erhaltenen Resultate. Gefragt war
hier aber, wieviel Tiere jeweils am Anfang vorhanden waren.

Zu Beginn waren 2 Ganse, 10 Hiihner, 4 Puten und 8 Enten auf dem Geflugelhof.

Die Probe sollte man von Schulern durchfuhren lassen, die an der Lésungsfindung nicht
oder nur gering beteiligt waren.

106)
23 ist eine ungerade Zahl. Sabine hat also aus einer Fahrtrichtung eine Bahn mehr gese-
hen als aus der anderen (12 bzw. 11 Bahnen).

L LG

Unter den 12 Bahnen der einen Richtung war dann auch die erste und die letzte Bahn, in
den 11 Zwischenrdaumen dazwischen die Bahnen der Gegenrichtung.

Jeder der 11 Zeitzwischenrdume war 8 Minuten lang.
Also war das Fenster (8-11 =) 88 Minuten gedffnet.

107) Systematisches Ermitteln aller Félle; Folgern aus Bedingungen:
a) 6 Spiele: (AB), (A.C), (AD), (BC), (B.D), (CD)
b) (4 + 3 + 2 + 1 =) 10 Spiele [Analogie zu Aufgabe 94) und 6.4]
c) Die 2. Tabelle ist falsch.
B hat mit 6 Punkten beide Spiele gewonnen.
Dann héatte C den einen Punkt im Unentschieden gegen A holen mussen.
Mit einer Niederlage und einem Unentschieden kann A nicht auf 3 Punkte kommen.
1. Tabelle richtigc A:B=3:0 AC=1:1 B:C=1:1
3. Tabellerichtig: A:B=1:1 AC=1:1 B:C=1:1
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108) Findigkeit:
Es gibt 2 Lésungen:

109) Findigkeit:

110) Findigkeit:

Far die meisten Zahlen gibt es viele Méglichkeiten. Ein Beispiel ist jeweils angegeben:
33.3-33=2 33-33+3=3 (3+3+3+3)3=4 (33-3)(3+3)=5
3:3-:33-3=6 3+3+3-33=8 3+3+3+3-3=9 3+3+3+33=10

111) Folgern aus Bedingungen:

Der Bildhauer Weil hat keine weilen Haare. Da er dem Schwarzhaarigen antwortet, hat
er auch keine schwarzen Haare. Der Bildhauer WeiR hat also braune Haare.

Dann hat der Musiker Schwarz nicht die braunen Haare, und da er keine schwarzen hat,
muss er die weillen Haare haben.

Ubrig bleibt fir den Maler nur die schwarze Haarfarbe.

Probe am Text. Da der Maler nicht Schwarz heif}t, ist diese Haarfarbe fur ihn erlaubt.

112)
Auf einer waagerecht verlaufenden Geraden sollen die Punkte A, B, E, H, K. L, M, T, U so
angeordnet werden, dass alle folgenden Bedingungen erflllt sind:

(1) Samtliche Punkte sind voneinander verschieden.
(12) Die Strecke MT ist genauso lang wie die Strecike KT und K liegt "rechts” von M.

l | |
M T K

Wegen (1) und (2) ist T der Mittelpunkt von MK
(3) Der Punkt H liegt zwischen T und K, die Lange von HM betragt 6 cm.

(4) Die Strecke HU ist genauso lang wie die Strecke HM.
b6 cm 6 cm

| | | |
| | x [ 2x |
M T H K U

Wenn wir die Differenz der Streckenlangen MH und MT mit x bezeichnen, so hat die Diffe-
renz der doppelt so langen Strecken (MU und MK) die Lange 2-x..
(5) T ist Mittelpunkt der Strecke AH, also gilt AT = TH = x.
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6 cm 6 cm

| ] | ] |

| | x | x [ 2x |

M A T H K __U

(6) Die Strecke BU ist 3,5 cm kurzer als die Strecke HM (und damit 2,5 cm lang), sie ist
auch kurzer als die Strecke BK.

Daraus folgt, dass B entweder "rechts von U" oder zwischen K und U und dabei néher an
U liegt. ,

(7) Der Punkt L liegt zwischen den Punkten K und U, die Strecke BL hat eine Lange

von 5 cm.

Aus (6) und (7) folgt, dass zwischen K und U kein Platz mehr fur B ist ,

also liegt B "rechts von U".

(8) H ist Mittelpunkt der Strecke Ef, und die Strecke EH ist 1,5 cm lang.

L cm
6 cm 6 cm —
1.5 l Iz’sqm
x | x| x | dx [ |
M A T H E K ! U B

Jetzt endlich ist x mit 1,5 cm ermittelt, und wir erhalten fur die einzelnen Teilstrecken (bei

M beginnend) 3cm; 1,5cm; 1,5cm; 1,5¢cm; 1,5¢cm; 0,5cm; 2,5 cm und 2,5 cm
An Stelle der nicht maRstéblichen Skizze muss nun eine Konstruktionszeichnung als L6-
sung angegeben werden:

| | I | I || | I

M A T H E KL U B
Das Losungswort heit MATHEKLUB.
Der kleinste Abstand betragt KL= 0,5 cm, und die Gesamtldange ist N—IE =14,5cm.

113) Einfuhren von gunstigen Bezeichnungen; Ubersetzen in die Sprache der Gleichun-
gen, Folgern aus gegebenen Bedingungen; Analogie zu den Aufgaben 88) und 97):

Folgende Impulse kénnen die Lésungsfindung steuern.

Man beachte dabei: Ein "Unterimpuls" wird erst dann gegeben, wenn der nachst héhere
"Hauptimpuls" bei einigen Schulern noch nicht zum Erfolg gefuhrt hat. Besonders glnstig
ist es, wenn die "Unterimpulse” (nicht vom Lehrer sondern) von einem Schuler kommen,
der die Losung bereits gefunden hat.

- Fuhre fur das Fassungsvermdégen der drei Topfsorten gunstige Bezeichnungen ein!
[Sei g, m bzw. k das in Liter gemessene Fassungsvermégen der grof3en, der mitt-
leren bzw. der kleinen Topfsorte. |

- Ubersetze die gegebenen Bedingungen in die "Sprache der Gleichungen"!

° Ubersetze: Im obersten Fach stehen 2 groRe, 4 mittlere und 2 kleine Topfe, die zu-
sammen 24 Liter aufnehmen kénnen.

° Halte die fUr das mittlere und das untere Fach gegebenen Bedingungen analog in
Form von Gleichungen fest!

(1) 2g+4m+2k=24;
(2) 2:g+3m+5k=24;
(3) 3g+3m = 24 .
- Was |&sst sich aus den Gleichungen (1) und (2) unmittelbar folgern?
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° Was wurde geschehen, wenn man die Tépfe des obersten Faches bzw. die Tépfe
des mittleren Faches auf die Waagschalen einer Balkenwaage stellen wirde?
[ Die Waage ware im Gleichgewicht.]

: Wie kann man dies in die "Sprache der Gleichungen" Ubersetzen?
(4) 2:g+4m+2-k = 2.g+3m+5Kk.
- Was lasst sich aus Gleichung (4) unmittelbar folgern?
¢ Stelle dir vor, dass man von beiden Waagschalen jeweils 2 grol3e, 3 mittlere und 2
kleine Tépfe entfernt!
Halte das Resultat dieser Schlussfolgerung in Form einer Gleichung fest!
(5) 1m=3k.
- Was lasst sich aus Gleichung (2) und (3) unmittelbar folgern?
Gehe analog wie oben vor!
(6) 2}g+3m+5k=3g+3m, also
(7) 5k = 1q.
- Was lasst sich nun aus den gegebenen und den abgeleiteten Gleichungen folgern?
° Aus welchen Gleichungen lasst sich nun eine Folgerung ziehen?
: Was lasst sich aus den Gleichungen (7), (5) und (3) folgern?
Ersetze das in (3) vorkommende g bzw. m mit Hilfe von (7) bzw. (5) durch k !
(8) 35k+33k=24, also 15k + 9k =24k =24 und somit
9 k=1.
- Was lasst sich nun aus den gegebenen und den abgeleiteten Glieichungen foigern?
Aus (9) und (5) folgt m=3 .

Aus (9)und (7) folgt g=5.
- Ubersetze die Resultate aus der "Sprache der Gleichungen" in die "Wortsprache'!
Antwortsatz:
Ein groBer Topf fasst 5 Liter; ein mittlerer Topf 3 Liter und ein kleiner Topf 1 Liter .

Probe am Text nicht vergessen!

114) Einfuhren von glnstigen Bezeichnungen; Ubersetzen in die Sprache der Gleichun-
gen und Ungleichungen,; Folgern aus gegebenen Bedingungen, Analogie zu den Aufga-
ben 88), 97) und 113):

Wir bezeichnen das Gewicht des Bechers, des Kruges, des Schusselchens bzw. der
Tasse mit b, k, s bzw. t und verwenden "=" bzw. "<" zum Festhalten des Resultats eines
Gewichtsvergleichs.

Das Ergebnis der drei Wagungen lasst sich dann durch drei Gleichungen festhalten, aus
denen man unmittelbar Ergebnisse von Gewichtsvergleichen (inhaltlich) folgern kann.

Als Begrindung lasse man formulieren: "Wenn zwei Geschirrstlicke zusammen das glei-
che Gewicht wie ein drittes haben, dann ist jedes dieser beiden Geschirrstlicke leichter
als das dritte".

(1) b+t= Kk, also (b<k) und (f<k.
(2) t=b+s, also b<t und s<t.
(3) 3s= 2k, also (s<k) (entsprechende Begrindung verlangen!).

Aus den kursiv geschriebenen Ungleichungen folgt b <t <k.
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Die eingeklammerten Ungleichungen erweisen sich als "Uberflussig", und aus s <t folgt
nur, dass entweder der Becher oder das Schisselchen das leichteste Geschirrstlck ist.
Viele Schuler werden glauben, dass das "kleine" Schusselchen leichter sein wird als der
"grélere" Becher. Es ist wichtig hervorzuheben, dass dies nur eine Vermutung ist (die
sich sogar als falsch erweisen wird).

Beim Folgern aus den Gleichungen (1), (2), (3) ist wichtig, dass die Schuler stets inhaltli-
che Begrindungen bringen:

"Das Gleichgewicht wird nicht gestért, wenn man auf beiden Waagschalen denselben
Gegenstand hinzufugt oder wegnimmt."

"Man darf jeden Gegenstand durch Gegenstédnde ersetzen, die zusammen das gleiche
Gewicht wie dieser Gegenstand besitzen."

"Eine Waage bleibt im Gleichgewicht, wenn man die auf den Waagschalen stehenden
Gegenstande verdoppelt, verdreifacht usw."

Die Schuler sollen erkennen, dass bei diesem Folgern oft Sackgassen auftreten und dass
man keineswegs erwarten kann, sofort eine ginstige Reihenfolge der Schlussfolgerungen
zu finden.

Es ist glnstig, mit den Gleichungen (1) und (2) zu beginnen, wobei zwei verschiedene
Schlussfolgerungen relativ nahe liegen, die beide zum selben Resultat fUhren:

Man ersetzt in Wagung (1) die Tasse durch (Becher und Schusselchen), die in Wagung
(2) vorkommen, und gelangt so zu

(4) 2b+s=k.

Oder man stellt bei Wagung (2) auf jede Waagschale zusétzlich einen Becher und ver-
gleicht mit Wagung (1), was zum selben Resultat (3) fuhrt.

Durch "seitenweise Addition" folgt aus (1) und (2) die Gleichung b+ 2t=k+b +s und
hieraus

(4% 2t=k+s.

Die noch nicht verwendete Gleichung (3) gestattet, 2-k durch 3-s zu ersetzen oder umge-
kehrt. Das kann zur Idee fuhren, durch "Verdoppeln" oder "Verdreifachen" aus (4) bzw.
(4*) eine Gleichung herzuleiten, in der 2-k oder 3-s vorkommt:

(5) 4b+2-s=2k oder (ba) 6'b+ 3-s=23-k oder

(%) 4t=2k+2s oder (58*)6t=3k+3s.

Der einfachste Lésungsweg besteht darin, aus (5) und (3) zu folgern, dass 4-b + 2-s = 3-s
gilt und folglich auch

(6) s=4b, woraus (entgegen der Vermutung) b <s und damit b<s <t<k folgt.
Dass die anderen méglichen Schlussfolgerungen auf Umwege oder in Sackgassen fuh-
ren, ist von vornherein nicht zu erkennen!

Der Rest ist einfach:

Aus (6) und (2) folgt t=5b .

Aus (6) und (3) folgt 12-b =2-k und damit k =6-'b .

115) Verwenden von zweckméRigen Bezeichnungen, Fallunterscheidung
a) Romys Aufgabe a0t sichinderForm A B O
+ AB

6 2 [J
schreiben. Daraus ergeben sich zwei Falle:

Fall 1: A =5 (mit Ubertrag von A + B).
Dann muss B = 7 gelten, und die gesuchte Zahl lautet 570.
Probe: 570 + 57 = 627, und 627 liegt zwischen 620 und 630.
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Fall 2: A =6 (chne Ubertrag).

In diesem Fall ergibt sich ein Widerspruch, weil die Summe aus drei- und zweistelliger
Zahl dann mindestens 660 sein wirde.

Es gibt also nur eine Méglichkeit.

b) Analog kann man bei Olaf schreiben. C 0 D
- cD
720
Daraus ergibt sich sofort C = 8. D ist beliebig wéhlbar.
Fur Olafs Zahl ergeben sich 10 Moglichkeiten: 800, 801, 802, ... , 809.

Proben nicht vergessen!
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