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Einleitung

Vorliegende Anleitung gehért zu der "Aufgabensammliung fur Arbeitsgemeinschaften - Klasse
10" /1/ . Damit wird die Reihe der Aufgabensammlungen /2/, /4/, /6/, I8/, /10/ und die Reihe der
Anleitungen /3/, /5/, 7/, 19/, /11/ abgeschlossen. Wir bieten dieses Material den Gymnasien
des Freistaats Sachsen zur Unterstitzung der Férderung mathematisch interessierter Schiler
an, und es haben auch andere Bundeslénder (vor allem Nordrhein-Westfalen, Thiringen,
Sachsen-Anhalt und Bayern) dieses Angebot erfreulich stark genutzt.

Die Aufgabensammlung /1/ ist eine Uberarbeitete und stark erweiterte Fassung der Aufgaben-
sammlung /12/, an deren Ausarbeitung und Erprobung die Herren Rieger und Sachse mit ihrer
Diplomarbeit /13/ maRgeblich beteiligt waren.

Die Aufgabensammlung /12/ wurde fiir "Kreisarbeitsgemeinschaften" ausgearbeitet, in denen
interessierte Schiler aus mehreren Schulen zusammengefasst waren. Erprobt wurde dieses
Material im Mathematikzentrum des Hauses der Kinder und Jugend ,spektrum® in Chemnitz, wo
Mathematiklehrerstudenten des 2. bis 5. Studienjahres unter Anleitung von Mitarbeitern der TU
Chemnitz fur Schiler der Klassenstufen 5 bis 10 mathematische Zirkel durchfiihrten. Die
Diplomarbeit /13/ enthielt Vorbereitungen fur 36 derartige Zirkel in Klasse 10, in denen die Leh-
rerstudenten (die ja zu diesem Zeitpunkt in der Regel noch keine Unterrichtsversuche gehalten
hatten) konkrete Hinweise tiber Ziel, Inhalt und didaktische Gestaltung eines jeden solchen Zir-
kels erhielten.

Vorliegende Anleitung soll einen ganz anderen Zweck erfillen. Sie wendet sich an erfahrene
Lehrer, die - in Abhangigkeit von der Leistungsfahigkeit und von den Interessen der zu for-
dernden Schiuler - fur die Festlegung der Ziele, die Auswahl der Inhalte und die didaktische
Gestaltung der Férderung selbst verantwortlich sind.

In der Regel dirfte es unmdéglich sein, im Laufe eines Jahres die in /1/ angegebenen 162 Auf-
gaben mit insgesamt 501 Teilaufgaben samtlich zu behandeln. Der Umfang und die sehr unter-
schiedlichen Schwierigkeitsgrade der Aufgaben gestatten es, diese Aufgabensammlung fur
verschiedenartige Zwecke einzusetzen.

Es sei ausdricklich auch auf folgende Variante der Nutzung unseres Materials hingewiesen:
Man kann sich ein ganzes Schuljahr lang nur mit einem der Gebiete Arithmetik, Geometrie oder
Zahlentheorie beschaftigen und dabei die Aufgabensammlungen aus mehreren Klassenstufen
verwenden. In den zugehdrigen Anleitungen findet man dazu entsprechende aufeinander ab-
gestimmte Vorschlage.

Nach wie vor empfehlen wir, begabte Schiller aus mehreren Gymnasien in sogenannten
"Kreisarbeitsgemeinschaften” zusammenzufassen, weil dadurch eine effektive Begab-
tenférderung sehr erleichtert wird.

Eine weit umfangreichere Nutzung dirfte dieses Material jedoch in Schularbeitsgemeinschaften
finden, zu deren Teilnehmern vor allem interessierte Schiiler gehéren.

Wir wenden uns aber auch an Lehrer, die im Rahmen der inneren Differenzierung in ihrem
Unterricht einzelne besonders interessierte und befahigte Schiler féordern méchten. Die Auf-
gabensammiung /1/ enthélt viele Aufgaben, die sich fir einen derartigen Zweck gut eignen. Wir
wiirden uns freuen, wenn Lehrer aus dieser Anleitung auch Anregungen fir ihren Unterricht er-
halten wirden.

Um dem Lehrer bei der Festlegung der Ziele und der Auswahl der Inhalte zu helfen, haben wir -
wie bereits in den Anleitungen /7/, /9/ und /11/ - ein "Minimalprogramm" und ein
"Maximalprogramm" vorgeschlagen, denen der Schwierigkeitsgrad der Aufgaben sowie die mit
den einzelnen Aufgaben erreichbaren Ziele zu entnehmen sind.



Wenn man vor allem eine Vertiefung des Unterrichtsstoffs erreichen will, dann sollte man aus
Abschnitt 3.1. die Aufgaben 1) bis 6), 21) bis 26) und 36) sowie die Abschnitte 3.2.3. und 3.5.
behandeln.

Ist man vor allem an einer Erweiterung des Unterrichtsstoffs (etwa in Form eines vorgezogenen
Leistungskurses) interessiert, dann wird man sich vorzugsweise auf die Abschnitte 3.2.1. und
3.2.2 sowie auf die Aufgaben 6) bis 10) sowie 14) bis 32) des Abschnitts 3.2.3 konzentrie-
ren.

Soll dagegen die Vorbereitung auf mathematische Wettbewerbe im Vordergrund stehen, dann
wird man sich vor allem den Abschnitten 3.3., 3.4. und den fir das Maximalprogramm vorge-
schlagenen Aufgaben der anderen Abschnitte zuwenden.

Da unsere Aufgabensammlungen und Anleitungen in steigendem MafRl auch in anderen Bun-
deslandern genutzt werden, haben wir eine konkrete Bezugnahme auf den seit 1992/93 gulti-
gen Lehrplan des Landes Sachsen vermieden.

Dieser Lehrplan brachte im Vergleich zu dem davor giiltigen Lehrplan vor allem auf dem Gebiet
der Geometrie betrachtliche Veranderungen mit sich, die vor allem bei der Uberarbeitung der
Aufgabensammiungen /4/, /6/, /8/ beriicksichtigt werden mussten.

Ab Schuljahr 1992/93 sind bei uns vor allem die Gymnasien fur die zusatzliche Férderung ma-
thematisch interessierter Schuler verantwortlich. Im Freistaat Sachsen gibt es an jedem Gym-
nasium einen "Beauftragten fiir Begabtenférderung und Wettbewerbe”, der fur die Verwirkli-
chung der vom "Sachsischen Landeskomitee zur Férderung mathematisch-naturwissenschaft-
lich begabter und interessierter Schiiler" formulierten Ziele an seinem Gymnasium sorgen soll.
Wir wenden uns daher mit unseren Aufgabensammlungen und Anleitungen vor allem auch an
diese Kolleginnen und Kollegen.

Die "Breitenférderung” an den Gymnasien macht jedoch eine "Spitzenférderung” auf Kreis-,
Bezirks- und Landesebene nicht tiberflissig.

Im Regierungsbezirk Chemnitz wurde in jedem der 12 Kreise ein ,Beaufiragter fiir Begabten-
férderung und Wettbewerbe“ mit der Entwicklung entsprechender Aktivitadten auf Kreisebene
betraut, wozu eine enge Zusammenarbeit mit den genannten Beauftragten fur die Gymnasien
in unserem Regierungsbezirk eine notwendige Voraussetzung ist.

Besonders giinstige Verhéaltnisse bestehen diesbeziglich in der Stadt Chemnitz, wo im Ma-
thematikzentrum des Hauses der Kinder und Jugend "spektrum” nach wie vor in den Klassen 5
bis 10 "Kreisarbeitsgemeinschaften" fiur besonders interessierte und begabte Schiler durch-
gefuhrt werden.

Zur Popularisierung und Durchsetzung unserer Absichten fiihren wir ab Schuljahr 1993/94 im
Regierungsbezirk Chemnitz eine Weiterbildung fiir Lehrer durch, die sich mit fachlichen und
didaktischen Aspekten einer derartigen Férderung von interessierten Schilern im unterrichtli-
chen und im auRerunterrichtlichen Bereich befasst.

Auf diese Weise gelingt es, mit denjenigen Kolleginnen und Kollegen in persénlichen Kontakt
kommen, die sich fiir die Begabtenférderung interessieren und auf deren engagierte Arbeit wi
angewiesen sind. '

Ferner geht es darum, in enger Zusammenarbeit mit den Elternhdusern solche Schiler uber
Férderméglichkeiten und Wettbewerbe auf Kreis-, Bezirks-, Landes- und Bundesebene zu in-
formieren.

Fur Schiler aus den Klassenstufen 5, 6, 7 und 8 gibt es in unserem Regierungsbezirk den
"Korrespondenzzirkel Mathematik":

Fr Schiiler aus den Klassenstufen 7 und 8 gibt es ein einwdchiges Spezialistenlager zu Beginn
der Sommerferien.



Fur Schuler aus den Klassenstufen 9 bis 12 werden der Korrespondenzzirkel Mathematik sowie
ein einwdchiges Seminar zur Vorbereitung auf die Bundesolympiade Mathematik auf Landes-
ebene durchgefuhrt.

Viele dieser Schuler werden in Klasse 5 an dem dreistufigen Adam-Ries-Wettbewerb sowie in
den Klassen 5 bis 9 an der 2. Stufe der Mathematik-Olympiade (Kreisolympiade) teilgenommen
haben.

Besondere Aufmerksamkeit verdienen diejenigen Schiller, denen es gelungen ist, ab Klasse 6
an der 3. Stufe der Mathematik-Olympiade (Landesolympiade) teilzunehmen. Diese Schiler
sollten sich das Ziel stellen, die 4. Stufe der Mathematik-Olympiade (Bundesolympiade) zu er-
reichen, die fiir Schiiler der Klassen 8 bis 12 durchgefihrt wird.

Obwohl! der Bundeswettbewerb Mathematik fur Schiler aus der Sekundarstufe Il vorgesehen
ist, sollten Schuler aus der Klassenstufe 10 aufgefordert werden, auch diesen Wettbewerb als
Hilfsmittel fur die Forderung mathematisch interessierter Schiiler zu nutzen.

Nahere Informationen zu den im Regierungsbezirk Chemnitz durchgefiihrten FérdermaBnah-
men und Wettbewerben findet man unter www.bezirkskomitee.de .

Mein besonderer Dank gilt Herrn Horst Romer fiir das Lesen der Korrektur sowie fiir viele kriti-
sche Hinweise beim Erarbeiten und Fertigstellen dieser Anleitung.

Wir wiirden uns freuen, wenn uns Nutzer dieses Materials ihre Erfahrungen, Einsché&tzungen
und Verbesserungsvorschlage mitteilen wiirden.

Hinweis:

Eine Uberarbeitung der zugehérigen Aufgabensammlung fiir Klasse 10 (und auch dieser Ein-
leitung) wurde im Januar 2002 abgeschlossen. Dabei ging es vor allem um eine Anpassung an
die neue Rechtschreibung.



1.ZU ZIEL UND INHALT DER ARBEITSGEMEINSCHAFTEN IN KLASSE 10

Anknlpfend an die in den Anleitungen /3/, /5/, I7/, 19/, 111/ fur die Klassen 5, 6, 7, 8, 9
genannten Ziele sei nochmals hervorgehoben:

In erster Linie streben wir die Entwicklung der F&higkeit zum problemiésenden Denken durch
bewufltes Vermitteln von heuristischen Vorgehensweisen an.

MaRnahmen der &uBeren und der inneren Differenzierung sollten es ermdglichen, jeden
Schuler bis zur oberen Grenze seiner Leistungsfahigkeit zu fordern und auf diese Weise opti-
mal zu férdern.

Von gleicher Bedeutung ist vor allem in den oberen Klassenstufen das Ziel, die Schuler zum
selbsténdigen Erwerb von Wissen und Kénnen zu beféhigen. Dem dient der "Merkstoff", den
jede der genannten Aufgabensammiungen enthalt, und der nicht nur fir Zusammenfassung
und Wiederholung, sondern vor allem auch fur das unter Anleitung durchzufGhrende selb-
standige Erarbeiten von neuem Stoff genutzt werden sollte.

Auch die im Unterricht verwendeten Lehrblcher sollten zu diesem Zweck mit herangezogen
werden. Besuchen Schuler aus mehreren verschiedenen Gymnasien die AG, dann sollte der
Lehrer in Erfahrung bringen, welche Lehrblcher verwendet werden.

In der Klassenstufe 10 sollte man die Schuler auch zum Studium mathematischer Beitrage an-
regen, wie sie etwa in der Zeitschrift "Alpha" oder in Publikationen der Mathematischen Schui-
lerblcherei enthalten sind.

Neben diesen beiden Hauptzielen streben wir auch ein Uber den Unterricht hinausgehendes
Wissen und Koénnen auf dem Gebiet der mengentheoretisch-logischen Grundlagen der Ma-
thematik an. Bereits ab Klasse 6 enthalten die Aufgabensammiungen diesbezlglichen Merk-
stoff, auf den man auch in spateren Klassen noch zurtickgreifen sollte.

Von untergeordneten Bedeutung ist fur uns der Erwerb von Wissen und Kénnen, das Uber den
Unterrichtsstoff hinausgeht und das um seiner selbst willen vermittelt wird. In AGn sollte der
Erwerb neuen Wissens stets dem Ziel dienen, weitere Hilfsmittel zum Lésen problemhafter
Aufgaben zu gewinnen.

Wir verweisen diesbezuglich auch auf den Abschnitt 5., in dem zusammenfassend dargestellt
wird, welche Ziele in den Klassen 5 bis 10 angestrebt werden kénnen, wenn man sich der Auf-
gabensammiungen fur diese Klassenstufen bedient.

Den genannten Zielen ist zu entnehmen, dal} wir uns nicht nur an mathematisch interessierte
Schuler wenden. Unsere Férderung will auch die naturwissenschaftlich-technisch interessier-
ten Schuler erreichen und soll auch denjenigen Schulern Nutzen bringen, die einen Beruf
ergreifen wollen, der keine speziellen mathematischen Kenntnisse erfordert.

Von dieser allgemeinen Zielstellung ausgehend sollte jeder Lehrer zunachst Uberlegungen
anstellen, welche Ziele er in Abhangigkeit von der Leistungsféhigkeit und von den Interessen
seiner Schuler erreichen kann und will. Um ihm dabei zu helfen, werden zu jedem Stoffgebiet
explizit diejenigen Ziele genannt, die bei seiner Behandlung angestrebt werden kénnen, und es
wird auch ein "Minimalprogramm" und ein "Maximalprogramm’ vorgeschlagen.

Erst auf der Grundlage einer solchen konkreten Zielstellung ist es dann maéglich, eine begrin-
dete Entscheidung Uber Auswahl und Reihenfolge der zu behandeinden Aufgaben zu treffen.
Das didaktische Vorgehen wird dann ebenfalls von den angestrebten Zielen abhangen.



11. Heuristische Vorgehensweisen

Heuristisches Vorgehen ist bis zu einem gewissen Grade lehrbar. Es reicht von der Beachtung
sehr aligemeiner Prinzipien Uber den Einsatz von Strategien bis zur Anwendung relativ ein-
fach anzueignender heuristischer Hilfsmittel .

FUr uns besteht heuristische Schulung vor allem im Vermitteln gewisser Fragen und Impulse,
die vom konkreten Inhalt der zu I6senden Aufgabe weitgehend unabhangig sind. Wir kntpfen
diesbezlglich an die Arbeiten /18/, /19/, 120/ von G. POLYA an und greifen auf die in /14/,
115/ und /16/ festgehaltenen Auffassungen zurtck.

Wir vertreten die Ansicht, dafl? das bewullte Vermitteln heuristischer Vorgehensweisen in Form
von Verfahrenskenntnissen die Entwicklung des Schépfertums der Schuler nicht behindert,
sondern auf einem héheren Schwierigkeitsniveau sogar unterstltzt, wenn bei dieser
Vermittlung gewisse Prinzipien beachtet werden (vgl. hierzu Abschnitt 2.) .

Die in den einzelnen Klassenstufen einfihrbaren und trainierbaren heuristischen Vorgehens-
weisen werden in den Anleitungen /3/, /5/, 171, 19/ und /11/ erldutert. Wir verweisen vor allem
auf die zusammenfassende Darstellung in /11/, S.4 -8 .

Wir méchten hier als eine etwas andere Art der Zusammenfassung ein Material wiedergeben,
das unter der Bezeichnung "Einige Regeln zum Lésen problemhafter Aufgaben” fur die Hand
des Lehrers entwickelt wurde.

Eine jede Aufgabe enthélt Informatio-
nen Uber “Start" und "Ziel".

Eine Aufgabe |6sen heifdt, auf irgend-
eine Weise irgendeinen Weg vom Start
zum Ziel zu finden.

Dieser Weg fuhrt in der Regel Uber
gewisse 'Teilziele" , die mit Hilfe ge-
wisser "Hilfsmittel” erreicht werden.

In solchen Féllen laRt sich der L6-
sungsplan in Form eines
“Lésungsgraphen” festhalten. Die Be-
legung der Knoten und der Kanten ei-
nes solchen Graphen ist der nebenste-
henden Skizze zu entnehmen.

| J

(D

Es ist zweckmaRig, zwischen "Beweisaufgaben” und zwei Arten von "Bestimmungsaufgaben”
zu unterscheiden:

Aufgabe Start Ziel Teilziele Hilfsmittel

Beweis- | Voraussetzungen Behauptung "Feststellungen" | Satze, Definitionen, Um-

aufgabe formungsregeln u.&.

Gegebenes Gesuchtes
Bestim- Daten Unbekannte Hilfsgrélen Formeln, Umformungsre-
mungs- | (nebst Beziehungen) geln, Satze, Definitionen
u.a.

aufgabe (Konjunktion von) "Hilfsmengen"; Umformungsregeln, Sétze,

Aussageformen | Erfullungsmenge |  vereinfachte Definitionen, logische

SchluBRregeln u.a.

(Bedingungen) Aussageformen




Im auRerunterrichtlichen Bereich werden bis Klassenstufe 10 vor allem folgende Arten von
Bestimmungs- und Beweisaufgaben behandelt:
- Geometrische Aufgaben (einschliellich Konstruktions- und Ortsaufgaben als spezielle Be-
stimmungsaufgaben) ;
- Zahlentheoretische Aufgaben (Gber dem Bereich der natlrlichen oder der ganzen Zahlen) ;
- Arithmetische Aufgaben (Uber dem Bereich der rationalen oder der reellen Zahlen)
mit dem Teilgebiet "Gleichungen/Ungleichungen” ;
- Logisch-kombinatorische Aufgaben .
Ferner lohnt es, Sach- und Anwendungsaufgaben als eine spezielle Art von Bestimmungsauf-
gaben hervorzuheben.

Aligemeine Regeln zum Lésen problemhafter Aufgaben
() Erfassen der Aufgabe

(1) - Sind alle vorkommenden Begriffe klar?
- Ist eine gunstige Veranschaulichung méglich? (Figur, Skizze, Tabelle 0.a.)
- Start und Ziel der Aufgabe ermitteln!
(Voraussetzungen - Behauptung; Gegebenes - Gesuchtes )
- Gunstige Bezeichnungen einfUhren!
ZweckméRige Symbolik wahlen, um so Start und Ziel Ubersichtlich festhalten zu kénnen!

() Finden eines Lésungsplans

- Wurde eine &hnliche Aufgabe bereits gelost?
Welche Vorgehensweisen zum Ldsen solcher Aufgaben sind bekannt?
- Erfolgversprechende Vorgehensweise auswéhlen!

(21)Vorwértsarbeiten (VA)

- Welche ableitbaren Teilziele (Feststellungen, Hilfsgrélen) lassen sich von den
Voraussetzungen bzw. den gegebenen GréfRen ausgehend unmittelbar erreichen
(ableiten, berechnen)?

Begrindung!
° Welche Hilfsmittel (Satze, Definitionen, Formeln u.a. ) enthalten die
Voraussetzungen bzw. die gegebenen Gréken?
(Diese Hilfsmittel kdnnen ableitbare Teilziele liefern!)

(22)Ruckwértsarbeiten (RA)
- Von weichen hinreichenden Teilzielen aus lieRe sich das Ziel unmittelbar erreichen?
Begrundung!
® Welche Hilfsmitte/ (Satze, Formeln, Definitionen u.a.) enthalten die Behauptung
bzw. die gesuchte GréRRe?
(Diese Hilfsmittel kénnen hinreichende Teilziele liefern!)

Man arbeite von abgeleiteten Teilzielen aus vorwarts, von hinreichenden Teilzielen aus
ruckwarts, bis ein Weg vom Start zum Ziel gefunden wurde.

(3) Grundmethode zum Lésen von Bestimmungsaufgaben (G/)
- Welche Beziehungen (das sind allgemein Aussageformen, oft Gleichungen) bestehen
zwischen den gegebenen, den gesuchten und u.U. noch gunstig gewahiten
HilfsgroBen ?
° Die Anzahl der benétigten Gleichungen ist gleich der Summe der Anzahlen von
gesuchten GréRen und Hilfsgroien.
- Eliminiere die Hilfsgrélen!



Um von gegebenen oder gefundenen Aussageformen (Bedingungen, Beziehungen, Gleichun-
gen 0.4.) zur gesuchten Erfillungsmenge zu gelangen, kann man folgende beiden Wege ein-
schlagen:

(3.1) Ermittle zu jeder Bedingung (Beziehung, Aussageform) die zugehérige Erfullungs-

menge

Bilde den Durchschnitt dieser Erfullungsmengen !

° Die Elemente endlicher ErfUllungsmengen kann man im Prinzip stets durch
"systematisches Erfassen aller méglichen Féalle" ermittein.
Dabei ist es oft zweckmaRig, Tabellen zu verwenden.

° Untersuche zuerst die "informativste" Bedingung, die die "kleinste" Erfullungsmenge
besitzt (d.h. die das Suchfeld am stérksten einengt).

° Man kann auch aus der Erfullungsmenge einer dieser Bedingungen systematisch
diejenigen Elemente aussondern, die eine der restlichen Bedingungen nicht
erfullen.

(3.2) Forme die Bedingungen (Beziehungen, Aussageformen 0.4.) gunstig um , ziehe
zweckmalige Folgerungen aus ihnen, und ermittle nach einer solchen Vereinfachung
die gesuchte Erflllungsmenge.

(Dies ist eine spezielle Form des Vorwértsarbeitens.)

(4) Kannst du eine Aufgabe nicht I6sen, dann wende dich zunachst einer gunstig gewahiten
verwandten, leichteren Aufgabe zu!

(4.1) Versuche die Aufgabe fur einen Spezialfall zun I6sen! Vielleicht helfen die so
gefundenen Ldsungsideen auch beim Lésen der Ausgangsaufgabe weiter.
Auch die Beschaftigung mit Verallgemeinerungen ,Grenzféllen und analogen Féllen
kann diesem Zweck dienen.
Variiere den Start oder das Ziel!

(4.2) Ermittle eine Hilfsaufgabe , deren Losung das Ldsen der Ausgangsaufgabe mit Sicherheit
ermadglichen wurde!
(Auf solche Hilfsaufgaben stoft man oft beim Ruckwartsarbeiten.)

(5) Ubersetze (transformiere) die Aufgabe in die Sprache einer gunstig gewahlten
mathematischen Disziplin!
Lése die (gleichbedeutende) transformierte Aufgabe !
[ Bei "nichtmathematisch" formulierten Sach- und Anwendungaufgaben muf3 man so
vorgehen; bei "innermathematischen" Aufgaben ist es manchmal gunstig, so vorzugehen.
Beim Transformieren wendet man vor allem die Regeln (2.1), (2.2) und (3) an. ]

(6) Kannst du eine Aufgabe trotz aller Anstrengungen nicht I6sen, dann mu du zunachst
deine Kenntnisse erweitern. Besorge dir aus einschlagiger Literatur neue
Anregungen und neue Hilfsmittel.

() Ausfudhren des Plans; Darstellen der Lésung
(Dies ist eine erlernbare Technik, bei der heuristische Vorgehensweisen keine Rolle
spielen.)

(IV) Kontrolle und Auswertung

- Kontrolliere das Resultat, den Beweis!
Wurde jeder Losungsschritt hinreichend begrindet?
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(Manchmal ist eine Probe am Spezialfall sehr nutzlich. )

- Uberlege, welche heuristische Vorgehensweise dir beim Losen der Aufgabe besonders,
geholfen hat! Merke es dir!
Bei welchen anderen Aufgaben wurdest du analog vorgehen?

- Wurden alle gegebenen GréRen oder Bedingungen bzw. alle Voraussetzungen fur die
Lésung bendtigt?

- Formuliere eine neue, verwandte Aufgabe (eine analoge oder eine verallgemeinerte
Aufgabe; eine wahre Umkehrung des bewiesenen Satzes; 0.4.) !

Folgendes Schema halt fest, in welchen Reihenfolgen diese durchnumerierten "Impulsblécke”
durchlaufen werden kénnen, wobei in der Regel "Schleifen" auftauchen. Der ProzeR} der L6-
sungsfindung wird durch eine "STOP" beendet, wenn ein Lésungsplan gefunden wurde. Da es
sich hierbei um einen heuristischen ProzeR handelt, wird dieses Ziel keineswegs mit Sicherheit
erreicht. -

(1) Aufgabe verstanden? Aufgabentyp? Analoge Aufgabe bereits geldst?
ZIELGROSSE? STARTGROSSEN?
Giinstige Darsteliung (Variable, Skizze, Tabelle)?

3

Transformieren notwendig oder niitzlich ?
ja | nein

y {
6) Tr 3 -
2.1) VA @ al
Problem- (VOI)RWARTS- Beziehungen (GLEICHUNGEN) zwischen
ﬁgﬁ";f?_lmfgn ARBEITEN Start-, Ziel- und HilfsgréBen suchen
21),22),Q® || oot
21).22), @) 2.2) RA (3.1) Erf (32) Folg
y RUCKWARTS- Durchschnittsbildung Umformen, Folgem
Transformierte ARBEITEN von Erfilllungsmengen Eliminieren der HilfsgréBen
Aufgabe
algorithmisch
l6sbar L&sungsplan gefunden?
nein | ja nein | ja

Y

[_STOP ] (4) Leichtere verwandte Aufgabe? STOP

(4.1) Hilfsaufgabe | (4.2) Spezialfdlie
3

Diese Aufgabe erfolgreich gelost?

nein L ja
| L
¥

(6) Kenntniserweiterung
(z.B. Literaturstudium)
1

Aus diesem "allgemeinen Regelsystem" kann man durch Interpretation und Konkretisierung
der vorkommenden Begriffe sowie durch spezifische Ergénzungen "spezielle Regelsysteme"
fur das Losen der genannten Aufgabenarten gewinnen. Durch Verwendung der eingeflhrten
Nummern fur die einzelnen Impulsblécke soll dieser wichtige Zusammenhang festgehalten
werden. Die Schuler sollen erkennen, dall man beim Lésen der inhaltlich sehr verschiedenen
speziellen Aufgabenarten im Prinzip stets immer wieder nur einige wenige heuristische Vorge-
hensweisen einsetzt.
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Regeln zum Lésen von geometrischen Beweisaufgaben

(1) Zeichne eine Figur! (Keinen Sonderfall wahlen!)
Wie lautet die Behauptung, wie lauten die Voraussetzungen des Satzes?
Schreibe sie unter Verwendung der in der Figur eingefihrten, geschickt gewahlten Be-
zeichnungen heraus!

(2.1) - Gehe von den Voraussetzungen aus!
Welche Feststellungen lassen sich aus ihnen unmittelbar folgern?
- Welche Séatze oder Definitionen enthalten diese Voraussetzungen?
Sie koénnen als Beweismittel dienen! Ergédnze gegebenenfalls die Figur!
Welche ableitbaren Feststeliungen fuhren wohl am einfachsten zum Ziel?

(2.2) - Betrachte die Behauptung !
Aus welchen Feststellungen lielRe sie sich unmittelbar folgern?
- Welche Séatze oder Definitionen enthalten diese oder eine ahnliche Behauptung?
Sie kénnen als Beweismittel dienen!
Hast du ein solches Beweismittel gefunden, dann ergénze die Figur durch zugehdérige
Hilfslinien oder Bezeichnungen.
Welche der gefundenen hinreichenden Feststellungen fuhrt wohl am einfachsten zum
Ziel?
Manchmal ist es gunstig, die Behauptung &quivalent umzuformen, um so brauchbare
Beweismittel oder Hilfslinien zu finden.

Wende abwechselnd die Strategie des Vorwdrts- und Rickwértsarbeitens an, bis du einen
Weg von den Voraussetzungen zur Behauptung gefunden hast.
Welche neuen Beweismittel und Hilfslinien legt die dabei laufend erganzte Figur nahe?

Bieten sich an einer Stelle mehrere Beweismittel bzw. Wege an, dann versuche, deren
Erfolgschancen abzuschétzen! Verfolge stets zunachst den Weg, der am einfachsten zu sein
scheint.

Wenn du nicht weiterkommst, dann prife zunéchst genau nach, ob du vielleicht eine der
Voraussetzungen bei deinem Beweisversuch noch nicht verwendet hast!

Oder hast du dich durch eine spezielle Beweisfigur zu einem TrugschluR verleiten lassen?
Verfolge an einer neuen, von der bereits gezeichneten abweichenden Figur deine Be-
weisidee!

(4.1) Versuche, wenigstens einen Spezialfall des Satzes zu beweisen!
Betrachte auch Grenzfélle, Verallgemeinerungen oder analoge Félle |
Das kann zu einer Beweisidee fuhren.

(4.2) Versuche, zunachst noch unbekannte Hilfssédtze zu entdecken und zu formulieren, mit
deren Hilfe sich der Satz beweisen liel3e!
Uberzeuge dich zunachst, daR es sich um "nutzliche” Hilfssatze handelt, mit deren Hilfe
sich der gegebene Satz tatsachlich beweisen 1alt. Wenn dies der Fall ist, dann versuche,
diese Hilfssatze zu beweisen.

(5) Ubersetze die elementargeometrische Beweisaufgabe in die Sprache der Vektoralgebra
oder der Koordinatengeometrie |

Auch Hilfsmittel aus der Trigonometrie oder aus dem Rechnen mit komplexen Zahlen sind
manchmal von Nutzen.
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Regeln zum Lésen von geometrischen Bestimmungsaufgaben

(1) Zeichne eine Figur!
Wie lautet die Unbekannte ? Wie lauten die Daten und die gegebenen Bedingungen ?
Fuhre gunstige Bezeichnungen ein!

(2.1) Gehe von den Daten nebst Bedingungen aus!
Welche HilfsgrélRen lassen sich aus ihnen unmittelbar berechnen (bestimmen)?
Welche Hilfsmittel (Formeln 0.4.) bieten sich hierzu an?

(2.2) Betrachte die Unbekannte !
Aus welchen HilfsgréRen lieRRe sie sich unmittelbar berechnen?
Als Hilfsmittel bieten sich Formeln oder Beziehungen an, in denen die Unbekannte vor-
kommt!

Wende abwechselnd die Strategie des Vorwarts- und Rickwértsarbeitens an, bis du einen
Weg von den Daten zur Unbekannten gefunden hast!

Wenn du nicht weiterkommst, dann prufe nach, ob du bereits alle gegebenen Bedingungen voll
ausgenutzt hast!

(3) Suche nach Beziehungen (meist in Form von Gleichungen) zwischen den Daten, der Un-
bekannten und glnstig gewéhlten HilfsgréRen !

(3.2) Lése das entstandene Gleichungssystem!
Eliminiere dabei die eingefUhrten Hilfsgréfen!
Du brauchst hierzu ein System unabhangiger Gleichungen, deren Anzahl gleich der
Summe der Anzahlen der Unbekannten und der Hilfsgréen ist.

Beachte, dall auch die Anwendung von (2.1) und (2.2) stets auf ein solches Gleichungssystem
fuhrt, das jedoch in der Regel sehr leicht I&sbar ist, weil sich die eingefGhrten HilfsgréRen
durch schrittweises Einsetzen eliminieren lassen.

Das Lésen von Gleichungssystemen, die durch Anwendung von (3) gefunden wurden, ist
dagegen haufig eine problemhafte Aufgabe.

Kommst du auf diese Weise noch nicht ans Ziel, dann wende analog die Regeln (4.1), (4.2)
oder (5) an.

Die genannten Regeln gelten auch fur Beweis- und Bestimmungsaufgaben aus der Stereome-
trie.
Zusatzlich beachte hier noch folgendes:

(1) Der Veranschaulichung der Aufgabenstellung kénnen nicht nur eine Figur in perspektivi-
scher Darstellung, eine Zweitafelprojektion, ein Kérpernetz oder eine Abwicklung dienen, son-
dern oft sind auch gunstig gewéhite ebene Schnitte , denen die charakteristischen Eigenschaf-
ten des raumlichen Gebildes zu entnehmen sind, ein nutzliches Hilfsmittel.

(2.1), (2.2) Neben Satzen aus der Stereometrie bieten sich dann auch Sétze aus der Planime-
trie als Hilfsmittel an.

(4) Suche nach einer analogen Aufgabe aus der Planimetrie | Oft 1aRt sich eine hier erfolg-
reiche Lésungsidee analog beim Lésen der stereometrischen Aufgabe anwenden.
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Regeln zum Losen von geometrischen Ortsaufgaben

[ Hinweis: Geometrische Ortsaufgaben sind spezielle Bestimmungsaufgaben. Gesucht ist je-
weils eine Punktmenge M, deren Elemente einer gegebenen Bedingung genulgen, die sich in
Form einer Aussageform H(X) schreiben lait. Dabei bezeichnet X einen beliebigen Punkt
der Ebene (manchmal auch des Raumes) .

Es ist dann zu zeigen: Fur alle X gilt: xeM < H(X) . ]

() Versuche, den gesuchten geometrischen Ort zu erraten !
a) Zeichne eine genaue Figur!
b) Betrachte Spezialfdlle und Grenzfalle fur die Lage des Punktes X!
c) Hast du eine Vermutung gefunden, dann Uberprife sie anhand von weiteren
Spezialféllen!

() Versuche, die gefundene Vermutung zu beweisen !

Verwende hierzu die Regeln zum Lésen von geometrischen Beweisaufgaben!

a) Beachte, daR die Zusammenfassung eines Satzes und einer Umkehrung dieses
Satzes zu beweisen ist! Hierzu sind in der Regel zwei Beweise nétig.

b) Beachte, da’ man anstelle des Satzes "Wenn xeM, dann H(X)" auch die mit ihm
gleichbedeutende Kontraposition "Wenn nicht H(X) , dann nicht xeM" beweisen
kann.

c) Beachte, daR eine Umkehrung eines Satzes oft indirekt bewiesen wird! Dabei kann
man manchmal der Beweisidee fur den Ausgangssatz folgen oder man kann den
Ausgangssatz als Beweismittel verwenden.

(5) Kommst du auf diese Weise nicht ans Ziel, dann Ubersetze die Aufgabe in die Sprache
der Koordinatengeometrie !
(Du erhaltst dann den geometrischen Ort zunachst in der Form F(x;y) =0 .)

Regeln zum Lésen von geometrischen Konstruktionsaufgaben

[ Hinweis: Geometrische Konstruktionsaufgaben sind spezielle Bestimmungsaufgaben. Zu er-
mitteln sind alle Figuren, die die gegebenen Bedingungen erfullen. Genauer gesagt: Zu ermit-
teln ist eine (Konstruktionsbeschreibung genannte) algorithmische Vorschrift, die es gestattet,
aus den Daten genau diejenigen (untereinander nicht kongruenten) Figuren zu konstruieren,
die die gestellten Bedingungen erfullen.

Solche Aufgaben lassen sich stets so umformulieren, dall nur Punkte nebst Bedingungen ge-
geben und nur Punkte gesucht sind, und man daher die Methode der geometrischen Orter und
die Methode der Hilfselemente anwenden kann. Der Suche nach Hilfsgréen entspricht hier die
Suche nach Hilfspunkten.

Man kann solche Aufgaben auch so umformulieren, dall nur Streckenlangen nebst Bedingun-
gen gegeben und nur Streckenléngen gesucht sind, und man daher die algebraische Methode
anwenden kann. Die hierbei erhaltenen Terme sind (elementar) konstruierbar genau dann,
wenn sie als Operationszeichen nur +, -, -, : und Quadratwurzelzeichen enthalten. ]

(1) Zeichne eine Planfigur !
Notiere die gegebenen Bedingungen , in denen die Daten vorkommen!

(3.1) Wende die Methode der geometrischen Orter an |
+ - Reduziere die Aufgabe auf die Konstruktion eines (oder mehrerer) Punktes X !
(Das ist oft auf mehrere Weisen maéglich.)
- Bilde aus den gegebenen Bedingungen zwei Aussageformen mit der freien Variablen X!
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- Ermittle die den Aussageformen zugehdrigen beiden Erfullungsmengen
(geometrischen Orter) | )
- Bilde den Durchschnitt dieser beiden geometrischen Orter !

Kommst du so nicht sofort ans Ziel, dann wende die Methode der Hilfselemente an !

(2.1) Welche Hilfspunkte (Hilfsfiguren 0.8.) /assen sich aus den gegebenen Bedingungen
unmittelbar konstruieren? )
Begrinde (d.h. nenne die beiden geometrischen Orter, die den Hilfspunkt bestimmen) !

(2.2) Aus welchen Hilfspunkten (Hilfsfiguren 0.8.) liefRe sich der gesuchte Punkt unmittelbar
konstruieren ? )
Sind fur jeden dieser Hilfspunkte je zwei geometrische Orter bekannt?

Wende abwechselnd die Strategie des Vorwarts- und des Ruckwartsarbeitens an, bis du einen
Weg von den gegebenen Punkten uber die gefundenen Hilfspunkte zu den gesuchten
Punkten gefunden hast !

Als Hilfsﬁguren eignen sich oft Teildreiecke (Teilfiguren), zur gesuchten Figur &hnliche Figu-
ren oder Figuren, Uber die man viel aussagen kann (z.B, Parallelogramme).

Um brauchbare Hilfselemente zu finden, mul man oft einschldgige geometrische Sétze ver-
wenden, d.h. charakteristische Eigenschaften der zu konstruierenden Figur beachten.

Auch die Anwendung von Abbildungen (von Bewegungen, Ahnlichkeitsabbildungen, Spiege-
lungen am Kreis usw.) kann hierbei helfen.

(3) Bei schwierigeren Konstruktionsaufgaben mul® man die fur die Konstruktion der Hilfs-
punkte oder der gesuchten Punkte benétigten Beziehungen erst entdecken und
herleiten, was zu einer

(4.2) Beweisaufgabe als Hilfsaufgabe fuhren kann.
Es kann auch vorkommen, dal du zu einer gegebenen oder gefundenen Bedingung den
zugehdrigen geometrischen Ort nicht kennst. Dann muR? du dich der zugehérigen
Ortsaufgabe als Hilfsaufgabe zuwenden. Uberzeuge dich aber vorher, dal du auf diese
Weise wirklich zu einem Ldsungsweg fur die Konstruktionsaufgabe gelangst!

(5) Wende die algebraische Methode an !
- Suche eine Streckenlange, die eine "hinreichende" Hilfsgroe ist, d.h. mit deren Hilfe
sich die gesuchte Figur konstruieren lielRe.
- Driicke diese Hilfsgré3e rechnerisch durch die Daten aus !
Erweist sich der so gefundene Term als konstruierbar, dann hast du einen Lésungsweg
gefunden.

Regeln zum Ldsen von zahlentheoretischen Beweisaufgaben

(1) Schreibe die Behauptung und die Voraussetzungen des Satzes unter Verwendung ei-
ner geschickten Bezeichnungsweise heraus! ( Variable einfUhren, Aussageformen
verwenden.)

Mache dir den Inhalt des Satzes klar, indem du einige konkrete Zahlenbeispiele be-
trachtest!
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(5) Lohnt es, die Aufgabe in die Sprache der Kongruenzen zu Ubersetzen?

(2.1) Vorwértsarbeiten !
Wandle Teilbarkeitsaussagen durch Anwendung der Definition von a|b in Gleichungen
um!
Fahrt eine vollsténdige Fallunterscheidung zum Ziel?
Ist ein Beweis durch volisténdige Induktion erfolgversprechend?

(2.2) Ruckwaértsarbeiten
(Definitionen sowie Satze mit gieicher Behauptung liefern hinreichende Feststeliungen.)

(4.2) Beim Ruckwarts- oder Vorwartsarbeiten stoRt man bisweilen auf Hilfsaufgaben bzw.
entdeckt Hilfssétze, mit deren Hilfe man ans Ziel gelangen kann.

(4) Manchmal lohnt es, die Beweisaufgabe in eine Bestimmungsaufgabe umzuwandeln und
die zugehérigen Regeln zu verwenden.

Regeln zum Lésen von zahlentheoretischen Bestimmungsaufgaben

[ Hinweis: Zahlentheoretische Bestimmungsaufgaben lassen sich in der Regel auf folgende
Form bringen:

"Ermittle die Menge aller (natlrlicher oder ganzer) Zahlen, die folgende Bedingungen
(Aussageformen) erfullen: ......... "o

Im Gegensatz etwa zu geometrischen Bestimmungsaufgaben oder zu Sach- und Anwendungs-
aufgaben ist hier der Aufgabenstellung nicht zu entnehmen, daB es genau eine Lésung gibt,
sondern die gesuchte Erfullungsmenge kann leer sein, endlich oder unendlich viele Elemente
enthalten. ]

(1) Flhre Variable ein und schreibe die gegebenen Bedingungen unter Verwendung gunsti-
ger Bezeichnungen als Aussageformen heraus!

(3.1) Ermittle zu jeder Bedingung die Erfullungsmenge!

Bilde den Durchschnitt dieser Erfillungsmengen !

- Jede endliche Erfullungsmenge 1aRt sich im Prinzip durch “systematisches Erfassen al-
ler méglichen Falle" ermitteln.
Lege hierzu Ubersichtliche Tabellen an!

- Oft ist die Reihenfolge wichtig, in der man die einzelnen Bedingungen untersucht.
Beginne mit der Bedingung, die von méglichst wenigen Elementen erfullt wird! Aus die-
ser Menge kann man dann systematisch alle Elemente ausschlieRen, die eine der
restlichen Bedingungen nicht erfillen. Hierbei beginne man mit der Bedingung, die sich
am leichtesten nachprufen laft.

(3.2) Forme die gegebenen Bedingungen zweckmafig um, ziehe Folgerungen aus ihnen,
und ermittle nach solchen Vereinfachungen die gesuchte Erfiillungsmenge !
[ Oft wird (3.1) und (3.2) kombiniert angewendet. In beiden Fallen liegt eine spezielle
Form des Vorwéartsarbeitens vor. ]

(4) Versuche, durch Betrachtung einiger konkreter Falle, durch Probieren 0.&. zu einer Ver-
mutung Uber die gesuchte Erfullungsmenge zu gelangen, und /6se die zugehérige
Beweisaufgabe |
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Regeln zum Lésen von logisch-kombinatorischen Aufgaben

[ Hinweis: Wir betrachten hier nur folgende logisch-kombinatorischen Aufgaben:

Gegeben sind Aussagen Uber Zuordnungen zwischen oder Uber Reihenfolgen von Elementen
nebst Informationen Uber die Wahrheitswerte dieser Aussagen.

Zu ermitteln sind alle Zuordnungen oder Reihenfolgen, die sémtliche gegebenen Bedingungen
erfullen. ]

(1) Fuhre geeignete Bezeichnungen ein, wahle eine zweckmaéaBige Symbolik, und halte die
gegebenen Aussagen (Bedingungen) in tbersichtlicher Form fest !
Verwende Tabellen, um Zuordnungen oder Reihenfolgen Ubersichtlich festzuhalten.

(2.1) Was lait sich aus den gegebenen Aussagen folgern?

(3.2) - Welche Aussage durfte die meiste Information liefern?
Beginne mit dieser Aussage!

- Halte die gefolgerten Aussagen in der angefertigten Tabelle symbolisch fest; ziehe wei-
tere Schiuf¥folgerungen, und fulle die Tabelle schrittweise aus !

- Sind die Wahrheitswerte der gegebenen Aussagen noch zu bestimmen, dann suche
zunachst nach in sich widerspruchsvollen oder nach untereinander unvertraglichen
Aussagen!

- Wenn du nicht weiterkommst, dann prife nach, ob du schon alle gegebenen Informatio-
nen voll ausgeschdpft hast!

(2.2) Betrachte das Gesuchte! Woraus und auf welche Weise liel3e es sich ableiten (ermitteln)?
- Oft ist die Kenntnis der Wahrheitswerte der gegebenen Aussagen hinreichend fur die
Lésung der Aufgabe.
Wie lassen sich diese Wahrheitswerte ermitteln?

(3.1) Erfasse systematisch alle méglichen Félle (Zuordnungen, Reihenfolgen, Wahrheitswert-
verteilungen) und schliele systematisch alle Félle aus, die nicht eintreten kénnen!
- Welche Falle lassen sich auf Grund welcher Aussage sofort ausschlieen?
Uberprife die restlichen Falle anhand der gegebenen Aussagen!
- Verwende Tabellen, um die gewonnenen Ergebnisse Ubersichtlich festzuhalten!

Regeln zum Lésen von Beweisaufgaben aus dem Gebiet "Gleichungen/Ungleichungen”

(1) Die abzuleitende Gl/Ugl ist die Behauptung des zu beweisenden Satzes.
Wie lauten seine Voraussetzungen?
- Gilt die Gl/Ugl fur alle oder nur fur einen Teilbereich der reellen Zahlen oder werden
noch weitere einschrankende Voraussetzungen getroffen?
- Mache dir den Inhalt des Satzes anhand einiger konkreter Zahlenbeispiele klar!
Waéhle auch Zahlen, die die Voraussetzung nicht erfullen!

(2.2.1) Folgern aus der Behauptung: Forme die abzuleitende GIl/Ugl so lange um, bis du zu ei-
ner allgemeingultigen GI/Ugl gelangst oder zu einer Gl/Ug|, die sich aus den
Voraussetzungen ableiten laft.

- Untersuche, ob sich der so gefundene Weg auch von den Voraussetzungen zur
Behauptung beschreiten 1Rt oder ob dabei noch bestimmte Modifikationen nétig sind!

(2.2) Betrachte die abzuleitende Ungleichung!
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- Weist ihre Gestalt auf eine bekannte “Standardungleichung” (z.B.die Ugl Uber das
arithmetische, das geometrische, das harmonische und das quadratische Mittel) hin, die
als Hilfsmittel einsetzbar wére?

Forme zweckmé&fRig um, so dal dies moéglich wird!

- Lassen sich die vorkommenden Terme gunstig (nach oben oder nach unten) abschét-

zen , so dafl man auf diese Weise zu einer leichter ableitbaren Ugl gelangen kann?

(2.1) Betrachte die Voraussetzungen! Was laf3t sich aus ihnen folgern?
- Deuten sie auf die Anwendbarkeit gewisser Hilfsmittel hin?
- LaRt sich eine der Variablen durch die anderen ausdrlcken, so daf sich in der abzulei-
tenden Gl/Ugl die Anzahl der Variablen verringern 1ait?

(4.1) Gelingt dir die Ableitung der Gl/Ugl nicht, dann beschéftige dich zun&chst mit einem
Spezialfall . Vielleicht fihrt das zu einer brauchbaren Lésungsidee.

(4.2) Bei der Anwendung von (2.2.1) oder (2.2) st6f3t man bisweilen auf Hilfsaufgaben.
Beschéftige dich erst dann mit solchen Aufgaben, wenn du dich Uberzeugt hast, dal ihre
Lésung die Lésung der Ausgangsaufgabe erméglicht.

(5) Manchmal ist es zweckmanlig, die graphische Lésungsmethode einzusetzen.
Untersuche die zu vorkommenden Termen gehérenden Funktionen und deren Graphen,
vor allem in Hinblick auf Extremwerte; dies kann beim Abschéatzen von Termen helfen.

Regeln zum Lésen von Bestimmungsaufgaben aus dem Gebiet |
"Gleichungen/Ungleichungen”

(2.1) Betrachte die gegebenen Gl/Ugl ; analysiere die vorkommenden Terme!

(3.2) - Ermittle den Ldsungsgrundbereich der Gl/Ugl (als Durchschnitt der Definitionsberei-
che aller vorkommenden Terme)!

- Versuche durch Untersuchung der Wertebereiche der vorkommenden Terme und
durch andere inhaltliche Uberlegungen Informationen Uber die gesuchte Lésungsmenge
zu gewinnen!

- Untersuche bei quadratischen Gl/Ugl stets zunéchst die Diskriminante | Welche
Information liefert sie Uber die gesuchte Lésungsmenge?

- Ganzzahlige Lésungen von Gleichungen n-ten Grades lassen sich mit Hilfe des Wur-
zelsatzes von Vieta erraten. Durch Abspalten des zu einer erratenen Lésung
gehoérenden Linearfaktors 1&Rt sich der Grad der Gleichung erniedrigen.

(5) Transformiere die Aufgabe in den Bereich "Funktionen und ihre Graphen", d.h. versuche
auf graphischem Wege Informationen tber die Lésungsmenge zu gewinnen!

- Forme die Gl/Ugl so um, daf auf beiden Seiten Terme stehen, deren zugehérige Gra-
phen du relativ einfach zeichnen kannst. Kennzeichne charakteristische Punkte und
Asymptoten dieser Graphen!

- L&t sich auf diesem Wege die Lésungsmenge genau ermitteln , oder gewinnt man so
nur Informationen Uber die Anzahl und die ndherungsweise Lage der Lésungen?

(2.1) Wenn du auf diese Weise die Lésungsmenge nicht genau ermitteln kannst, dann forme
(3.1) die GlI/Ugl so lange (wenn mdglich aquivalent) um, bis du zu einer Gl/Ugl gelangst, deren
Lésungsmenge sich unmittelbar ablesen laft.
Versuche auch, durch geschickte Substitutionen die GI/Ugl zu vereinfachen !
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- Versuche die Gl/Ugl so umzuformen, dal} auf der einen Seite ein Produkt, auf der ande-
ren Seite Null steht | Denn dann kannst du (mit Hilfe eines bekannten Satzes Uber
Produkte) zu einer Alternative von einfacheren Gl/Ugin ubergehen. Neben dem
Ausklammern gemeinsamer Faktoren verwende vor allem die binomischen Formein, um
Summen in Faktoren zu zerlegen. .

- Entsteht beim Umformen eine Alternative bzw. eine Konjunktion von Gl/Ugln, dann er-
halt man die gesuchte Lésungsmenge als Vereinigung bzw. Durchschnitt der
betreffenden Lésungsmengen.

Wenn du nicht immer nur &quivalent umgeformt hast, dann ist ein Existenznachweis in Form
einer Probe nétig, d.h. du muBt noch nachprifen, ob alle Lésungen der umgeformten Glei-
chung auch wirklich Lésungen der Ausgangsgleichung sind. (Bei Ungleichungen ist dieses
Vorgehen unpraktikabel.)

Regeln zum Ermitteln des Ansatzes bei Sach- und Anwendungsaufgaben

[ Hinweis: Das Lésen von Sach- und Anwendungsaufgaben (aus Physik, Technik, Okonomie

usw.) erfolgt im Prinzip stets in 3 Schritten:

1. Ubersetzung der Aufgabe in die Sprache einer mathematischen Disziplin; (Ansatz finden);

2. Lésen der mathematischen Aufgabe (meist Gleichung oder Gleichungssystem),

3. "Ruckubersetzung”, d.h. Deutung des mathematischen Resultats; Formulieren des Antwort-
satzes.

Wir betrachten hier nur den 1.Schritt, der einer Anwendung der Regel (5) entspricht. Der

2.Schritt entspricht im allgemeinen der Anwendung von Regel (3.2) . ]

(1) Was ist gegeben , was ist gesucht ? Fihre Variable ein!

- Welche allgemeinen Beziehungen (Formeln, Gesetze) spielen bei der Losung der Auf-
gabe eine Rolle?
Welche speziellen Beziehungen sind dem Aufgabentext unmittelbar zu entnehmen?

- Fertige zur Veranschaulichung eine Skizze an!

- Fertige eine Tabelle an!
Die in der einschlagigen allgemeinen Beziehung vorkommenden GréRen liefern die
Spalteneingénge; passend gewéhlte Zeileneingadnge muissen dem jeweiligen speziellen
Sachverhalt entnommen werden.
Trage die gegebenen GréRen in die Tabelle ein! Kennzeichne die Felder, in denen die
gesuchten GréRen stehen!

(2.1) Was lait sich aus dem Gegebenen unmittelbar berechnen?
Mit welchen Hilfsmitteln (Formeln, Satzen 0.4.) ist dies moglich?

(2.2) Aus welchen GréRen lie8e sich das Gesuchte unmittelbar berechnen?
Verwende hierzu Formeln, in denen das Gesuchte vorkommt!

Versuche, durch Vorwarts- und Ruckwartsarbeiten einen Weg vom Gegebenen Uber Hilfsgros-
sen zum Gesuchten zu finden und so eine Gleichung zu gewinnen, in der neben der gesuchten
Grée nur gegebene Gréflen vorkommen.

(3) Suche nach Gleichungen (Beziehungen) zwischen den gegebenen, den gesuchten
und passend gewahlten Hilfsgréen !
Eliminiere die Hilfsgrolen!
- Welche Beziehungen kannst du der Skizze entnehmen?
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- Fulle die Felder der Tabelle schrittweise aus, indem du die gegebenen oder gefundene
Beziehungen verwendest! Dabei kannst du auch von einer Hilfsgrée ausgehen.

- Sind alle Felder der Tabelle gefullt und wird nur eine GréRe gesucht, dann gibt es in der
Regel noch eine Beziehung, die beim Ausflllen der Tabelle nicht verwendet wurde.
Diese Beziehung liefert die Ansatzgleichung.

(Oft gibt es mehrere verschiedene Mdglichkeiten, die Felder der Tabelle zu fallen, was

dannauch zu verschiedenen Ansatzgleichungen fuhrt.)

12 Logische Grundlagen

Auch auf diesem Gebiet lernen die Schuler in der AG Klasse 10 nicht Neues mehr kennen. Um
dem Unterricht nicht vorzugreifen und um diese AG nicht stofflich zu Uberlasten, wurde auf eine
Behandlung der vollstandigen Induktion verzichtet.

Wie dem Abschnitt 5. zu entnehmen ist, geht es hier um eine Wiederholung folgender The-
menbereiche: Einzigkeits- und Existenznachweis; parameterhaltige Aufgaben; logische Ver-
wandtschaften zwischen Aussagen und Aufgaben; direkte und indirekte Beweise; Abstraktion
durch Aquivalenzklassenbildung.

Was auf dem Gebiet der logischen Grundlagen in den AGn der Klassen 5 bis 9 behandelt wer-
den kann, ist der Ubersicht in Abschnitt 5. zu entnehmen. Eine relativ ausfuhrliche Zusammen-
fassung dieses Inhalts findet man in /11/, S.9 - 13.

Stark im Vordergrund steht das explizite BewuRRtmachen des deduktiven Aufbaus mathemati-
scher Disziplinen (vgl. die Abschnitte 3.2.1., 3.2.2. und 3.2.3.) was in den AGn der niedrigeren
Klassenstufen nicht vordergrindig behandelt wurde.

Empfehlenswert ist auch eine ruckblickende und zusammenfassende Betrachtung der Eintei-
lung der Aufgaben in Aufgabenklassen aus logischer Sicht.

Ein erster Ausgangspunkt sind die in Abschnitt 1.1. auf S.6 eingefuhrten Begriffe “Start” ,
"Ziel", Teilziel", "Hilfsmittel".

Ein zweiter Ausgangspunkt ist die Einteilung mathematischer Ausdrucke in “Term" "Aussage”,
"Aussageform” sowie die zugeordneten Begriffe "Wert, Definitionsbereich, Wertebereich”,
"Wahrheitswert" und "Erfillungsmenge" .

Das Ermitteln des Definitionsbereichs und des Wertebereichs sowie spezieller Werte eines
gegebenen Terms, der Variable enthalt, fihrt zu Aufgaben, die meist algorithmisch I6sbar sind
und die deshalb in unserem heuristischen Regelsystem nicht vorkommen.

Das Ermitteln des Wahrheitswerts einer gegebenen Aussage bezeichnet man als
"Entscheidungsaufgabe” , die je nach der getroffenen Entscheidung zur einer “"Beweisaufgabe”
oder einer "Widerlegungsaufgabe"” wird. Die Wahrheit einer Allaussage wird meist direkt, die
Falschheit einer Existenzaussage meist indirekt bewiesen; die Wahrheit einer Existenzaussage
wird durch ein Beispiel, die Falschheit einer Allaussage durch ein Gegenbeispiel nach-
gewiesen.

Das Ermitteln der Erflllungsmenge einer Aussageform haben wir als “Bestimmungsaufgabe
vom Typ 1" bezeichnet.

Sind GréRen (d.h. Terme ohne Variable) und Beziehungen (d.h. Aussageformen) gegeben und
GroéRen gesucht, dann sprechen wir von "Bestimmungsaufgaben vom Typ II".
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13. Sachkenntnisse und Fertigkeiten

Uns ist bewuRRt, daR man AGn auch unter Zielstellungen durchfuhren kann, die sich von den
hier angegebenen unterscheiden. Besonders in héheren Klassenstufen kann das Vermittein
von Wissen aus mathematischen Disziplinen, die nicht zum Unterrichtsstoff gehéren, zum In-
halt mathematischer Zirkel gemacht werden. Die Gruppentheorie, Matrizen und Determinanten,
lineare Optimierung, projektive Geometrie und noch viele andere Disziplinen sind hierfir ge-
eignet.

Man kénnte der Meinung sein, dall wir in der AG Klasse 10 mit dem Behandeln der Vektoral-
gebra und der komplexen Zahlen eben dieses Ziel verfolgen. Dem ist jedoch nicht so. Fur uns
ist das Vermitteln speziellen mathematischen Wissens niemals eine Selbstzweck. Bis zur AG
Klasse 9 dienten vermittelte Sachkenntnisse und Fertigkeiten ausschiieBlich dem Ziel, neues
Werkzeug zum Bewaéltigen problemhafter Aufgaben zu erhalten.

Der Zusammenstellung in Abschnitt 5. ist zu entnehmen, worum es sich hierbei in den einzel-
nen Klassenstufen handelt.

Bekanntlich durfen die Schuler nicht nur bei der Internationalen Mathematikolympiade, sondern
auch schon bei den Mathematik-Olympiaden ab Stufe 3 keine Formelsammlungen verwenden.
Dies bedeutet, dal ein Schuler bei diesen Wettbewerben z.B. die in /1/ auf S$.31-32 angegebe-
nen goniometrischen Formeln und trigonometrischen Séatze auswendig kennen muf3, um ein-
schlagige Aufgaben bearbeiten zu kénnen.

Schuler, die Uber keine sehr gute Merkfahigkeit verfugen, sollten daher in der Lage sein, sich
derartige Formeln rasch herzuleiten.

Da das Rechnen mit komplexen Zahlen auch anderweitig ein nutzliches Hilfsmittel zum Lésen
problemhafter Aufgaben darstellt, und da man auf diese Weise sehr leicht zu einigen grundle-
genden goniometrischen Formeln gelangen kann, lag es nahe, dieses Stoffgebiet in die AG
Klasse 10 mit aufzunehmen.

Ein weiteres Argument fur diese Entscheidung liegt darin, dal} sich an diesem Beispiel der de-
duktive Aufbau einer Theorie besonders gunstig demonstrieren |at.

Aus den verschiedenen Mdglichkeiten, die Theorie der komplexen Zahlen deduktiv aufzu-
bauen, haben wir diejenige ausgewahlt, die einen stark "geometrischen" Zugang zu dieser
Theorie gestattet.

Entscheidend ist die Stelle, an der die Multiplikation komplexer Zahlen definiert wird. In ma-
thematischen Vorlesungen geschieht dies in der Regel auf der Grundlage der Darstellung
komplexer Zahlen als geordnete Paare reeller Zahlen.

Uns lag daran, die Méglichkeit der graphischen Deutung von Zahlen als Punkte maximal aus-
zunltzen. Damit war klar, daB3 wir gleich zu Anfang die Gaul3sche Zahlenebene als eine Erwei-
terung der Zahlengeraden einfihren wollten.

Ferner lag es nahe, die Zusammenhange zwischen komplexen Zahlen und Vektoren (bzw.
Pfeilen) auszunutzen. Der Addition komplexer Zahlen entspricht eine "Addition" zugehériger
Pfeile, der Multiplikation komplexer Zahlen eine "Drehstreckung" solcher Pfeile.

Daher haben wir gleich am Anfang die beiden gleichberechtigten Darstellungen (xy) bzw,
[1z]; o] eingefuhrt. So war es moglich, die Addition m.H. der Darstellung (x;y) , die Multiplikation
m.H. der Darstellung [|z|; ©] zu definieren und damit den geometrtischen Aspekt hervorzuhe-
ben.

Da das Rechnen mit Vektoren nicht nur einen Zugang zum Rechnen mit komplexen Zahlen
eréffnet, sondern auch anderweitig ein wichtiges Hilfsmittel zum Lésen geometrischer Aufga-
ben darstellt, haben wir auch dieses Stoffgebiet in die AG Klasse 10 aufgenommen.
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2.ZU EINIGEN ORGANISATORISCHEN UND DIDAK-
TISCHEN FRAGEN

Da die Aufgabensammlung /1/ sowohl fur Schularbeitsgemeinschaften als auch fur Arbeitsge-
meinschaften auf Kreisebene bestimmt ist, mufd der AG-Leiter in Abhangigkeit von der durch-
schnittlichen Leistungsfahigkeit und von den Interessen seiner Schuler zunachst entscheiden,
welche der in Abschnitt 1. genannten Ziele er erreichen méchte. Dadurch ist die Auswahl des
zu behandelnden Stoffs, speziell der zu |6senden Aufgaben bis zu einem gewissen Grad be-
reits festgelegt, und auch das methodische Vorgehen wird sich nach den angestrebten Zielen
richten mussen.

Es ist zu empfehlen, dal der AG-Leiter einen Jahresarbeitsplan aufstellt, in dem der zeitliche
Umfang fUr die zu behandelnden Stoffgebiete, die zu behandelnden Aufgaben (-gruppen), der
zu erarbeitende Merkstoff und die zu wiederholenden Stoffgebiete aus den Aufgabensammlun-
gen der Klassenstufen 6 - 9 festgehalten werden.

Die Beféhigung der Schuler zum selbstandigen Erwerb von Wissen und Kénnen wurde als ei-
nes der zentralen Ziele hervorgehoben. Man sollte daher die Schuler bewuflt an ein
Zielgerichtetes "Literaturstudium” heranfUhren und sie dabei anleiten.

Hierfur bieten sich zunéchst Abschnitte aus dem jeweiligen Lehrbuch an, die (als Hausauf-
gabe) von den Schulern zu wiederholen sind.

Diesbezuglich ungelbte Schuler sollten den "Merkstoff' in den Aufgabensammlungen zunachst
fur eine Zusammenfassung und Wiederholung des im Zirkel gemeinsam erarbeiteten Stoffes
nutzen.

In einer AG Klasse 10 sollten die Schuiler dazu angehalten werden, derartigen Merkstoff auch
selbstandig zu erarbeiten. Dies wird in der Regel in mehreren Etappen erfolgen, die vom AG-
Leiter zu planen sind.

DarUber hinaus sollte man die leistungsfahigsten Schuler anregen, z.B. Beitrdge aus der
Zeitschrift "Alpha" oder aus ausgewéahlten Banden der "Mathematischen Schulerblcherei”
selbstandig durchzuarbeiten. Teile des so erworbenen Wissens und Kénnens kénnen dann in
Form kurzer Schulervortrage an die anderen Schuler weitergegeben werden.

Selbst bei gunstigen Maglichkeiten fur eine &uRere Differenzierung finden sich in der Regel
Schuler mit unterschiedlicher Leistungsfahigkeit in einer AG zusammen. Da wir uns das Ziel
stellen, jeden Schuler stets an der oberen Grenze seiner Leistungsfahigkeit zu fordern, kann
man auf Mal3nahmen einer inneren Differenzierung nicht verzichten.

Hinweise hierzu findet man in /7/ auf S.14 - 15.

Es empfiehit sich, fur jeden Zirkel zwei "Angebote" zu planen und an der Wandtafel festzuhal-
ten.

Das "Normalangebot” richtet sich zunachst an alle Schuler. Es besteht aus der Angabe aller
Aufgaben, die im jeweiligen Zirkel behandelt werden sollen, sowie aus an der Wandtafel fest-
gehaltenenLeerstellen" fur Teilresultate und das Endresultat der zu behandelnden Aufgaben.
Die Schuler werden aufgefordert, sich zu melden, wenn sie eine Aufgabe gel6st zu haben
glauben und sich dann sofort der nachsten Aufgabe zuzuwenden.

Nach einer angemessenen Zeit 143t sich der AG-Leiter die gewonnenen Teilresultate und
Resultate nennen, halt sie kommentarlos an der Wandtafel fest und fragt nur, ob es Schuler
gibt, die andere Resultate erhalten haben. Ist das der Fall, dann werden sie auch an der
Wandtafel festgehalten, und die Schuler werden aufgefordert, zu entscheiden, welches der
angeschriebenen Resultate das richtige ist.

Wer die Aufgaben des "Normalangebots" richtig gelést hat, beschaftigt sich mit dem
"Zusatzangebot", das Aufgaben héheren Schwierigkeitsgrades enthalt.

Leistungsstarke Schuler, die Uberzeugt sind, die Aufgaben des "Normalangebots" lésen zu
kénnen (z.B. Mitglieder des Korrespondenzzirkels Mathematik), durfen sich sofort mit den
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Aufgaben des "Zusatzangebots" beschéftigen. In der Regel sind dies nur einige wenige
Schuler der AG, so dall der AG-Leiter hinreichend Zeit hat, diese Schiler individuell zu
beraten, wahrend die Lésungen zu den Aufgaben des "Normalangebots" nach angemessener
Zeit mit allen AG-Mitgliedern gemeinsam besprochen werden.

Auf verschiedene Formen der Zirkelarbeit wird in /7/ auf S.15-17 relativ ausfuhrlich eingegan-
gen.

Es ist von Vorteil, wenn sich ein Zirkel im &uf3eren Ablauf deutlich von einer Unterrichtsstunde
unterscheidet.

Das frontale Unterrichtsgespréach sollte auf keinen Fall dominieren. Vor allem achte man dar-
auf, daR hierbei die leistungsstarksten Schuler die Lésungen nicht gleich verraten und dadurch
den leistungsschwécheren Schulern die Méglichkeit zu selbsténdiger intensiver geistiger Arbeit
nehmen.

Die wichtigste Form ist wohl die von Auswertungen unterbrochene Stillarbeit, bei der sich kei-
nesfalls immer alle Schuler zur gleichen Zeit mit derselben Aufgabe beschaftigen mussen.

Sehr effektiv kann auch die Gruppenarbeit sein, bei der die Mitglieder einer jeden Gruppe
gemeinsam an der Lésung einer Aufgabe arbeiten, wobei sich durchaus verschiedene Gruppen
auch mit verschiedenen Aufgaben beschéftigen kénnen. Besonders leicht organisierbar ist die
Arbeit in Zweiergruppen.

Heuristische Schulung besteht fur uns im bewufRten Vermitteln von weitgehend inhaltsunab-
hangigen Fragen oder Impulsen, durch deren Anwendung ein Lésungerfolg zwar nicht garan-
tiert wird, wohl! aber die Wahrscheinlichkeit, zu einer Losung zu gelangen, stark anwéachst.

Beim bewuRten Vermitteln heuristischer Vorgehensweisen sind einige Prinzipien zu beachten:

1. Heuristisches Vorgehen 14t sich nur im Prozel angestrengter geistiger Tatigkeit beim weit-
gehend selbstandigen Ldsen anspruchsvoller Aufgaben (und nicht etwa nur durch Zuhdren)
erlernen. Dazu mul® man dem Schuler Zeit /assen! Ein kurzschrittiges Steuern der Schuler-
handlungen mit dem Ziel, méglichst rasch zur einer Lésung zu gelangen, ist eine fur die heu-
ristische Schulung unbrauchbare Methode.

2. Heuristische Hilfsmittel, Strategien oder Prinzipien soliten stets anhand solcher Aufgaben
eingefthrt werden, die der Schuler nicht oder nur mit unangemessenem Aufwand selbsténdig
I6sen kénnte.

Nach einer "Trainingsphase”, in der eine geeignete Aufgabenfolge eingesetzt wird, muf} dann
eine Phase kommen, bei der sich der Schuler beim Lésen "vermischter" Aufgaben selbsténdig
fur eine heuristische Vorgehensweise entscheiden muR.

Je begabter ein Schuler ist, desto haufiger sollte man ihn auffordern, gewohnte Bahnen zu
verlassen und es einmal auch "ganz anders zu versuchen".

3. Um die Gemeinsamkeiten des Vorgehens beim Lésen unterschiedlicher Aufgaben hervorzu-
heben, solite sich der AG-Leiter der "genormten Impulse" bedienen, die zur Charakterisierung
der Strategien verwendet wurden. Es sind dies die (inhaltsunabhangigen) "Hauptimpulse" , die
nur dann durch "Unterimpulse" ergénzt werden sollen, wenn der Hauptimpuls noch nicht zum
Ziel gefuhrt hat. Auch diese Unterimpulse sollten vom konkreten Aufgabeninhalt noch

moglichst wenig abhangen. Konkrete Losungshinweise sollten nur notfalls und dann ganz zum
Schiuf? kommen.

4. Das Endziel besteht darin, dal3 die Schuler derartige Fragen und Impulse Ubernehmen und
beim Lésen problemhafter Aufgaben - in der Regel unterbewuflt - einsetzen. Sie sollten jedoch
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dazu angehalten werden, beim Auftauchen gréRerer Schwierigkeiten das ihnen zur Verfigung
stehende Repertoir an heuristischen Vorgehensweisen bewuf3t durchzumustern.

Auf diese Weise soll die "strategische Ratlosigkeit" Gberwunden werden, die darin besteht, dai}
man keine Idee mehr hat, wie man das Problem anpacken kénnte.

Um dies zu erreichen, wird folgendes Vorgehen empfohlen: ,

Die Fragen und Impulse werden zunédchst vom Lehrer formuliert, dann aber moglichst rasch
von den Schulern selbst gestellt. Wer einen Lésungsweg gefunden hat, darf ihn nicht verraten,
er darf lediglich die néchste Frage stellen, den nachsten Impuls geben.

Auf diese Weise werden die leistungsstérksten Schiler zuséatzlich gefordert, die leistungs-
schwacheren Schuler haben mehr Zeit zur Aneignung der Vorgehensweise und den leistungs-
schwachsten Schulern bleibt es Uberlassen, die Lésung zu formulieren.

Im Idealfall spielt der AG-Leiter bei einem Unterrichtsgesprach nur die Rolle eines Dirigenten,
der bestimmt, wer zu Wort kommen soll, und der die gestellten Fragen oder Impulse sowie die
zugehorigen Antworten wertet.

5. Man sollte Schulern nie einen bestimmten Lésungsweg aufdrangen, sondern sie stets selbst
suchen lassen.

Der AG-Leiter sollte mdglichst alle naheliegenden Lésungswege einer Aufgabe kennen, um L6-
sungsvorschlage der Schuler richtig bewerten zu kénnen. Die Schuler sollen wissen, daf man
sie aus Grunden der Zeitersparnis im Zirkel vor "Sackgassen" bewahrt, die sich beim selb-
standigen Ldsen nicht ausschlieRen lassen. Bei der Diskussion nach Phasen der Stillarbeit
oder der Gruppenarbeit sollte der AG-Leiter auch auf diese Problematik eingehen.

Wenn es zu einer Aufgabe mehrere wesentlich verschiedene Lésungswege gibt, dann solite
man in der Phase des Ruckblicks nach allen diesen Lésungswegen systematisch suchen
lassen und nachtraglich eine Diskussion Uber Vorteile und Nachteile der verschiedenen
Lésungswege durchflhren.

Bei der organisatorischen und didaktischen Gestaltung der Zirkel sollte der AG-Leiter stets
unser Hauptziel im Auge behalten:

Es geht um die systematische Férderung mathematisch begabter und interessierter Schuler,
wobei die Entwicklung der Fahigkeit zum problemlésenden Denken im Vordergrund steht. Die-
ses Ziel 1alt sich aber nur erreichen, wenn die Zirkel so gestaltet werden, dall den Schulern
diese zuséatzliche Beschéaftigung mit Mathematik auch Spall macht.
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3.VORSCHLAGE ZUR GESTALTUNG DER ZIRKEL

31.Gleichungen, Ungleichungen und Funktionen

Ziele:

Heuristische Vorgehensweisen

- Vorwarts- und Ruckwartsarbeiten beim Lésen von Beweis- und Bestimmungsaufgaben

- Durchschnittsbildung von Erfullungsmengen beim graphischen Lésen von Gleichungssyste-
men

- Transformationsprinzip beim graphischen Lésen von Gleichungen, Ungleichungen und Glei-
chungssystemen

- Ruckfuhrungsprinzip (Suche nach und Ruckfuhrung auf Hilfsaufgaben)

- Bewul3te Suche nach méglichst einfachen Lésungswegen vor dem Einsatz algorithmischer
Loésungsverfahren; geschicktes quasialgorithmisches Vorgehen beim Ermitteln von Lésungs-
mengen

Logische Grundlagen

- "Begrundete Herleitung" als Einzigkeitsnachweis; "Probe" als Existenznachweis; Rolle von
Stichproben bzw. von Proben am Spezialfall

- Aquivalentes Umformen zum Zweck der Vereinfachung von Aussageformen; gleichzeitiger
Nachweis von Einzigkeit und Existenz von Lésungen; Rolle der Probe

- Parameterhaltige Aufgaben als Aufgabenklassen; Interpretation von Parametern; vollstandige
Lésungsdiskussion (Determination)

- Verallgemeinern und Spezialisieren von Aussagen

- Indirekte Beweise

Sachkenntnisse und Fertigkeiten

- Rechnen mit Potenzen, Wurzeln und Logarithmen

- Fertigkeiten im geschickten Umformen von Bruch- , Wurzel- , Exponential- und Logarith-
mengleichungen sowie von nichtlinearen Gleichungssystemen

- Eigenschaften und Graphen von ganzen rationalen Funktionen, Wurzelfunktionen, Exponen-
tialfunktionen und Logarithmusfunktionen

FUr eine selbstandige Wiederholung durch die Schuler sollten genutzt werden:

- Aufgabensammlung /6/ fur KI.7: S.17 "Aussageformen und Mengen; Abbildungen; Terme;
Gleichungen" ; S.18 "Regeln fur das aquivalente Umformen von Gleichunen und Ungleichun-
gen".

- Aufgabensammlung /8/ fur Ki.8: S.15 "Das Beweisen von Gleichheits- und Ungleichheitsaus-
sagen " ; S.21. "Funktionen und ihre Graphen" .

- Aufgabensammlung /10/ fur KI.9 : S.23 "Lineare Gleichungssysteme; der GauRsche Algorith-
mus" ; §.24 "Quadratische Gleichungen und Ungleichungen" ; $.25 "Gleichungen héheren
Grades" ; S.26 "Transformation von Funktionsgraphen" .

In diesem Abschnitt werden folgende Stoffgebiete behandelt:

(1) Aufg. 1) - 4) : Ermitteln der L6sungsmenge von Bruch- und Wurzelgleichungen bzw.
-ungleichungen

(2) Aufg. 5) - 16) . Eigenschaften von ganzen rationalen Funktionen; einfache Funktional-
gleichungen

(3) Aufg.17) - 20): Nichtlineare Gleichungssysteme

(4) Aufg.21) - 24) . Potenzen mit rationalen Exponenten; Exponentialgleichungen
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(5) Aufg. 25) - 33): Logarithmen (Termberechnungen; Beweis von Gesetzen; Gleichungen
und Ungleichungen mit Logarithmen)

(8) Aufg. 34) - 37) : Graphen von Exponential- , Logarithmus- und Wurzelfunktionen,
graphisches Ldsen von entsprechenden Gleichungen

(7) Aufg. 38) - 42) : Beweisen von Ungleichheitsaussagen

Wenn man in einer Schularbeitsgemeinschaft das Ziel verfolgt, den Unterrichtsstoff zu festigen
und zu vertiefen, dann sollte man sich vor allem mit den Stoffgebieten (1), (4), (5) und (6) be-
schaftigen. Ferner empfiehlt es sich, auf die Aufgabensammilungen /8/ und /10/ fur die Klassen
8 bzw. 9 zurtckzugreifen.

Aus der AG Klasse 8 bieten sich folgende Abschnitte an: "Funktionen und ihre Graphen", S.11,
Aufg. 1) bis 6) ; "Das Berechnen und Umformen von Termen", S.12, Aufg. 12) bis 17) ; "Das
Bestimmen der Lésungsmenge von Gleichungen und Ungleichungen”, S.13, Aufg.18) bis 26) ;
"Sach- und Anwendungsaufgaben", S.16, Aufg.37) bis 44) .

Aus der AG Klasse 9 sollte man aus dem Abschnitt "Arithmetik" auf S.10, Aufg. 16) bis 28) das
Lésen von Bruchgleichungen sowie von Gleichungen 2. bis 4. Grades wiederholen

Verfolgt man das Ziel, den Unterrichtsstoff zu erweitern, dann sollte man auch das Stoffgebiet
(3) behandeln. Aus der AG Klasse 8 bietet sich hierfur der Abschnitt "Funktionen und ihre
Graphen", S.11, Aufg.7) bis 11) an. Aus der AG Klasse 9 sollte man auf S.8 mit Aufg. 1) bis 14)
den GaufRschen Algorithmus zum Lésen linearer Gleichungssysteme sowie das Lésen nichtli-
nearer Gleichungssysteme nebst zugehérigen Anwendungsuafgaben wiederholen.

Méchte man auch eine Vorbereitung auf mathematische Wetthewerbe durchfihren, dann muf
man auch das Stoffgebiet (7) mit einbeziehen. Hierzu gehéren aus der AG Klasse 8 der Ab-
schnitt "Das Beweisen von Gleichheits- und Ungleichheitsaussagen”, S.15, Aufg.27) bis 36)
sowie aus der AG Klasse 9 die Aufgaben 29) bis 37) auf S.12 .

In der Klassenstufe 10 kommt der Befdhigung zum selbstandigen Erwerb von Kénnen und Wis-
sen eine sehr grofde Bedeutung zu. Daher sollte man fur das Erarbeiten des "Merkstoffs" durch
die Schuler stets genlgend Zeit einplanen und beachten, dal® man vor allem leistungsschwa-
chere Schuler dabei anfangs stark unterstitzen mul3. Die Schuler sollten stets die Aufgaben-
sammlungen fur die AG Klasse 8 und 9 mitbringen. Beim Wiederholen von benétigtem Wissen
und Kénnen sollte man stets auf den "Merkstoff' dieser Aufgabensammiungen zurtckgreifen
lassen.

In jedem der oben genannten Stoffgebiete (1) bis (7) gibt es Aufgaben von stark unterschiedli-
chem Schwierigkeitsgrad. Um dem Lehrer die Aufgabenauswahl zu erleichtern, geben wir eine
fur leistungsschwéchere Schuler bestimmte "Minimalvariante" und eine fUr leistungsstarke
Schuler bestimmte "Maximalvariante" an

Minimalvariante

1a),b),c) Bruchgleichungen
4a),b) c),d).e) Wourzelgleichungen
6) Begriff, Graphen und Eigenschaften von ganzen rationalen Funktionen
21a)- i), 22a)-f) Erweiterungen des Potenzbegriffs; Berechnen entsprechender Terme
), 24) Exponentialgleichungen
25a)-f Begriff des Logarithmus; Berechnen entsprechender Terme
26) 27), 28a) d) Entdecken, Beweisen und Anwenden von Logarithmengesetzen
)-9) Gleichungen mit Logarithmen
34), 35a),b), 36a),b) Graphisches Lésen von Gleichungen
38a),39), 40a), 41a) Beweisen von Ungleichheitsaussagen
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Maximalvariante

1d),e), 2), 3) Bruchgleichungen, auch parameterhaltig

4m),n),0) Wourzelgleichungen und -ungleichungen

5), 8), 9), 10), 14), 15a),b), 16a),b) Eigenschaften von ganzen rationalen Funktionen

7), 11),12), 13) Einfache Funktionalgleichungen

17a)- d), 18a) - f), 19a)- c) Nichtlineare Gleichungs- und Ungleichungssysteme

27), 29a)- d), 30) Entdecken, Beweisen und Anwenden von Logarithmengesetzen
32a),b), 33) Gleichungen und Gleichungssystem mit Logarithmen

38b), 40a)- c), 41a),b), 42) Beweisen von Ungleichheitsaussagen

Bei der Aufgabe 1) sollte man eine zusammenfassende Wiederholung des einschlégigen
Stoffs aus der AG Klasse 8 und Klasse 9 durchfuhren:

- Zerlegen der Teilnenner in Faktoren und Festhalten des Lésungsgrundbereichs ;

- Ermittein des Hauptnenners HN und der zugehdrigen Erweiterungsfaktoren ;

- Erraten ganzzahliger Lésungen mit Hilfe des Vietaschen Wurzelsatzes ;

- Abspalten von Linearfaktoren durch Partialdivision ;

- Berechnen der Diskriminante D = b? - 4ac eines quadratischen Terms f(x) =ax2+bx +c;

- Lésungsformel fur quadratische Gleichungen ;

- Transformation von Funktionsgraphen und graphisches Lésen von Gleichungen.

Bei der Aufgabe 1a) lohnt das graphische L6- wr
sungsverfahren, weil man auf diese Weise sofort \
erkennt, dal die Gleichung genau eine Lésung

besitzt, die sich ablesen |aRt. Dabei muz mit Hilfe
der Eigenschaften der zugehdérigen Graphen be-
grundet werden, warum es auflerhalb des gezeich-
neten Ausschnitts keine weiteren Ldésungen geben
kann (Einzigkeitsnachweis), und es mufl mit Hilfe
einer Probe nachgewiesen werden, dall die abge-
lesene Losung tatsachlich die Gleichung erfullt

4..
(Existenznachweis). —9
—]

Ein 2.Lésungsweg verwendet das Umformen zum
Zweck des Vereinfachens der Gleichung .

Zunachst wird x =2 aus dem L&sungsgrundbe-
reich ausgeschlossen.

Dann gelangt man durch &aquivalentes Umformen

Uber ;1—5 =(x-2)* und (x-2)*=1 zu x-2=1 undsomitzur Lésungsmenge L={3}.
Obwohl (wegen des &quivalenten Umformens) eine Probe aus logischer Sicht Gberflusssig ist,

solite man sie dennoch durchfGhren, um aufgetretene Rechenfehler erkennen und verbessern

zu kénnen.
Bei einem Vergleich der beiden Lésungswege wird man feststellen, dal der 2.Lésungsweg
gunstiger ist als der 1.Lésungsweg.

-
Qox----

Bei Aufgabe 1b) kann man auf graphischem Weg erkennen, da die Gleichung genau drei
Lésungen besitzt, wobei nur x =3 eine ganzzahlige Lésung sein kann.

Auf rechnerischem Weg gelangt man durch &quivalentes Umformen zu

X -4x2+2x+3=(x-x-1)(x-3)=0 .
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Da die Diskriminante D =1 + 4 =5 positiv aber keine Quadratzahl ist, besitzt der quadratische
Term zwei Nullstellen, die nicht ganzzahlig sind. Durch Anwenden der Ldsungsformel fur qua-

dratische Gleichungen erhélt man die gesuchte Lésungsmenge L = { %(1 -\/5); %(1 +4/5);3}.

Bei Aufgabe 1c¢) gelangt man durch aquivalentes Umformen Uber dem Ldsungsgrundbereich
X =R\0; -1; 3} zur vereinfachten Gleichung O-x +3=0 und somitzu L=0.

Als wesentlich schwieriger erweist sich die Aufgabe 1d) , weil hier routineméaRiges Vorgehen
nicht zum Ziel fGhrt.

Nach dem Feststellen des Erfullungsgrundbereichs gelangt man durch &quivalentes Umformen

2 +4
von (1) X—+X1+2)é—=6\/§, x>0

zu (2) x4-12x*+8x2-48x+16=0, x>0 .

Nun kann man sich Uberzeugen, dall diese Gleichung keine ganzzahligen Ldsungen besitzt
und dal® man daher durch das Ubliche Abspalten von Linearfaktoren nicht weiterkommt.

Es bedarf schon einiger Findigkeit, um folgende Faktorzerlegung zu entdecken und so zu fol-
gender Gleichung zu gelangen, die mit (1) und (2) aquivalent ist:

(3) (}@-12x+4)(x2+4)=0, x>0 .

Der Rest ist einfach. Da stets x*+4 >0 gilt, muB x?-12x + 4 =0 gelten, was zur gesuchten
Losungsmenge L ={6-4v/2:6 + 42} fuhrt.

Ein 2.L6sungsweg benttigt ebenfalls geschickte, nicht leicht zu findende Umformungen.
Zuné&chst Uberzeugt man sich, da? x = 0 keine Loésung der Gleichung (1) ist und man daher
x > 0 fordern kann. Fur positive x ist folglich (1) aquivalent mit

(x+2)2+8x=6\/; '

X+2
. 8x
also mit X+2+ 5 =6x
S X+2 8x _
sowie mit \/)—( +x+2"6'

Nun fuhrt die Substitution z = Xj;z zur Gleichung z + g =6, die fur z> 0 aquivalent ist mit

22-6z2+8=0,dh. mit z=2 oder z=4.
z=2 fuhrtzu x-24x +2 =0, also auf den Widerspruch (\/x-1)2+1=0.
z =4 fuhrt zu der oben angegebenen Lésungsmenge.

Auch die Aufgabe 1e) besitzt einen recht hohen Schwierigkeitsgrad. Zunachst liegt es nahe,
die Teilnenner in Faktoren zu zerlegen. So gelangt man zu

1 . 1 . 1 + 1 1 1 __X(x+5)
x-1)(x-2) * (x-2)(x-3) * (X-3)(x-4) ~ (x-4)(x-5) + (x-5)(x-6) + X-6)(x-7) = (x-1)(x-7)°

xe{123456,7}.

Nun bietet allerdings das Multiplizieren mit dem Hauptnenner kaum Aussicht auf Erfolg. Man
wurde mit viel Rechenaufwand zu einer Gleichung 5.Grades gelangen.

Entscheidend ist die Erkenntnis, dal sich jeder der Briche auf der linken Seiten als Summe
zweier einfacherer Brlche darstellen laft.
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1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
AUs o = x-7 - x-6 Y9 GExE) = x-6 " x-5 0% GEGH xHx8 -x-7 x-5

So gelangt man zu folgender Gleichung, die der Ausgangsgleichung &quivalent ist:

1 1 _ x2+5x
x-7 " x-17 (X1)(x-7)

x ¢ {12,3,4,56,7} .

Der Rest ist einfach. Man gelangt zur Gleichung x*+5x -6=0 , alsozu x=-6 oder x=1.
Wegen x = 1 lautet die gesuchte Lésungsmenge daher L={-61}.

Beim Lésen der in Aufgabe 2a) gegebenen parameterhaltigen Bruchgleichung fuhrt routine-
maniges Vorgehen zum Ziel.

Es empfiehit sich, zunachst den Hauptnenner HN und die Erweiterungsfaktoren durch eine Ne-
benrechnung zu ermitteln und den Erfullungsgrundbereich festzuhalten.

Die Lésung lafkt sich wie folgt darstellen:

Teilnenner Erweiterungsfaktoren
X?-p? = (x+p)(x-p) 2(x+p)=2x+2p
X* +2px_+p? = (X + p)* 2(x-p) =2x-2p

2x-2p = 2(X-p) (x + p)>=x2+ 2px + p?
HN = 2(x - p)(x + p)*

1 1 1

X-pr T X+2px+p? - 2x-2p ¢ X**p ['HN
2x+2p - (2x-2p) = x2+2px+p?
x2+2px+ (p?-4p) =0

(x=-p-24/p oder x=-p+24p) und x=+p

Auf diese Weise haben wir die parameterhaltige Ausgangsgleichung durch aquivalentes Um-
formen maximal vereinfacht und mussen nun noch durch die Determination feststellen, wie die
Lésungsmenge in Abhéangigkeit vom Parameterwert beschaffen ist.

Viele Schuler ziehen hier den (naheliegenden aber falschen) SchiuB3, dafl die Gleichung fur
p <0 keine, fur p =0 genau eine und fir p > 0 genau zwei Ldsungen besitzt. Der Trug-
schluf} besteht darin, daf} die Bedingung x = + p nicht berlcksichtigt wird.

Fur p=0 wird x =0, was der Bedingung x = p widerspricht, daher existiert auch fur p=20
keine L&sung.

Fur p=1 wird (x=-3 oder x=1), also liefert x=1 keine Lésung, weil dies wieder der Be-
dingung x=p widerspricht. Also gibt es fur p =1 nicht zwei, sondern nur eine Lésung.

Dies fuhrt zu der folgenden volistandigen Lésungsdiskussion:

Wenn p<0 , dann L= 0 ;
wenn p=1, dann L={-3};

wenn p>0und p #1 , dann L={-p-24p;-p+24p} .

Es empfiehlt sich, hier einige weiterfihrende Betrachtungen durchzuflhren.

Jede parameterhaltige Gleichung ist eine Klasse von (in der Regel unendlich vielen) konkreten
Gleichungen. Mit der allgemeinen Lésung einer parameterhaltigen Gleichung verfugt man da-
her Uber die Lésungsmengen von unendlich vielen konkreten Gleichungen, und man kann
nach denjenigen Gleichungen suchen, deren Lésungsmengen eine bestimmte Bedingung
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erfullen. Man sollte die Schuler auffordern, selbst derartige weiterfUhrende Aufgaben zu
stellen. So erkennt man z:B., dal’ die Lésungen genau dann ganzzahlig sind, wenn p eine
Quadratzahl ist, daf nur fur p =4 eine der beiden Lésungen die Zahl 0 sein kann, u.&.

Da nur aquivalent umgeformt wurde, ist eine Probe nicht erforderlich. Es ist jedoch zu empfeh-
len, gunstige Stichproben durchzufthren, um Rechenfehler zu entdecken. So kann man u.U.
entdecken, daR die zu p = 0 gehdrende Gleichung keine, die zu p = 1 gehérende Gleichung
nur eine Ldsung besitzt und dal die zu p = 4 gehdérende Gleichung tatsachlich die aus der
allgemeinen Loésung folgende Lésungsmenge L ={-8; 0} besitzt.

Die Aufgabe 2b) wird analog gel6st, hier sind jedoch die rechentechnischen Schwierigkeiten
gréRer.

2 _ + 2
2S_XE_p_3& +2x=3
|&Rt sich durch aquivalentes Umformen vereinfachen zur Gleichung

Die Gleichung X#Pp

(1) 3x* - (2p+3)x+(3p*+2p) = 0 , x=p .
Fur die Diskriminante des quadratischen Terms auf der linken Seite der Gleichung gilt
D = (2p+3)? - 12(3p?+2p) = -32p® - 12p +9 = (4p+3)(3-8p) .

Folglichgilt D <0 genaudann, wennp € (- ; -3—) U2 o) ;
D=0 genaudann, wennp e {- 4, E X
D>0 genaudann, wennp e (- y g) .

Nun muf? noch die Bedingung x # p berlcksichtigt werden. Die Losungen der Gleichung (1)
lauten

(2) X2=g(2p+3+\(4p+3)(3-8p)) ., x#p .
Hieraus folgt nach einiger Rechnung dann die Bedingung p # 4p?,also p=0 und p ¢% :
Fur p=0 gilt (x=1 oder x=0), wobei x=0 keine Losung liefert, da dies der Bedingung
X # p widerspricht.
1

Fur p=7 erhaltman (x =1} oder x =%), wobei x =} wieder keine L6sung liefert.

Dies fuhrt schlieRlich zu der folgenden volistéandigen Lésungsdiskussion :

Wenn pe(-oo'-%)u(%;oo), dann L=0 ;

wenn pe{-33 dann L={3p+3};
wenn p=0, dann L={1};
wenn p=1, dann L={3};
wenn pe(-23)undpe{0:1}, dann L={x:%}

In Aufgabe 3) kommen Gleichungen vor, die dem Schuler vom Unterricht her nicht vertraut
sind. Es sind alle geordnete Paare (k;x) aus einer ganzen Zahl k und einer reellen Zahl x zu
ermitteln, die eine Bruchgleichung erfullen.

Bevor die Schuler mit dem Umformen beginnen, sollten sie zunachst nach einem erfolgver-
sprechenden "groben Lésungsplan" suchen.
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Wourde man alle ganzen Zahlen kennen, die in einem derartigen Zahlenpaar vorkommen kén-
nen, dann k&me man leicht ans Ziel.

Bei Aufgabe 3a) fuhrt eine einfache Abschatzung des Bruchs ans Ziel, bei den Aufgaben 3b,c)
kann man nach Umformung in eine quadratische Gleichung mit Hilfe der Diskriminante ent-
scheiden, fUr welche ganzen Zahlen k es Ldsungen geben kann.

Bei Aufgabe 3a) kann k nur die Werte 1, 2 oder 3 annehmen, da fur alle reellen Zahlen
stets 0 < 5(—3;7 <3 gilt.

Far k=1 giltdann 3=3x? + 1, also x=\/§ oder x=-\/§.
Dies liefert die Zahlenpaare (1; \/%) und (1; -\/%) als Lésungen .

Analog erhélt man fir k =2 die Lésungen (2; \[%) und (2; - \/%) und fur k =3 die Lésung
(3; 0) . Eine Probe bestéatigt die Richtigkeit der Lésungen.

Bei Aufgabe 3b) hat der Nenner des Bruchs keine Nulistellen, also ist die gegebene Bruch-
gleichung aquivalent mit x = k(x? - 6x + 10) und damit auch mit kx? - (6k+1)x + 10k =0 .

Die Diskriminante D = (6k+1)? - 40k? =-4k? + 12k + 1 besitzt die Nullstellen x,, = %(3 +4/10).
Wegen x,~ 3,08 und x,~-0,08 gilt D>0 genaudann, wennk=0,k=1,k=2 oder k=3
gilt. Hieraus folgt dann, dal unsere Gleichung nur fur diese Werte von k Loésungen besitzen
kann. Die zugehérigen Werte von x ermittelt man so, wie bei Aufgabe 3a) angegeben. Eine
Probe bestéatigt die Richtigkeit der Lésungen.

Dies fuhrt zur gesuchten Lésungsmenge L ={(0; 0), (1; 5), (1; 2), (2; 4), 2, g), (3; ?), (3;3)}.

Aufgabe 3c) wird analog geldst. Die gegebene Bruchgleichung erweist sich als &quivalent zur
quadratischen Gleichung kx? - (5k+1)x + 7k =0, diewegen D =-3k? + 10k + 1 nurfur k=0,
k=1, k=2 oder k=3 Lésungen besitzen kann. Die gesuchte Lésungemenge lautet

L={(0;0). (1;3-2), (1:31/2), (2, D), (2, 2), (3; D), (3, 3) .

Bei der Aufgabe 4) wiederhole man folgende in der AG Klasse 8 und Klasse 9 eingefGhrte
Vorgehensweise:

- Man ermittle stets zuerst den Erfullungsgrundbereich X der Gl/Ug! als Durchschnitt der De-
finitionsbereiche der vorkommenden Terme bzw. halte explizit fest, welche Elemente nicht zur
gesuchten Losungsmenge L gehdren kdnnen.

- Bevor man mit dem Umformen der Gl/Ugl beginnt, sollte man stets versuchen, durch inhaltli-
che Uberlegungen (vor allem durch Betrachten der Wertebereiche der vorkommenden Terme)
die gesuchte Lésungsmenge auf moéglichst einfache Weise zu ermitteln. Desgleichen sollte
man Uberlegen, ob die graphische Losungsmethode nitzlich sein kann.

- Man gebe dem &quivalenten Umformen einer Gl/Ugl vor dem nur implizierenden Umformen
stets den Vorzug, weil man dann auf eine Probe verzichten kann.

- Beim &aquivalenten Umformen der Gl/Ugl wéhle man keine feste, sondern eine zweckmagige
Reihenfolge der Umformungsschritte, um mdéglichst geschickt und rasch zu der vereinfachten
Gl/Ugl zu gelangen.

- Wenn eine Umformung nur unter einer bestimmten Bedingung eine zur Ausgangsgl./-ugl
aquivalente Gl/Ugl liefert, dann mufl man fur alle Elemente, die diese Bedingung nicht erfullen,
durch inhaltliche Uberlegungen nachprifen, ob sie zur Lésungsmenge gehéren oder nicht.
Dies spielt besonders beim beidseitigen Quadrieren einer Gl/Ugl eine wichtige Rolle.

- Auch wenn eine Probe nicht erforderlich ist, sollte man sich zum mindesten durch Stichpro-
ben Uberzeugen, dall beim Umformen keine Rechenfehler unterlaufen sind. Bei der Losungs-
menge einer Ungleichung sollte man auch fur "Randwerte" von vorkommenden Intervallen eine
Probe machen.
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Bei Aufgabe 4a) erhalt man als Lésungsgrundbereich X = (-2\/5; 2\/5) und nach beidseitigem
Quadrieren (unter der Bedingung x>0 ) und weiterem Umformen die vereinfachte Gleichung

(x*=4 und Osx£2\/§ ), woraus dann L ={2} folgt.

Bei Aufgabe 4b) ist es durchaus mdglich, auf graphischen Weg die Lésungsmenge L ={1}

zu ermitteln, weil sich die Graphen von y = \/10 -x und y = \/>_< + 2 im Gitterpunkt (1; 3)
schneiden.
Die Darstellung einer Lésung durch Umformen kann wie folgt aussehen:

JiO-x - & = 2
Jiox = \x+2

| 0 <x<10 (Lésungsgrundbereich)
I
10 - x = X+ 4+ 4x |
|
I
I

(beide Seiten nicht negartiv; Quadrieren)

24x = 3-x x <3 (fur x>3 gibt es keine Losungen)
4x = x2-6x+9
x2-10x+9= 0 | (ganzzahlige Lésungen erraten)
(x=1 oder x=9) und 0<x<3
L={1}

Bei Aufgabe 4c) gilt X = <1§; ). Hier neigen viele Schuler dazu, im ersten Schritt gleich zu

quadrieren. Das ist ungeschickt, weil die rechte Seite der Gleichung negativ werden kann und
man daher eine Uberflissige Fallunterscheidung durchfihren mufite.

Man wird daher erst nach beidseitiger Addition von \& quadrieren, was ohne Bedingung
erlaubt ist. Man sté3t dann auf die Gleichung 2\/2x2 -x = 2-3x . Nun ist das Quadrieren
nur unter der Bedingung x < % erlaubt und man erkennt, daB fur x > 2 keine Lésungen

existieren.
Man gelangt schlie3lich zu der zur Ausgangsgleichung aquivalenten Gleichung
1 2

x2 - 8+4=0 und 5< X< %

und von hier aus zur Lésungsmenge L ={4 - 2\/5 }.

Aufgabe 4d) sollte man "im Kopf' |6sen. Hier gilt X = {2}, und die Probe mit dem einzigen
"lésungsverdéachtigen" Element zeigt, dall L={2} gilt.

Die Meinung, daf} die in den Aufgaben 4a) und 4d) gegebenen Gleichungen aquivalent seien,
weil sie die gleiche Lésungemenge besitzen, und daf} es daher moéglich sein mufdte, die Glei-
chungen durch &quivalentes Umformen ineinander Uberzuflhren, ist falsch. Man mache die
Schuler darauf aufmerksam, dal man nur von "Aquivalenz beziglich des gleichen Erfullungs-
grundbereiches" sprechen kann, was in unserem Fall nicht zutrifft.

Aufgabe 4e) gestattet zu zeigen, wie schéadlich es ist, bei
Wourzelgleichungen stets routinemafig mit dem Quadrieren zu ?
beginnen, und dal es durchaus Wurzelgleichungen geben \
kann, die eine unendliche Losungsmenge besitzen.
Wenn man bemerkt, daR die beiden Radikanden sich zu
(x-1)* bzw. (x - 2)> umformen lassen, dann kann man erken-
nen, dal die Gleichung

V-2x+x2+ 1+ +4-4x=1
aquivalent ist mit der Betragsgleichung |x-1]+ |x-2|=1,
bei der man am einfachsten auf graphischem Weg die L&-
sungsmenge L =(1;2) ermittelt.

'1;])(-2.!
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Bei Aufgabe 4f) gilt X =R, und es ist méglich, durch routineméfliges Vorgehen ans Ziel zu
gelangen.
Nach beidseitigem Quadrieren von 54/x2 + 5x + 28 = x2 + 5x + 4 gelangt man durch Umfor-
men, Erraten ganzzahliger Lésungen und Abspalten von Linearfaktoren durch Partialdivision
schlielich zur Gleichung

x4+ 10x* +8x?- 85x - 684 = (x*+5x+19)(x-4)(x+9)=0,
wobei der quadratische Term keine Nullstellen besitzt.
Dieser Losungsweg fuhrt zwar zur gesuchten Lésungsmenge L ={-9; 4}, ist jedoch mit ei-
nem relativ groRen Rechenaufwand verbunden.

Ein 2.L6sungsweg nitzt die weitgehende Ubereinstimmung des vorkommenden Radikanden
mit dem Term auf der rechten Seite der Gleichung aus.

Durch die Substitution u = \/x2 + 5x + 28 gelangt man zur Gleichung 5u = u? - 24 mit den
leicht zu erratenden ganzzahligen Lésungen u =8 und u = -3 und von hier dann zu den
Gleichungen x® + 5x - 36 =0 sowie x2+ 5x + 19 = 0, von denen nur die erstgenannte zwei
Lésungen besitzt, und zwar die beiden oben angegebenen.

Da hier nicht durchweg aquivalent umgeformt wurde, ist eine Probe erforderlich.

Bei Aufgabe 4g) gilt zundchst X = ( 0; 26 ) , und es lohnt, die Gleichung \N26-x<+x-4
sofort zu quadrieren, wobei die Bedingung x > 16 zu beachten ist.

Aquivalentes Umformen fuhrt dann zu 44/x < x - 5, nochmaliges Quadrieren und Umformen
liefert die Ungleichung (x - 1)(x - 25) <0 mit der Bedingung . 16 < x < 26, was dann die ge-
suchte Lésungsmenge L = (25; 26 ) liefert.

Bei Aufgabe 4h) gilt X =( - 1; o) . Eine einfache Umformung fuhrt zu (#) \x + 4 +x+1 >3 .
Routinemaniges Quadrieren und Umformen liefert die Ungleichung (*) \/x2 +5x+4>2-x, bei
der fur x <2 erneutes Quadrieren erlaubt ist, was nach einigen Umformungen schlieRlich zur
vereinfachten Ungleichung x > 0 nebst der Bedingung -1 <x <2 fahrt.

Hierbei liegt der Fehler nahe, L = ( 0; 2 ) als Lésungsmenge anzugeben. Der Fehler liegt
darin, dal man beim Quadrieren von (*) vergessen hat nachzuprifen, ob sich unter den beim
aquivalenten Umformen ausgeschlossenen Elementen x > 2 auch Lésungen dieser Unglei-
chung befinden. Wie man leicht erkennt, gehéren alle x > 2 zur Lésungsmenge dieser Unglei-
chung, und die gesuchte Losungmenge lautet daher L=(0; © ).

Man kommt aber wesentlich schneller ans Ziel, wenn man in der Ungleichung (#) die Wertebe-
reiche der beiden Wurzeln betrachtet. Auf diese Weise erkennt man sofort, dal x > 0 gelten
mul und dal alle diese x auch L&sungen sind.

Diese Aufgabe ist gut geeignet, den Schulern zu zeigen, dal es oft lohnt, vom routinemagigen
Vorgehen abzuweichen und nach einfachen Lésungswegen zu suchen.

Bei Aufgabe 4i) gilt X =(0; 4,5) und das Quadrieren von /10 - x +yx <42x + 1 +1/9 - 2x
nebst weiterem Umformen fuhrt zu 4[10x - x> < 1/-4x2+ 16x + 9 .

Nochmaliges Quadrieren und Umformen fihrt zu x* - 2x -3 <0 und schlieBlichzu -1<x<3
mit der Bedingung 0 <x <4,5.

Dies liefert dann die gesuchte Lésungemenge L=<0;3) .

Bei Aufgabe 4k) kann man nachprufen, ob sich die Schuler daran gewdhnt haben, nicht sofort
umzuformen, sondern zunachst zu versuchen, die Lésungmenge durch inhaltliches SchlielRen
zu ermitteln.

Offensichtlich gilt stets x2+2 <2x2+ 5, also hat x2+2 - \[2x2 + 5 <0 und damit erst recht
die gegebene Ungleichung die Losungsmenge L =R.
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Bei Aufgabe 4/) wollen wir zeigen, wie man die Lésung einer solchen Bruchgleichung Uber-

sichtlich festhalten kann, wobei die Begrindungen zu den einzelnen Umformungen (die ver-

wendeten Umformungsregeln nebst Bedingungen) vom Schuler nur mundlich verlangt werden.
X

x_231 o x20, x#2
|.oder |
WX<x-2 A x>2 |  Ax=x-2 A 0=<x<2 (Ugl. stets erfullt)
X < xX2-4x+4 [
xX?-5x+4>0 |
(x-1)(x-4)>0n x>2 | O0<x<2
Ly =(4 o) l L,=(0;2)

L=Lul,=(0;2)u(4 o)

Bei Aufgabe 4m) gilt X = (- }\/2; W2 )\ {0} . Durch Betrachten der Wertebereiche der vor-
kommenden Terme erkennt man, dall auch x > 0 gelten muz. Man kann daher wie folgt vor-

gehen:
2321 < A 0<x<hf2
2x2 - 1 <
2x4 - x2-1<0
22+ 1)x+1)(x-1)< 0 A 0<x<hf2

Da die ersten beiden Faktoren auf der linken Seite der Ungleichung fur die zugelassenen
Werte von x positiv sind, gilt diese Ungleichung genau dann, wenn

X-1<0 A 0<x<hl2

>§|_‘><I—‘

Hieraus erhalt man die gesuchte Lésungsmenge L = <35\/§; 1).

Man Uberzeuge sich, daR nur aquivalent umgeformt wurde, und dall daher eine Probe nicht
erforderlich ist. Dennoch sollte man sich durch Stichproben, etwa fur x = 15\/5 ., Xx=1, x=2,
Uberzeugen, dal (wahrscheinlich) keine Rechenfehler begangen wurden.

Aufgabe 4n) 1J@<1 c x=0, -hW3 <x< k3
|.oder |

1 - 1-3% < x AO0<xshf3<058 | 1-4/1-3¢ >x A -43 <x<0

1-x < \[1-3¢ | analog
xX2-2x+1< 1-3x2 |
2x(2x-1)< 0 A O0<x<h[3<058 | 2x(2x-1)>0 A -4Hf3 <x<0
Da 1.Faktor positiv, mu 2.Faktor negativ sein | Es gibt kein x, das diese Bedingun-
x<% A 0<x<h/[3<058 |  generfullt
0<x <15 |
L, =(0;3) | L,=0
L=(03)

Die Aufgabe 40) besitzt einen relativ hohen Schwierigkeitsgrad. Hier liegt der recht seltene
Fall vor, dal eine nicht aligemeinguiltige Gleichung eine unendliche Lésungsmenge besitzt. Ein
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_derartiger Fall war bereits in Aufgabe 4e) aufgetreten, wo sich die gegebene Wurzelgleichung
als &quivalent mit einer Betragsgleichung erwies.

Besonders bei schwierigen Aufgaben ist es weder fur den Schuler noch fur den AG.-Leiter
hilfreich, wenn man ihm nur eine elegante Musterlésung mitteilt (wie dies in der Regel bei den
Musterlésungen zu Aufgaben der Mathematikolympiaden Ublich ist). Wesentlich nutzlicher ist
eine methodisch aufbereitete Losung, die auf naheliegende Sackgassen hinweist und die zu
zeigen versucht, wie man die Lésungsidee finden kann.

In den Vorbemerkungen zur Aufgabe 4) haben wir einige heuristische Regeln festgehalten, die
helfen kénnen, die geistigen Handlungen eines Schulers bei der Suche noch einem Lésungs-
weg zu steuern. Wir wollen nun untersuchen, wie dies bei unserer Aufgabe aussehen konnte.

Beim Ermitteln des Erfullungsgrundbereichs X sté3t man zunachst auf die Bedingung x > 1
und muf dann noch untersuchen, fur welche x die Ungleichung x + 3 - 4\/x -1 >0 erfullt ist.
Dies ist genau fir x>+ 6x + 9> 16x - 16, also fur x2- 10x + 25 > 0 und somit fur (x - 5)2>0
der Fall. Analog erkennt man, daf fur x > 1 die Ungleichung x + 8 - 6\/x -1 >0 mit der all-
gemeingultigen Ungleichung (x - 10)2 >0 &quivalent ist. Also gilt X =(1; « ), und man hat zu-
satzlich erkannt, dald die Zahlen 5 und 10 eine wichtige Rolle spielen kdnnten.

Sehr erfahrene und findige Schuler kénnten beim Betrachten der vorkommenden Terme u.U.

entdecken, daR (2 -4/x-1)2=x+3-4x-1 sowie (3-4x-1)2=x+8- 6\/x -1 giltund daR

unsere Wurzelgleichung daher mit der folgenden Betragsgleichung aquivalent ist:

[2-Xx-1]+|3-40x-1| =1.
Bei der Uberlegung, ob u.U. die graphische Methode helfen kénnte, kann man auf die Idee

kommen, die Funktionen f(x) = \/x +3-4x-1(= |2 - \Jx -1 |Jund g(x)=1-4x+8- 6\/x -1
(=1-13- \/x - 1] ) zu betrachten und deren Funktionswerte fur ginstig gewahite Argumente
zu berechnen. Dies kann zu folgendem Resultat fuhren:

X 1 2 5 10 | 17 | 26 | 37 6 7
fx) | 2 1 0 1 2 3 4 . | 0,236 | 0,449
ax) | 2 -1 0 1 0 -1 -2 .. | 0,236 | 0,449

Hieraus erkennt man, da x =5 und x =10 Ld&sungen sind und dal fur x <5 und x > 10
keine Lésungen vorkommen kénnen (was sich mit dem Monotonieverhalten der Funktionen
leicht nachweisen 1ait).

Dies kann zur Idee fuhren, fur einige Werte zwischen 5 und 10 mit dem ETR die zugehdérigen
Funktionswerte zu berechnen und so zur Vermutung zu kommen, dal} die gesuchte Lésungs-
menge L =¢5; 10) lautet.

Es ist immer nltzlich, wenn man die Lésung einer Bestimmungsaufgabe erraten kann, weil das
Loésen der dann noch verbleibenden Beweisaufgabe in der Regel einfacher ist.

Beim d&quivalenten Umformen zum Zweck des Vereinfachens wird man zunachst feststellen,
dal} sofortiges Quadrieren nicht lohnt, weil es zu komplizierten Rechnungen fuhrt. Es scheint
gunstiger zu sein, zunachst eine der Wurzeln auf die andere Seite zu bringen und dabei den
Nachteil in Kauf zu nehmen, daR nunmehr das Quadrieren nicht mehr bedingungslos maéglich

ist. Offensichtlich muR dann 1-4/x+8-6yx-1 > 0 gelten, was nur fur 5 <x <17 der Fall
ist.

Beim weiteren &quivalenten Umformen mufl man dann nochmals quadrieren, was nur unter der
Bedingung x <10 erlaubt ist und was schlieRlich zu einer allgemeingultigen Gleichung fuhrt.
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Folglich spielen allein die gefundenen Bedingungen x>1 , 5§<x<17 und x<10 eine
Rolle, was zu der bereits oben vermuteten Lésungsmenge fahrt.

Wir haben bei unserem Vorgehen die heuristische Regel befolgt, dem &quivalenten Umformen
vor dem nur implizierenden Umformen den Vorzug einzurdumen, weil man dann auf eine Probe
verzichten kann. Dies ist vor allem beim Lésen von Ungleichungen sowie von Gleichungen mit
unendlichen Lésungsmengen wichtig, weil hier ja eine Probe durch Einsetzen nicht méglich ist.
Implizierendes Umformen liefert nur den Einzigkeitsnachweis, und um den Existenznachweis
zu liefern, muB noch nachgewiesen werden: "Wenn ein Element zur Lésungsmenge gehort,
dann erfullt es auch die zu Iésende Gl/Ugl ."

Auch wenn das "routinemanige" Vorgehen zum Ziel fihrt (vgl. den 1.Lésungsweg), sollte man
zusatzlich nach einfacheren und eleganteren Lésungswegen suchen. Der 2.Lésungsweg durfte
dieses Pradikat verdienen. Ob dies auch noch fur den 3.Lésungsweg zutrifft, ist fraglich. Hier
findet man zwar beim Einzigkeitsnachweis eine sehr nette Idee, ist jedoch durch den Verzicht
auf ausschlieBlich aquivalente Umformungen gezwungen, einen doch recht lastigen Existenz-
nachweis zu fuhren.

Der "3.Lésungsweg" ist die veréffentlichte Musterlosung zu der folgenden Olympiadeaufgabe
181043B : "Man ermittle alle diejenigen reellen Zahlen x, fur die erstens die in dem Ausdruck

\/x +3-4x-1+ \/; +8-6\x - 1 auftretenden Wurzeln und damit dieser Ausdruck insgesamt
(als reelle Zahl) existiert und zweitens diese Zahl gleich 1 ist."

1.L6sungsweg: (Begrindungen mundlich; Nebenrechnungen siehe oben)

WX +3-4yfx-1 + Yx+8-6yx-1 = 1 | x>1

Vx+3-4x-1 =1 -\x+8-6yx-1 | 5<x<17 (sonstrechte Seite negativ)
X+3-4fx-1=1+x+8-6yx-1-2\x+8-6\x-1

VXx+8-6yx-1 = 3 -4x-1 | x<10 (sonst rechte Seite negativ)
X+8-6\x-1=9+x-1-6x-1 |

O0x=0 (aligemeinglltig) und 5<x<10

L=(5;10)

2.L 6sungsweg:

Wie oben gezeigt , ist unsere Wurzelgleichung &quivalent mit der Betragsgleichung
[2-4x-1]=1-13-4/x-1].

Diese Gleichung laft sich (durch Fallunterscheidung) auf rechnerischem Weg lésen, was je-

doch recht aufwendig ist. _

Durch Transformation des Funktionsgraphen von y = \& |aRt sich zeigen, dal die Graphen

der Funktionen f(x) =] 2 - \Jx-1] und gx)=1 -|3- \/x -1| genau im Bereich 5§ <x<10

Ubereinstimmen und sonst keine gemeinsamen Punkte besitzen.

y=12-1x=T1 =l
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3.Lésungsweg (Zitat einer "Musterlésung") :

Genau dann existiert jede in dem angegebenen Ausdruck auftretende Wurzel, wenn die Bezie-
hungen
x>1 (1)

x+3>4x-1, (2)
X +826\x-1 (3)

gelten.

(I) Angenommen, fur eine reelle Zahl x sei dies der Fall, und fur sie gelte auch
Vx+3-4yx-1 + \x+8-6yx-1 = 1.(4)
Dann folgt AVX+3-40x-1 =1 -\x+8-6yx-1 ,
X+3-4x-1=1-2x+8-6yx-1 +x+8 - 6x-1 ,

X+8-6Yx-1 =3 -+x-1, (5)
also x-1<3. (6)

Aus (4) und (5) folgt weiter

X+3-4x-1 =x-1-2, (7)
also VX - (8)

Aus (6) und (8) ergibt sich
x-1<9, (9)

also (10)
Daher kénnen nur diejenigen reellen Zahlen x , fur die (10) gilt, die geforderten Eigenschaften
haben.

-
\Y%
N

INIA
x
IN
—
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(I1) Umgekehrt gilt: Wenn eine reelle Zahl die Bedingung (10) erfullt, so gilt fur sie (1) sowie (9),
also (6) und (8); ferner gilt x*-10x+25 = (x-5)* > 0, also x*+6x+9>16x-16, d.h.
(x+3)* > 16(x - 1), und daraus ergibt sich ( da aus (10) auch x + 8 > 0 folgt ) die Unglei-
chung (2) .

Weiterhin gilt x2-20x+100 = (x- 10)*> 0, also x*+16x+64 > 36x-36 ,d.h. (x +8)2>36(x-1),
und daraus ergibt sich ( da aus (10) auch x + 8 > 0 folgt ) die Ungleichung (3) .

Fernergilt (\x-1-2)2 = x-1- 4[x-1+4=x+3-4Jx-1; hieraus und aus (6) folgt (5) .
Aus (5) und (7) aber ergibt sich, dall x auch (4) erfullt.

Somit haben genau diejenigen reellen Zahlen x, fur die (10) gilt, die geforderten Eigenschaf-
ten.

Im Zusammenhang mit dem in Aufgabe 5) geforderten Erarbeiten des Abschnitts "Funktionen
und ihre Graphen" sollte man eine Wiederholung des einschlagigen Stoffs aus Unterricht und
AG verbinden.

Eine Funktion f ist (als eindeutige Abbildung) eine Menge geordneter Paare ; eine Funkti-
onsgleichung y = f(x) , xeX ist eine Aussageform , die eine Funktion darstellt. Dabei ist f die
Erfullungsmenge von y = f(x) , xeX .

Durch eine Gleichung F(x,y) =0, xeX, yeY wird eine (nicht notwendig eindeutige) Abbil-
dung von der Menge X auf die Menge Y festgehalten. Als Beispiel wahle man die Gleichung
F(xy)=x*+y2-1=0, die als Graph den Kreis um 0 mit dem Radius 1 besitzt. Man lasse
begrunden, warum dies nicht der Graph einer Funktion ist.

Nach einem Uberblick Uber die Einteilung der Funktionen wird man sich vor allem den ganzen
rationalen Funktionen zuwenden und den verallgemeinerten Vietaschen Wurzelsatz wiederho-
len. Bei der Betrachtung der Graphen solcher Funktionen sollen die Schuler Feststellungen
Uber mégliche Anzahlen von Lésungen der zugehdrigen Gleichungen treffen. In diesem Zu-
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sammenhang sollte man auf die Aufgaben 18) bis 22) auf S.10/11 der Aufgabensammlung /10/
fur die AG Klasse 9 zuruckgreifen.

Bei Aufgabe 6) wird zunachst festgestellt, daR f(0) = 0 genau dann, wenn d = 10, daR f(1) =12
genau dann, wenn a+b+c+10 = 12, also a+b+c = 2 , dal f(2) = 4 genau dann, wenn
8a+4b+2c = -6 und dal f(3) =1 genau dann, wenn 27a+9b+3c = -9. ‘

Auf diese Weise gelangt man zu einem linearen Gleichungssystem vom Typ (3;3), das man mit
Hilfe des GauRschen Algorithmus |6sen kann (vgl. Aufgabensammlung /10/ fur AG Klasse 9,
S.23/24) .

So erhalt man f(x) = %x“ - —22§x2 + 12x + 10 und erkennt, da® die Koeffizienten a, b, ¢, d und

damit die ganze rationale Funktion dritten Grades durch die gegebenen vier Funktionswerte
eindeutig bestimmt sind.

Bei Aufgabe 7) fuhrt kombiniertes VA/RA relativ problemlos zum Ziel. Durch Einsetzen und
Umformen erhélt man
(f(2))? = (a2 + b2 + (a+b)?)? = (2a2 + 2ab + 2b?)? = 4(a* +a?b? + b* + 2a°b + 2a*b? + 2ab°®) =

= 2( a* + b + a%+4a’b+6a2b2+4ab’+b4 ) = 2( a* + b4 + (a+b)*) =2f(4) .

Von wesentlich héherem Schwierigkeitsgrad ist §
Aufgabe 8) . Da die gegebene Gleichung 4.Grades 50~
nachweislich keine ganzzahligen Lésungen besitzt, !
liegt es nahe, sich zunachst auf graphischem Weg ‘404
einen Uberblick Uber den Funktionsverlauf und die |
Lage der beiden Nullistellen zu verschaffen. 30+
Wir betrachten daher die durch |

f(x) =x* + 5x®* +6x*-4x - 16 w’L
definierte Funktion f und berechnen f(-4) = 32,
f(-3) = -4, f{(-2) = -8, f(-1) =-10, f(0) = -16 , f(1) = -8 0t
und f(2) = 56 . Dem zugehdrigen Graphen ist zu : '
entnehmen, daR die beiden reellen Losungen der | _, :
Gleichung zwischen -4 und -3 bzw. zwischen 1| -4 § & -1 177 3 X
und 2 liegen. Ferner kann man vermuten, dald f - /
im Intervall (-0; -2) streng monoton fallt und im In- AN 'f" o

el

tervall (1; o) streng monoton steigt, woraus folgen 3 4
wurde, dal f in diesen Intervallen keine weiteren
als die beiden genannten Nullstellen haben kann. Ferner kann man vermuten, daR im Intervall
(-2; 1) stets f(x) <0 gilt, womit dann der geforderte Beweis gefuhrt ware.

Der Nachweis dieser Vermutungen erfordert von Schuler einiges Geschick.

Wegen f(x) = (x+2)4 - 3(x+2)* - 8 ist f im Intervall (-0; -2) streng monoton fallend.

Wegen f(x) = (x-1)4+9x3-17 ist f im Intervall (1; «) streng monoton steigend.

Ferner ist f(x) = (x+1)4+x*-8x-17 . Fur -2 <x <0 , also -1 <x+1 <1 giltdaher (x+1)* <1,
x*<0, -8x<16 und somit f(x) <0.

Fur 0 <x <1 schlieBlichgilt x4<1, 5x*<5, 6x2 <6, -4x <0 und somit ebenfalls f(x) <0 .
Damit ist der geforderte Beweis erbracht.

Bei Aufgabe 9) vermutet man leicht, dal stets f(x) =x*+ x*+x2+x+ 1 >0 gilt und die zuge-
horige Funktion f daher keine reelle Nullstelle besitzt.

Der Nachweis fallt besonders leicht, wenn man die Félle x> -1 und x < -1 unterscheidet.

Fuar x> -1 wird x+1 >0, wegen x>0 daher x*x+1)=x*+ x>0 und wegen x*> 0 dann
schlieBlich x4+ x*+x*+x+1>0.

Fir x<-1 wird x+1<0 und x<0und x*>0, also x(x+1) =x*+ x >0 und damit auch
X3(x2+x) = x4+ x® >0, woraus dann x4+ x*+x2+x + 1 > 0 folgt.
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Aufgabe 10) erweist sich als leichte Aufgabe, wenn vorher die Aufgabe 9) als Hilfsaufgabe
gelést wurde, weil dann offensichtlich ist, daR fur |a|>1 stets f(x) >0 gilt und die Funktion
f daher allenfalls fur die ganze Zahl a =0 eine reelle Nullstelle besitzen kann.
Wegen f(x) = x4+ x® + x + 1 = x3(x+1) + x+1 = (x*+1)(x+1) gilt f(-1) = 0, womit gezeigt ist, dal
die Funktion f fur a =0 tatsachlich eine Nullstelle besitzt. ,

In den Aufgaben 11), 12) und 13) treten Funktionalgleichungen auf, die den Schulern aus dem
Unterricht kaum vertraut sind.

Aufgabe 11) 4Rt sich durch Einsetzen geeigneter Werte fur x in die Gleichung

xf(x+2) = (x2-9)-f(x)
l6sen. Dabei schadet es gar nichts, wenn die Schuler beim Probieren zunachst auch
"ungeeignete" Werte betrachten.

Fur x=0 gilt 0f(2) =-9-0), also f(0)=0.
Fur x=3 gilt 3(5)=0f3) , also f(5)=0.
Fur x=-3gilt -3f(-1)=0f-3), also f(-1)=0

Damit ist gezeigt, daB die Funktion f mindestens die drei Nulistellen 0, 5 und -1 besitzt.

Auch bei Aufgabe 12) fuhrt geschicktes Einsetzen zum Ziel.

Aus (1) und (3) folgt f2) =f(1+1) =f(1) +f(1)=1+1=2,
f(3) =f(2+1)=f(2) +f(1)=2+1=3
f(5) =f(3+2) =f(3) +f(2) =3+2=5,

f(7) =f(5+2) = f(5) + f(2) =5+ 2= 7.
Wegen (2) folgt hieraus fQ=%-f7)=%7=7.
Hieraus und aus (3) folgt dann () =f(+) =f}) +f(}) =3 +1=2
Q) =fEh =@+ =3+1=2
fG) =33 =@ +f3) =3+2=3
Damit ist gezeigt: Wenn eine Funktion f die Bedingungen (1), (2), (3) erfullt, dann gilt f(3) =2.

Analog gelost wird die schwierigere Aufgabe 13):

Wegen (2) und (3) gilt 2-f(0) = f(1)-f(0) = f(1+0) = f(1) =2 und daher (4) f(O)=1 .
Wegen (2), (3) und (4) gilt: 2-f(-1) = f(1)f(-1) =f(1 + (-1)) =f(0) =1, also (5) f(-1) =%.
Durch wiederholte Anwendung von (3) und aus (2) erhalt man:

()7 = FA) Q) .. Q) = f&+3+ .+ =f(1) =2, also ©) f&=12.
Durch wiederholte Anwendung von (3) und aus (6) erhéalt man
Q) = i) = 1) Q1) = (/2)) =12 = 8 , also 7 =16

Um bei Aufgabe 14) nachzuweisen, dal jede rationale Nullstelle x der Funktion f sogar eine
ganzzahlige Nullstelle ist, liegt es nahe, x =§ mit teilerffremden ganzen Zahlen p, gund g =0

zu setzen und dies in die Funktionsgleichung einzusetzen. Dann mlfRte sich zeigen lassen,
dalR nur g= 1 oder g =-1 gelten kann.

Aus E—+ a3q, + azg— + a,§+ a, =0 folgt p*=-q(azp® + a,p*q + a,pq® + a,q°®) . Daher ist q ein

Teller von p4. Daaber g zu p und damit auch zu p# teilerfremd ist, kann q nur +1 oder -1
sein.

Aufgabe 15a): Seien Xx,, X,, ..., X, die n reelien Nullstellen der zu betrachtenden ganzen ra-
tionalen Funktion n-ten Grades. Dann gilt f(x) = (X - X)(X - X5) ... *(X - X,) =0 . Durch Ausmul-
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tiplizieren und Zusammenfassen erhélt man dann f(x) = a, + a;x + ... + a,,x™ + x" , wobei die
a; die im Vietaschen Wurzelsatz angegebenen Werte besitzen. Sind alle x; ganze Zahlen,
dann trifft dies trivialerweise auch fur alle a; zu .

Aufgabe 15b): Ganz analog wie bei Aufgabe 14) kann man zeigen, dal fur a, =1 und ganz-
zahlige a, keine Nullstelle rational sein kann, ohne ganzzahlig zu sein. Hieraus folgt unmittel-
bar die Behauptung.

Die Aufgabe 16) besitzt einen hohen Schwierigkeitsgrad. Es empfiehlt sich, die Schuler nicht
sofort mit selbstandiger Arbeit beginnen zu lassen, sondern die Bearbeitung in mehreren Etap-
pen durchzufuhren, an deren Ende jeweils Uber die erreichten Resultate diskutiert und das Ziel
fur die nachste Etappe formuliert wird. Auf diese Weise kann man die Schuler vor Sackgassen
warnen und auch den leistungsschwéacheren Schuilern die Chance geben, auf Teilstrecken
selbstandig zu arbeiten. Naturlich hatte es wenig Sinn, die Lésung durch einen sehr
leistungsstarken Schuler oder durch den AG-Leiter vortragen zu lassen.

In der 1. Etappe sollen die Schuler zunachst nur nach einem "groben Ldsungsplan” suchen,
den sie dann zur Diskussion stellen.

Es liegt nahe, sich zunachst mit der wahrscheinlich leichteren Aufgabe 16b) zu beschéaftigen.
Dabei kann eine gewisse Analogie zu Aufgabe 6) auffallen, wo die Koeffizienten eines Poly-
noms 3.Grades zu ermitteln waren, fur das die Funktionswerte an vier verschiedenen Stellen
gegeben waren. Dies fihrte zu einem linearen Gleichungssystem, das leicht I6sbar war.

Diese Losungsidee fuhrt hier nicht ans Ziel. Man erhalt hier ein Gleichungssystem vom Typ
(4;4) mit Parametern der Gestalt xk als Koeffizienten und landet in einer Sackgasse. Dieser

Lésungsversuch fuhrt jedoch zur Vermutung, dal das gesuchte Polynom (wenn es Uberhaupt
existiert) vom 3.Grad sein durfte.

Die Aufgabe wére etwas einfacher, wenn man wufte, ob derartige Polynome existieren. Wenn
man von einer "sinnvollen" Aufgabenstellung ausgeht, wéare zu vermuten, dal in einem der
beiden Falle ein derartiges Polynom existiert, im anderen nicht, und daR es erfolgversprechend
ist, bei 16b) nach einem derartigen Polynom 3.Grades zu suchen und dabei zu Uberlegen,
warum es bei 16a) ein derartiges Polynom 4.Grades nicht geben kann.

Von sehr leistungsstarken Schulern kénnte auch der Vorschlag kommen, das Problem gleich
ganz allgemein anzugehen, indem man von m paarweise verschiedenen ganzen Zahlen aus-
geht und untersucht, fur welche m das Problem Idsbar ist. G.POLYA weist auf das "Paradoxon
des Erfinders" hin : Der umfassendere Lehrsatz kann leichter zu beweisen, die allgemeinere
Aufgabe leichter zu |6sen sein (vgl. /18/, S.170). In unserem Fall trifft dies jedoch nicht zu.
Wenn kein Schuler auf die hier entscheidende Lésungsidee kommt, dann muR} sie der AG-
Leiter formulieren: Man transformiere die Aufgabenstellung , so dal} eine leichter l6sbare
Aufgabe entsteht.

Die vorangegangenen Aufgaben haben gezeigt, dall bei ganzen rationalen Funktionen die
Kenntnis der Nullstellen sehr nitzlich ist, weil man dann viele Folgerungen ziehen kann. Laft
sich dies hier ausnutzen?

In der 2 Etappe wird die Ausgangsaufgabe zunéchst in Ubersichtlicher Form an der Wandtafel
festgehalten. Wir suchen nach einem Polynom, das folgende Bedingungen erflllt:

(1) p(x) =apt a;x + ax® + ax* | aeZ,
(2) p(xq) =p(x) =p(X3) =1 ;
(3) p(xp) =30 ;

(4) Xo, X4, X, X3 Sind paarweise verschiedene ganze Zahlen .

Die Schuler erhalten den Auftrag, nach einer leichter |6sbaren transformierten Aufgabe zu su-
chen.
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Am Ende der 2.Etappe werden entsprechende Schuilervorschidge diskutiert. Da es leichter ist,
ein Polynom zu ermitteln, Uber dessen Nullstellen wir etwas wissen, kann man auf die Idee
kommen, nach einem derartigen Polynom f(x) zu suchen, mit dessen Hilfe man das gesuchte
Polynom ermitteln kénnte. Dieses Polynom mufte auer (4) noch folgende Bedingungen erfll-
len:

(8) fx)=p(x)-1;

(6) f(xq) =f(xx) =f(x3) =0 ;

(7) fx)=29 .
Dies wird an der Wandtafel festgehalten. Ein Schiler begrindet, warum unsere Aufgabe geldst
ware, wenn man ein derartiges Polynom ermittelt hatte. Die Schuler werden aufgefordert, nach
einem derartigen Polynom f(x) zu suchen.

In Auswertung der 3. Etappe wird festgehalten und begrindet:
6) = (8 f(x)=&-x)x-%)(x-%3) =0 ;

(7),8) =  (9) f(xg) = (Xo - X)(Xo - X2)(Xo - X3) =29 ; die drei Faktoren sind
ganzzahlig und paarweise verschieden .
Aus (9) folgt, daR als Faktoren nur die Teiler 1, -1, 29 und -29 der Zahl 29 in Frage kommen.
Durch Probieren erkennt man leicht, dal im wesentlichen (d.h. bis auf die Reihenfolge der
Faktoren) nur folgendes gelten kann:
(10) xo-x%x,=1, Xo- X =-1, Xo - X3 = -29 .
Nun liegt die Idee nahe, fur x, eine Zahl zu wéhlen, die die Bedingung (4) erfullt, die zugehé-
rigen x,, X,. X3 zu berechnen und hieraus dann f(x) und schliellich p(x) zu ermitteln.
Am naheliegendsten wahlt man x, =0, waszu x, =-1, X, =1, X3 =29 und somit zu
f(x)=(x+1)(x-1)(x-29)=x*-29x* - x+29

sowie zu p(x) = x®-29x% - x + 30
fuhrt. Wie man sich leicht Uberzeugt, erflullt dieses Polynom p(x) tatsachlich alle gestellten
Bedingungen.
Man kann fur x, aber auch jede andere von 1, -1 und 29 verschiedene ganze Zahl wahlen.
Fur x, =2 erhalt man p(x) = x® - 35x*> + 127x - 92 , das auch die gestellten Bedingungen er-
falit.

In einer 4.Etappe wendet man sich nun der Aufgabe76b) zu. Durch analoges Vorgehen ge-
langt man zu

(9%) f(xg) = (%o - X4)(Xo - X2)(Xo - X3)(Xo - X4) =29 ; die vier Faktoren sind

ganzzahlig und paarweise verschieden.
Es ist leicht einzusehen, daR ein analoger Ubergang zu (10*) hier nicht méglich ist, weil hier
nur die vier Faktoren 1, -1, 29, -29 in Frage kommen, die jedoch die gestellten Bedingungen
nicht erfullen. Damit ist nachgewiesen, daf ein derartiges Polynom p(x) nicht existieren kann,
und die Aufgabe 16b) ist ebenfalls geldst.

Naturlich ist es jetzt méglich, auch die verallgemeinerte Aufgabe zu I6sen, auf die oben hinge-
wiesen wurde.
Unsere Aufgabe entspricht der Olympiadeaufgabe 201224, in deren Musterlésung gleich der
verallgemeinerte Fall behandelt wird, da® m paarweise verschiedene ganze Zahlen x,, x,, ...,
X, Sowie eine weitere ganze Zahl X, gesucht werden, die die entsprechenden Bedingungen
(2%), (3*) erfullen. Fur f(x) = p(x) -1 wird dann gefolgert, da

(8%) f(x) = (X - X )(X - X5) ... "(X - Xpp) Q(X)
gilt, wobei g(x) ein Polynom mit ganzzahligen Koeffizienten ist.
Wegen p(x,) =30 und f(x,) = p(X,) - 1 =29 folgt hieraus dann
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(9) (%o - X1)(Xo - X2) .. (X = X)) G(Xp) = 29.
Da die Faktoren ganzzahlig sind und 29 eine Primzahl ist, kénnen nur die Faktoren 1, -1, 29,
-29 auftreten.
Ferner sind mit Ausnahme von g(x,) die restlichen Faktoren paarweise verschieden, und es
kann nur einer dieser Faktoren den Betrag 29 haben, weil sonst die linke Seite von (10*) durch
29 teilbar wére.
Daher kénnen insgesamt héchstens drei solche Faktoren auftreten.

Offensichtlich ist es wenig sinnvoll, derartige Musterlésungen vortragen zu lassen, vielmehr
bedarf es noch einer methodischen Aufbereitung, bevor man eine derartige Aufgabe mit Ge-
winn in einer AG behandein kann.

In den Aufgaben 17) und 18) sind nichtlineare algebraische Gleichungssysteme zu l6sen. Es
sollte den Schulern bewulRtgemacht werden, daf} hier ein Vereinfachen durch ausschlief3lich
aquivalentes Umformen in der Regel nicht méglich ist und da® daher stets neben dem Einzig-
keitsnachweis (der begrindeten Herleitung) ein gesonderter Existenznachweis erforderlich ist,
der bei endlichen Lésungsmengen durch Einsetzen in Form einer Probe erbracht werden kann.
Ist die Losungsmenge (etwa bei Ungleichungssystemen) dagegen unendlich, dann kommt man
um einen Existenznachweis in Form eines "Rlckschlusses" (wie er im 3.Lésungsweg zu Auf-
gabe 40) vorgefuhrt wird) nicht herum. Wir wollen derartige Aufgaben hier nicht behandeln.

Da es kein Verfahren gibt, das bei solchen Aufgaben mit Sicherheit zum Ziel fuhrt, solite man
mit den Schulern einen Uberblick Uber Verfahren erarbeiten, die erfahrungsgemaf erfolgver-
sprechend sind.

Man wird stets versuchen, das Gleichungssystem zu vereinfachen, indem man die Anzahl der
Variablen reduziert oder den Grad der vorkommenden Terme erniedrigt.

Bei einfachen Aufgaben vom Typ (2;2) fuhrt das Auflésen einer Gleichung nach einer Vari-
ablen nebst Einsetzen in die andere Gleichung zum Ziel.

In komplizierteren Féllen kann man dieses "Einsetzungsverfahren” in verallgemeinerter Form
verwenden, indem man nicht nach einer Variablen sondern nach einem geschickt gewahlten
Term auflést und dann einsetzt. Auf diese Weise lassen sich manchmal quadratische Aus-
drucke eliminieren.

Neben dem "Einsetzungsverfahren" spielt vor allem auch das "Additionsverfahren” eine Rolle,
bei dem ein Vielfaches einer Gleichung zu einem Vielfachen einer anderen Gleichung seiten-
weise addiert wird.

Zum Reduzieren des Grades solcher Gleichungen wird oft das "Substitutionsverfahren” ver-
wendet. Auf diese Weise lassen sich etwa biquadratische Gleichungen routinemanig I6sen.

Bei komplizierteren Aufgaben spielen geschickte Termumformungen oft die entscheidende
Rolle.

Bei Aufgabe 17a) kann man die Gleichung (2) nach y auflésen (wobei x =0 auszuschlielen
ist) und dann in (1) einsetzen, was nach Umformung zu 2x4-9x2+ 4 =0 fuhrt.

Mit z=x* gelangt manzu 2z2-9z+4=2(z -%)(z -4)=0, alsozu x? =% oder x2=4.

Das Losen dieser Gleichungen sowie das Berechnen der zugehérigen y fihrt dann zur ge-
suchten Lésungsmenge, wobei eine Probe nicht vergessen werden darf. Auf diese Weise er-

halt man die gesuchte Losungsmenge L ={(2; -1), (-2; 1), (15\/5; %\/5), (- %‘\/5; - %\/_2-) }.

Bei Aufgabe 17b) fuhrt ebenfalls das Einsetzungverfahren zum Ziel. Wenn man (1) nach y

auflést und in (2) einsetzt, dann erhalt man die Gleichung
X4-4x2+x+2=(x-1)(x+2)(x*-x-1)=0,

deren ganzzahlige Lésungen man erraten kann.
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Die Nullstellen des quadratischen Terms lassen sich leicht berechnen. Durch Ermittlung der
zugehdrigen y gelangt man so zur Lésungsmenge

L={(1; 1), (-2, 2), (X1+/5); X1/5) ), (X1-/5); X1+/5)) }.

Bei einem 2.Lésungsweg wird das Additionsverfahren verwendet. Durch seitenweise Subtrak-
tion von (1) und (2) gelangt man zu x*-y*-(x-y)=0, alsozu

(x+y)(x-y) - (x-y) = (x-y)(x+y-1) =0, woraus y =x oder y =1 -x folgt.

Setzt man dies in Gleichung (1) ein, dann erhalt man die quadratischen Gleichungen
x2+x-2=0 und x2-x-1=0, aus deren Lésungen man dann die angegebene Ldsungs-
menge erhalt.

AbschlieRend lasse man die Gleichungssysteme aus den Aufgaben 17a) und 17b) sowie deren
Lésungsmengen miteinander vergleichen und folgendes feststellen:

Das Gleichungssystem aus 17b) ist symmetrtisch in den Variablen x, y , woraus folgt: Wenn
(x;y) zur Lésungsmenge gehort, dann gehért auch (y;x) zur Lé6sungsmenge.

Fur das Gleichungssystem in 17a) trifft dies nicht zu.

Die Schuler werden angehalten, stets gleich zu Beginn nachzuprufen, ob das zu |6sende
Gleichungssystem eine derartige Symmetrieeigenschaft besitzt oder nicht.

Etwas komplizierter ist die Aufgabe 17c) , deren Gleichungssystem in x, y symmetrisch ist.

Um den Term (x2+y?) zu eliminieren, l6st man Gleichung (2) nach diesem Term auf und setzt in
Gleichung (1) ein.

Wegen x2+y? = 36 - 2xy fuhrt dies zu x?y? + 36 - 2xy - 6 = 9xy , mit z = xy also zur Glei-
chung z2-11z+ 30 =0, deren ganzzahlige Losungen 5 und 6 man erraten kann.

Dies fuhrt zu (3a) xy=5 oder (3b) xy =6

Aus (2)folgt x+y=+6 unddamit (4a) y=6-x oder (4b) y=6-x .

Setzt man (4a) in (3a) ein, sofolgt x2-6x+5=0, also x=1 oder x=5.
Setzt man (4b) in (3a) ein, sofolgt x2+6x+5=0, also x=-1 oder x=-5.

Setzt man (4a) in (3b) ein, so folgt x2-6x+6=0, also x=3++/3 oder x=3-4/3.
Setzt man (4b) in (3b) ein, so folgt x*+6x+6 =0 ,also x=-3+ \/5 oder x=-3- \/5 .
Berechnet man hierzu die zugehérigen y , dann erhélt man die gesuchte Lésungsmenge

L ={(1;5), (5 1). (-1; -5), (-5; -1), (3+3; 3+/3), (3+V/3; 3+3), (-3+f3; -3/3), (-3+V/3; -3+\3) }.
Eine Probe bestatigt die Richtigkeit dieser Lésungen. Wie erwartet weist die Lésungsmenge
die eingangs festgestellte Symmetrie auf.

Von relativ hohem Schwierigkeitsgrad ist Aufgabe 17d) , deren Gleichungssystem ebenfalls in
X, y symmetrisch ist.

Der naheliegende Versuch, Gleichung (1) zu quadrieren und dann m.H. von (2) den Term
(x2+y?) zu eliminieren, bringt nichts. Dagegen gelingt es auf folgende Weise, die Variable x zu
eliminieren:

Aus (1) folgt x(1+y) = 2+3\2 -y, also  (3) x2(1+y)? = (2+3/2 - y)2

Dies kann zur ldee fuhren, (2) mit (1+y)? zu multiplizieren, damit der dann eliminierbare Term

x*(1+y)? entsteht.
Aus (2) folgt x2(1+y)? + y?(1+y)? = 6(1+y)?, und wegen (3) folgt hieraus durch Einsetzen und
Umformen (4) y4+ 2y - 4y? - 2(8+3\[2)y + 4(4+342) =0 .

Recht einfach zu finden ist die ganzzahlige Lésung y = 2 . Wesentlich schwieriger ist es, eine
weitere Losung zu erraten, um so nach dem Abspalten zweier Linearfaktoren zu einem quadra-
tischen Term zu gelangen.

Nun ist die Beobachtung entscheidend, daR (1) und (2) in x, y symmetrisch sind, d.h. dal} mit
(x;y) auch (y;x) eine Lésung dieses Gleichungssystems sein mull. Durch Einsetzen von y =2

in (1) ernélt man x = \]5 , alsomul auch y = \/§ eine Lésung von (4) sein. Spaltet man durch
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Partialdivision die entsprechenden Linearfaktoren ab, dann erhalt man die zu (4) &quivalente

Gleichung (5) (y-2)(y-\2) (y2+(4n[2)y +6+4\2) =0 .

Fur die Diskriminante des quadratischen Terms gilt D = (4+\[2)? - 4(6+44[2) = -6 -8\2 < 0 .
Folglich besitzt die Gleichung (4) auer den beiden genannten Lésungen keine weiteren L6-
sungen. Durch Einsetzen in (1) und anschlieBende Probe erhélt man dann die gesuchte L6-
sungsmenge L={(22).(22)}

die die erwartete Symmetrie aufweist.

Eine véllig andere Lésungsidee wird in dem folgenden 2.Lésungsweg verwendet:
Betrachtet man die im Gleichungssystem vorkommenden Terme, dann kann man auf den
Vietaschen Wurzelsatz als Hilfsmittel stol3en.
Sind x und y die Lésungen der Gleichung
(6) zZ2+pz+q =0,
dann gilt x+ty =-p und xy =q, also x*+y?=(x+y)*-2xy =p?-2q.
Setzt man dies in (1) und (2) ein, dann erhalt man das leichter I6sbare Gleichungssystem
(7) p+g =2+32
(8) p*-2q9=6
mit der Lésungsmenge L = { (4+\/2; 6+\2), (-2 4/2;1/2) } .
Fur das erstgenannte Lésungspaar hat die Gleichung (6) keine Lésungen, das zweitgenannte
Lésungspaar liefert die gesuchte Lésungsmenge von (1),(2) .

Das in Aufgabe 18a) gegebene Gleichungssystem ist von Typ (3;3) . Man wird eingangs fest-
stellen, daf die ersten beiden Gleichungen nur die Variablen x, y enthalten und in diesen Va-
riablen symmetrisch sind. Das legt es nahe, zunachst dieses Gleichungssystem vom Typ (2;2)
zu lésen.

Auf routinemanigem Weg eliminiert man y durch Einsetzen von (2) in (1) und gelangt so zur
Gleichung x*- 5x2+ 4 =0 mit den leicht erratbaren Lésungen x € { 1, -1, 2, -2 } , aus denen
man mit Hilfe von (2) die zugehérigen y € {2, -2, 1, -1 } sowie mit Hilfe von (3) die zugehéri-

gen z e {3, -3, % - %} berechnet. Dies fuhrt zur gesuchten Lésungemenge

L={(1;2;3), (-1;-2;-3), (2,1:), (-2-1;-D)}.

Bei einem 2.Ldsungsweg fuhrt die Additionsmethode zum Ziel.

Addiert bzw. subtrahiert man das Doppelte von (2) zu (1), dann erhélt man x* + 2xy + y2 = 9,
also (x+y)*=9 bzw. (x-y)?*=1.

Hieraus folgt [x+y =3 oder x+ty=-3] und [x-y =1 oder x-y =-1], was zu vier linearen
Gleichungssystemen von Typ (2;2) fuhrt, deren Lésungen die oben angegebenen vier Paare
(x;y) liefern, aus denen man dann die gesuchten Losungstripel (x;y;z) gewinnt.

Bei einem 3.Ldsungsweg kann man die graphische Lésungsmethode anwenden, indem man
die vier Schnittpunkte des zu (1) gehdrenden Kreises mit der zu (2) gehérenden Hyperbel er-
mittelt und dabei feststellt, dal diese Schnittpunkte ganzzahlige Abszissen und Ordinaten be-
sitzen.

Lost man bei Aufgabe 18b) in den drei Gleichungen die Klammern und setzt u=xy, v=xz,
w = yz , dann entsteht ein leicht I6sbares lineares Gleichungssystem in u, v, w mit dem L6-
sungstripel (2;3;6) .

Aus xy =2, xz=3, yz=6 folgt dann durch Multiplikation und Quadratwurzelziehen die
Gleichung xyz = 46, woraus man dann als mogliche Losungstripel (1;2;3) und -1:-2;-3) er-
halt.

Eine Probe bestétigt die Richtigkeit. Also gilt L ={(1;2;3), (-1;-2;-3) }.
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Bei Aufgabe 18c) wird man zunéchst feststellen, dal} x, y, z= 0 gelten muB.

Man erkennt recht leicht, da® man m.H. von (3) die Variable z durch x ausdricken kann und
daR man dann m.H. von (2) auch y durch x ausdrtcken kann. Durch Einsetzen in (1) gelangt
man dann zu einer Gleichung mit der Variablen x, aus deren Lésungen man dann die zuge-
hérigen y und z ermitteln kann.

Die so erhaltene Gleichung x2-x-1 =0 hat die Lésungen x= %(1 + \[5).

Beim Berechnen der zugehorigen y , z beachte man: Aus x = %(1 +4/5) folgt % =- %(1 -\/5)

und 1+ % = 15(1 + \/5) = x, woraus dann x =y =z gefalgert werden kann.
So erhélt man folgende Lésungsmenge mit zwei Lésungstripein:

L={ (1 +~B) K1 +B) (1 +/5) ). ( (1 -4/B) H1-5); 51 -5))}.

Etwas schwieriger ist die Aufgabe 18d) .
Wenn man beachtet, da in (2) die Terme -y? und (x*+z%) vorkommen, dann kann man auf
die Idee kommen, (1) nach y aufzulésen, zu quadrieren und dann in (2) einzusetzen, weil sich
auf diese Weise (x*+z2) eliminieren und damit eine bedeutende Vereinfachung erzielen laft.
In der Tat fUhrt dieses Vorgehen zur Gleichung xz - x+z -1 =0 und damit zu (x+1)(z-1) =0,
woraus dann x=-1 oderz =1 folgt.
Der Rest ist einfach. Auf diese Weise gelangt man zur Lésungsmenge

L={(-1,-1;-1), (1;-1;1) }.

Von noch héherem Schwierigkeitsgrad ist die Aufgabe 18e), bei der man zunachst die Symme-
trie bezlglich x,y, z feststellen wird.
Das Auflésen von (1) nach einer der Variablen und Einsetzen in die anderen Gleichungen fuhrt
offensichtlich zu keinem brauchbaren Losungsweg.
Angemessener erscheint die Additionsmethode. Das Quadrieren von (1) nebst Subtraktion von
(2) fuhrt zu

(4) xy+xz+yz=0 .
Die entscheidende Lésungsidee besteht jedoch in einem geschickten Umformen von Termen ,
und zwar im Faktorisieren. Dies gestattet es dann, Aussagen Uber die Faktoren von Produkten
zu machen, die einander gleich oder die Null sind.
Gleichung (3) ist aquivalent mit x® + y* =a®-2z* und damit auch mit

(X +y)(x2-xy +y?) = (a-2z)(a* +az + 27,

wegen x+y = a -z folgt hieraus also

(5) (a-z)(x*+y?-xy)=(a-z)(a*z*+ 2z*+az).
Ist z=a, sofolgtaus (2) x=y =0 , und man hat das Lésungstripel (0;0;a) gefunden.
Wegen der festgestellten Symmetrie missen dann auch (a;,0;0) und (0;a;0) Loésungstripel
sein. Nun mul} noch untersucht werden, ob weitere Lésungstripel existieren kénnen.
Fur z=a mussen die zweiten Faktoren auf den beiden Seiten von (5) einander gleich sein.
Wegen (2) gilt x*+y? =a%-z?, wegen (4) und (1) gilt -xy = z(x+y) = z(a-z) =az-z?
Zusammen mit (5) erhéalt man hieraus

(6) xy=az-z2 =2z*+az .
Folglichmul z=0 und xy = 0 gelten, woraus man dann die bereits oben angegebenen bei-
den Losungstripel erhalt.
Eine Probe bestatigt, dal es sich tatsachlich um Lésungtripel handelt.
Folglich gilt L ={(a;0;0), (0;a;0), (0;0;a) } .

Auch die Aufgabe 18f) ist von héherem Schwierigkeitsgrad. Man erkennt leicht, da (1;1;1)
ein Lésungstripel ist und dal? Symmetrie beztglich x, y, z vorliegt. Dies kann dann zur Ver-
mutung fUhren, daR? (1;1;1) das einzige Lésungstripel ist.
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Durch Einsetzen von (1) in (2) und (3) lalt sich eine Variable eliminieren. Geschicktes Umfor-
men der so erhaltenen Gleichungen (4) und (5) legt dann eine Substitution (6) nahe, die zu ei-
nem relativ einfachen nichtlinearen Gleichungssystem vom Typ (2;2) fuhrt. Die Rucksubstitu-
tion liefert dann die gesuchte Lésungemenge.
Bei Unterdrtckung einiger Nebenrechnungen erhalt man folgende Lésung:

(1) x+y+z=3; dh. z=3-x-y .

(2) x3+y*+z*=3 .
(3) xyz=1.
(1),(2) = (4) 9(xty) - 3(x+y)? + xy(x+y) =8 ; [ Einsetzen , Umformen ] .
(1),(3) = (5 3xy-xy(xty)=1; [ Einsetzen , Umformen | .
Esgelte (6) u=xy und v=x+y ; [ Substitution ] .
), = (7) 9v-3v?+uv=8; [ Einsetzen].
), (8) 3Bu-uv=1; [ Einsetzen].
(9) u+3v-v?=3,dh u=v?*-3v+3,; [Addition, Divisiondurch 3] .
[

=

)

= (10) (v 2)3-0 dh v=2; Einsetzen, Umformen | .
f—

(10).(9) (1) u [ Einsetzen ] .

(10) (11),(6) = (12) x2 2x +1=(x-1)*=0, dh. x=1;[ Einsetzen, Eliminieren von y].
(12),(11).(6) =(13) ¥ [ Einsetzen ] .

(12).(13),(3) =(14) z ‘1 [ Einsetzen ] .

Probe. (1;1;1;) erfullt das Gleichungssystem (1),(2),(3) .

Folglich L={(1,1,1)}.

In Aufgabe 19) ist zu ermitteln, wieviel Lésungen ein parameterhaltiges Gleichungssystem in
Abhéngigkeit vom Parameter besitzen kann.
Lést man Gleichung (1) nach z auf und quadriert diese Gleichung, dann erhalt man nach
Einsetzen in (2) und Umformung
(4) x+y2+xy=1.
Quadriert man diese Gleichung, dann erhéalt man nach entsprechendem Zusammenfassen
(8) Xt yt+ 3y* + 2yt +y?) =5
Wenn man (1) nach z auflést, hieraus z# berechnet und dies in (3) einsetzt, dann erhalt man
(B) x*+y%+3x%y? + 2xy(X* +y?) =3
Ist a = % , SO widersprechen die Gleichungen (5) und (6) einander. Daher hat in diesem Fall
das Gleichungssystem (1),(2),(3) keine Lésung.
Ist a= % dann folgt aus (5), dalk wegen z = -x -y hdchstens diejenigen Tripel (x; y; -x -y ) das
Gleichungssystem (1),(2),(3) erfullen kénnen, wenn sie die Eigenschaft (4) haben.
Nun 1af3t sich zeigen, dal im Falle a =% tatsachlich jedes Tripel (x;y; -x -y ) mit der Eigen-
schaft (4) das Gleichungssystem (1),(2),(3) erfullt, denn es gilt:
X+y+z=x+y+(-x-y)=0;
XY =X Y+ (X-YP =20y +xy) = 24 =
XE+yt+Zé=xhydh (XY =2(@ Y2+ xy)2 =27 =
Folglich hat im Falle a =% das Gleichungssystem (1),(2),(3) genau diese Tripel als Lésung.
Wie das Beispiel (0; 3V2; - 12 ), (0; - WW2; 12 ) zeigt, besitzt die Gleichung (4) mehr als eine
Loésung. (Diese Gleichung besitzt sogar unendlich viele Lésungen.)
Damit ist gezeigt: Das Gleichungssystem (1), (2), (3) besitzt
a) keine reelle Lésung, wenn a = 3 gilt ;
b) genau eine reelle Lésung in keinem Fall ;
c) mehr als eine reelle Lésung, wenn a =% gilt.

1,
1 -
-2"—8.
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Bei Aufgabe 20a) bietet sich die graphische v = o=
Lésungsmethode als Hilfsmittel an.
Wir betrachten zunachst das Gleichungssy-
stem

(1) y=-3+10,

(2) y=x+4,

(3) y=ax+6.
Die Graphen von (1') und (2') schneiden ein-
ander im Punkt (4;8) . Also liegt die Menge
aller Punkte, die zu den Lésungen (x;y) des
Ungleichungssystems (1), (2) gehdren, in
dem schraffierten Winkelhaken mit Ausnahme
der Rander.
Der Graph von (3') ist ein Geradenbuschel mit
dem Zentrum in (0;6) . Die zu a =3 geho-
rende Gerade berUhrt den Winkelhaken im
Punkt (4,8) , die zu a =1 gehdrende Gerade ist parallel zum Graphen von (2') . Folglich kann
das Ungleichungssystem (1), (2), (3) fur %s a <1 keine Lésungen besitzen. Fur a <% (z.B.

fur a =0) liegen die Lésungen in einem doppelt schraffierten Winkelhaken, fur a > 1 (z.B. fur
a = 2) liegen sie in einem doppelt schraffierten Winkelhaken.

Folglich besitzt das Ungleichungssystem (1), (2), (3) genau dann mindestens eine Ldsung,

wenn a<3 oder a>1 gilt

Eine rechnerische Lésung wére mdéglich, aber sehr umsténdlich.

Bei Aufgabe 20b) kann man analog vorgehen. Eine zu-
satzliche Schwierigkeit besteht darin, dafl in dem zuge- ﬂg
hérigen Gleichungssystem

(1) y=x*-2x+a,

(2) y=x+a,

(3) y=-2x+1
zwei parameterhaltige Funktionsgleichungen auftreten.
Die gesuchte Lésungsmenge besteht aus den Koordina-
tenpaaren aller derjenigen Punkte, die sowohl oberhalb
der zu (1') gehdrigen Parabel als auch unterhalb der zu
(2') gehdrenden Geraden als auch unterhalb der zu (3')
gehdrenden Geraden liegen.
Durch eine einfache Rechnung erkennt man, daf} die zu
(1) bzw. (2') gehérenden Graphen einander in den
Punkten (0;a) und (3; 3+a) schneiden.
Ist a <1, dann liegt der Schnittpunkt (0;a) unterhalb
der zu (3') gehdrenden Geraden, und daher enthélt auch
das oberhalb (1') und unterhalb (2') gelegene Flachen-
stlck Punkte unterhalb (3') (vgl. das zum speziellen Fall
a = 0 gehdrende doppelt schraffierte Flachenstlick in nebenstehender Figur). Folglich ist im
Falle a <1 die Lésungsmenge von (1), (2), (3) nicht leer.
Fur a>1 enthélt die Menge aller Punkte, deren Koordinaten (1) und (2) erfullen (vgl. das zum
speziellen Fall a = 2 gehdrende einfach schraffierte Flachenstlck) keinen Punkt, der auch
unterhalb der zu (3') gehérenden Geraden liegt.
Damit ist gezeigt, dall das Ungleichungssystem (1), (2), (3) genau dann mindestens eine L6-
sung besitzt, wenn a<1 gilt.
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Hier lohnt auch noch die Behandlung eines 2.Lésungswegs, der sich rechnerischer Hilfsmittel
bedient.

Angenommen, (1), (2), (3) habe fur ein reelles a eine Lésung (x;y) .

Aus (1) und (2) folgt dann x = 0, da sich fur x =0 der Widerspruch y>a, y <a ergabe.

Aus (1) und (3) folgt ferner x2-2x+a<y<-2x+1,also a<1-x*, wegen x=0 also a<1
Daher kann das Ungleichungssystem (1), (2), (3) nur fir a <1 eine Lésung besitzen.

In der Tat gibt es fur jedes a <1 eine Lésung, z.B. eine mit y = a . Fur diesen Wert ist das
Ungleichungssystem namlich aquivalent zu

(4) x*-2x<0,
(5) x>0,
6) -2x+1>a.
(4) und (5) sind &quivalent mit
(7) O<x<2
und (6) ist aquvalent mit
8 x <32

Wegen a<1 gilt 1—5—3 >0 ; also sind die Ungleichungen (7), (8) durch reelle x erfullbar.
Die gesuchten Zahlen sind folglich alle Zahlen a< 1.

Die Aufgaben 21) bis 37) befassen sich mit Exponential- und Logarithmusfunktionen und zu-
gehorigen Gleichungen und Ungleichungen. Es empfiehlt sich, eine Wiederholung des ein-
schlagigen Unterrichtsstoffs durchzufGhren und im "Merkstoff' auf S.26 die "Erweiterungen des
Potenzbegriffs" durcharbeiten zu lassen.

Bei Aufgabe 21) achte man darauf, dal® kein ETR verwendet wird und daf die Berechnungen
moglicht geschickt durch Umwandeln von Potenzen und Verwenden von Potenzgesetzen
durchgefuhrt werden. Dies kann z.B. so aussehen:

Aufgabe 21e) 0,00032-02 = (25-105)-02 = %-10 =5 .

Die Schuler sollten solange selbst analoge Aufgaben stellen und I6sen, bis sie diesbezlgliche
Fertigkeiten erworben haben.

Bei Aufgabe 22) sollen - wiederum ohne Verwendung eines ETR - Naherungswerte fur Poten-
zen berechnet werden, z,B bei
Aufgabe 22g) : 0,041049 ~ 0,0405 = (22 102)05 = 15710 =5 .

Bei Aufgabe 23) fihrt die Substitutionsmethode zum Ziel. Fur u = 3¢ geht die gegebene
Gleichung Uber in u?-30u+81=(u-3)(u-27)=0 alsoin u=3 oder u=27, woraus man
durch Rucksubstitution 3x=3 oder 3*x=27,also x=1 oder x =3 und somit die gesuchte
Lésungsmenge L ={1;3}erhalt.

Bei Aufgabe 24) fuhrt die Betrachtung der Wertebereiche der vorkommenden Terme ans
Ziel. Man erkennt leicht, dal® die Gleichung genau dann gilt, wenn die als Exponenten
auftretenden beiden Wurzeln den Wert 0 annehmen, was genau dann eintritt, wenn die
beiden Radikanden 0 werden.

Dies fuhrt auf ein leicht Idsbares lineares Gleichungssystem und so zu gesuchten Lésungs-

menge L={(}:1)}.

Bei Aufgabe 25) geht es um die Festigung des Logarithmusbegriffs. Die Resultate sind wie
folgt festzuhalten:

Aufgabe 25f) : logs0,2 =-1, weil 51= % =0,2.
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Die Schuler sollten solange selbst analoge Aufgaben stellen und I6sen, bis sie eine entspre-
chende Fertigkeit erworben haben.

Aufgabe 26) dient einer Wiederholung dieser Beweise aus dem Unterricht. Man kommt durch
Ruckgriff auf die Definition des Logarithmus und RuckfUhrung auf ein bekanntes Gesetz Uber
Potenzen zum Ziel. Nach dem Hervorheben dieser Beweisidee sollte jeder Schuler die entspre-
chenden Beweise selbst finden. Die Darstellung der Lésung 1aRt sich wie folgt an der Wandta-
fel festhalten, wobei die Begrindungen mundlich gegeben werden:
log,b =x < b=2ax

(1) bc=axay = a*y = logbc = x+y = log,b +log,c
log,c=y <p C=8Y

(3) bn=anx = log,b" = n'x = n-log,b

Bei Aufgabe 27) geht es zunéchst darum, Vermutungen durch Betrachten konkreter Beispiele
zu finden. So gilt zB 109,16 - l0g,e2 =43=1 .

Ferner sollen die Schuler erkennen, da® Formel (1) ein Spezialfall von Formel (2) ist. Nach
dem Finden der Vermutung (6) log,b - log,c = log,c und dem Hervorheben des "b" fihrt man
den Namen "Kettenregel" ein (mit dem Hinweis auf die "Verkettung" der beiden Faktoren durch
das "b"). Da dann auch log,c -log:,b = log,b gilt, ist leicht zu erkennen, daR man (7) aus (6)

durch Vertauschen der Bezeichnungen und Umformen erhait.

Bereits vor dem Suchen nach einem Beweis fur (6), mit dem auch (5) und (7) bewiesen sind,
sollte man durch Betrachten der Aufgabe 28) die wichtige Anwendungsméglichkeit von Formel
(7) fur das Berechnen beliebiger Logarithmen mit Hilfe von zwei dekadischen Logarithmen er-
kennen lassen. Man wahit a = 10 , um log.b berechnen zu kénnen. Die Schuler sollen sich

diesen Spezialfall von (7) in folgender Form einpragen:
= lgb
(8) log,b = lga "
Ein Beweis fur (6) lalt sich durch kombiniertes VA/RA finden. Hierbei stéRt man auf das Ge-
setz Uber das Potenzieren von Potenzen als Hilfsmittel.
Der Beweis lauft analog wie bei Aufgabe 26). Man leitet (nach Verwendung der Definition des
Logarithmus) die Gleichung by = (ax)y = ax¥=c, hieraus xy =log,c und hieraus dann die Be-
hauptung ab.

Aufgabe 28) dient der Aneignung von Formel (8). Um den Logarithmenbegriff zu festigen,
lasse man stets vor der Berechnung des jeweiligen Terms abschéatzen, ob dessen Wert im In-
tervall (-;-1), (-1; 0), (0; 1) oder (1; ) liegt.

Die Schuler sollten solange selbst analoge Aufgaben stellen und lésen, bis sie eine hinrei-
chende Fertigkeit im Losen derartiger Aufgaben erlangt haben.

Bei Aufgabe 29) wird man hervorheben, dal} es Uberraschend ist, daR die angegebenen
Terme keine irrationalen Zahlen sondern rationale Zahlen (teilweise sogar ganze Zahlen) dar-
stellen.

Wenn Schwierigkeiten auftreten, dann sollten die Schuler bei den Aufgaben 29a).c),d) die
Werte zunéachst mit Hilfe eines ETR berechnen, um so zu einer richtigen Vermutung zu gelan-
gen, die sie dann jedoch ohne Verwendung eines ETR beweisen mussen.

Um bei Aufgabe 29a) die Formel (6) verwenden zu kénnen, mul man zunéachst die Reihen-
folge der Faktoren geschickt vertauschen. So erhalt man
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(log,7 - logAf2) - (logs13 - log,39) = log/2 - logs9= 1-2=1 .

Bei Aufgabe 29b) wére es unzumutbar umstandlich, die einzelnen Summanden mit dem ETR
zu berechnen und dann zu addieren, um zur Vermutung zu gelangen, dal diese Summe den
Wert 2 besitzt. :
Hier kann die Hilfsmittelfrage beim VA weiterhelfen. Nach dem Addieren der Briche in den
Radikanden bietet sich das Gesetz Uber Logarithmen von Quotienten als Hilfsmittel an. Auf
diese Weise erhélt man folgende zum gegebenen Term aquivalente Terme:
IgeR +1g% + ... +1g3 +Ig2 = 1g100 - 1g99 +1g99 - 1g98 + ... +1g3 -1g2 +1g2 - Ig1 =
Ig100-1g1 = 2-0=2 .

Wenn man bei Aufgabe 29c¢) mit Hilfe des ETR festgestellt hat, dal} der gegebene Term den
Wert 0,5 besitzt, dann kann man durch Rickwértsarbeiten ans Ziel gelangen.

Man wiirde dieses Resultat erhalten, wenn 1g(7 - 44/3) = 2:1g(2 - /3) gelten warde, dies wiirde
gelten, wenn 1g(7 - 4\/3) = Ig(2 - \/3)? gelten wirde, was seinerseits aus (2 - y3)2 =7 - 43
folgen wirde.

Man Uberzeugt sich leicht, dald tatsachlich die letzgenannte Beziehung gilt und hat so einen
Lésungsweg gefunden.

Bei Aufgabe 29d) kann man analog vorgehen. Der ETR liefert als Wert des gegebenen Terms
0,66666 , also % was aus 3-1g(3 - 24/2) = 2'1g(51/2 - 7) folgen wurde.

Wegen (3-2\272 = 17-1242, (3-2\2) = (17-1242)(3-242) = 99-70y2 und
(5\J2 - 7)2 = 99 - 70\/2 kann man dieses hinreichende Teilziel erreichen und damit ans Ziel
gelangen.

Bei Aufgabe 30) kommt man durch Anwendung der Definition des Logarithmus leicht ans Ziel.
Aus log,(logyx) =1 folgt log,x = 14 und hieraus x = 1114, woraus man sofort erkennt, da
die letzte Ziffer von x eine 1 ist.

Da nach den letzten beiden Ziffern von x gefragt ist, wird man das Rechnen mit Kongruenzen
als Hilfsmittel einsetzen.

Mit Hilfe des ETR erkennt man, da® 115=161951 =51 (100) und 512 =2601 =01 (100),
also 119=512=01 (100) gilt. ‘

Wegen 114 = 14641 =41 (100) gilt daher 1114 =1110-114=41 (100).

Folglich hat x die letzten beiden Ziffern 41.

Beim Loésen der in Aufgabe 31) gegebenen Gleichungen mit Logarithmen lasse man stets
nachprufen, ob die zum Zweck der Vereinfachung vorgenommenen Umformungen &givalent
sind oder nur implizierend, ob daher eine Probe (oder ein "Ruckschlul") nur dem Auffinden
von Rechenfehlern dient oder logisch notwendig ist.

Man gewdhne die Schuler daran, stets zuerst den Lésungsgrundbereich der Gleichung festzu-
halten.

Die in Aufgabe 31a) gegebene Gleichung ist fur x >0 &quivalent mit log,(log,x) =20 =1,
also auch mit log,x=2'=2 und mit x=22=4.

Folglich gilt L={41}.

Eine Probe ist nicht erforderlich, aber zweckmaRig.

Bei Aufgabe 31b) kann die Hilfsmittelfrage beim VA weiterhelfen. Da es mit Hilfe von Formel
(8) gelingt, alle Summanden in Logarithmen zur gleichen Basis umzuwandeln, kann man dann
mit Hilfe von Formel (1) eine weitere Vereinfachung erreichen und so ans Ziel gelangen.
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Offensichtlich ist es am geschicktesten, als gemeinsame Basis die 2 zu wahlen. Die durchge-
fuhrten Umfomungen erweisen sich als dquivalent, dennoch ist eine Probe zu empfehlen.
logyex + logx +logx =7 und x>0 ,

logox  logyx _
log,16 * log,4 * 109X =7 .

Flog,x + Zlog,x + logx =7,
Zlogx=7,
logx =4 ,
x=24=16 und x>0 .
L={16}.
Probe: log,16 +log,16 +log,16=1+2+4=7 .

Aufgabe 31c): ;-Ig(2x-1)+Jg\/x-9 <1 und x>9 ,
Tlg2x- 1)+ Lg(x-9) <1,

Ig[(2x - 1)(x-9)] < 2,
(2x-1)(x-9) < 102=100 ,
-Ox-2% <0,
(x+D(x-13) < 0 und x>9 ,

-1<x<13und x>9 ,

L= (9 13) .
Aufgabe 31d): lg(2x+ 1) - Igx> 2 und x>0 ,
|ggxx+_1 >2,
221 > 100,
X < g und x>0,
L =(0; 55)
Aufgabe 31e): lg2x +6) - Ig(x-5)>1 und x>5,
| 2x+6 > 1
g x-5
2x+6
-5 > 10,
56 > 8x ,
Xx<7 und x>5,
L=(57) .

Aufgabe 31f). Diese Ungleichung ist "fast" &quivalent mit der Ungleichung aus Aufgabe 31c),
hier steht lediglich anstelle des "<" ein ">" . Alsogilt L=R\(9;13) =(-o0;9) U (13, ) .

Mit Hilfe der Aufgabe 31g) sollte man testen, ob sich die Schuler tatsachlich angewéhnt ha-

ben, zunachst stets der Erflllungsgrundbereich X der GI/Ugl zu ermitteln. Tun sie dies nicht,

dann gelangen sie zur Ungleichung 1x_'22x > 10 mit der Lésungsmenge L = (3;12) .Da hier

aber x>2 und x <-;— gelten muR, gilt X=0 unddamitauch L=0 .

Von etwas héherem Schwierigkeitsgrad sind die parameterhaltigen Gleichungen in der Auf-
gabe 32) .
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Hier wird man nicht nur den Lésungsgrundbereich der Variablen x, sondern auch den zuléssi-
gen Grundbereich fur den Parameter a gleich zu Beginn festhalten.

Aufgabe 32a):
xlogx = g2x und x>0 und a>0, a=z1 ;[ beidseitig logarithmieren ] .
log,[ xI99:X] = log,@*x ; [ Log. von Potenzen und Produkten].
log,x - log,x = log,a® + log,x [ Umformen ] .
(logx)? - logx - 2 = 0 ; [ Substitution u=logx 1.
WwW-u-2=@W-2)u+1) =0,
u=2 oder u=-1; [ Rucksubstitution ] .

logx=2 oder logx=-1;
x = a oder x=1;

Folglich gilt: L={a2;-;-} far a>0 und a=1;

L=0 fara<0 oder a=1 .
Eine Probe bestétigt die Richtigkeit der Lésungen .

Aufgabe 32b): ai0bx = 10x+d - xR ; abcdeR
a=10(c-bx+d

Fall1. Wenn a<0, dann L=0 -
Fall2: Wenn a>0. dann Iga=(c-b)x+d , also (c-b)x= Iga -d.

Fall2.1.: Wenn a>0 und b=c und Igazd ,6 dann L=0 .
Fall2.2: Wenn a>0 und b=c und Iga=d (also a=104) , dann L=R .

Fall2.3: Wenn a>0 und bzc , dann x=—'%§_—'bd—, also L={‘I%a_—-bd—}~

Folglichgilt.  L={-2-%} fuor a>0 und bzc |

L=R fur a>0 und b=c und a=104:

L=0 fur a<0 oder [a>0 und b=c und a=10¢] .
Stichproben:
Far a=100, b=c=d=1 wird 10-10x= 10" eine allgemeingultige Gleichung, alsoL =R
Far a=100, b=1, ¢c=2, d=1 wird 100-10x=102* mit L={1}.

Von etwas héherem Schwierigkeitsgrad ist die Aufgabe 33) .
Ein Einsetzen von (2) in (1), um x oder y zu eliminieren, bringt offensichtlich nicht viel ein.
Beim Betrachten von (1) kdnnte man u.U. erraten, daR x =2 eine Lésung liefern kénnte. Ent-
scheidend ist die Vermutung, dal zwischen den Radikanden ein Zusammenhang besteht, wie
er bereits in den Aufgaben 29c,d) eine Rolle spilete.
Inder Tat gilt (\/3 - 4/2)2 = 5 - /24, und daher folgt aus (1)

xlog,(V3 - \2)x = 21log,(\3 - 2,
also x>10g,(\f3 - \2) = 4log(\f3 - V2) mit \/3 - \2>0
und somit x2=4 .
Aus x=-2 und (2) wurde y =0 folgen, was der Voraussetzung y > 0 widersprechen wurde.
Aus x=2 und (2) folgt y=4.
Folglich kann nur das Zahlenpaar (2; 4) eine Ldsung des gegebenen Gleichungssystems
sein.
Wegen 2-log,(\3 - Y2)2=2log,(5 - y24) und 4-2=2 istdies tatsachlich der Fall.
Folglich ist die gesuchte Lésungsmenge L={(2;4)} .
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Im Zusammenhang mit der Aufgabe 34) solite man eine zusammenfassende Wiederholung zu
"Funktionen und ihre Graphen” , "Transformation von Funktionsgraphen” und "Die graphi-
sche Methode zum Lésen von Gl/Ugl und Gleichungssystemen” aus der Aufgabensammiung
/81, S.21 fur AG8 und der Aufgabensammlung /10/, S.25/26 fur AG9 durchfuhren und auch die
zugehorigen Aufgaben nochmals betrachten.

Bei Aufgabe 35) achte man darauf, daB die "charakteristischen Punkte" der Graphen sowie
die Asymptoten mit eingezeichnet werden. Bei 35a) bzw. 35b) sind stets alle Graphen in ein
und dasselbe Koordinatensystem einzuzeichnen.

Die Graphen sind durch Transformation des Graphen der zugehérigen "Grundfunktion" zu
ermitteln und nicht mit Hilfe von Wertetabellen. Allerdings sollte man sich stets durch Stichpro-
ben fur spezielle Werte Uberzeugen, ob dabei keine Fehler begangen wurden.

Bei 34a) ist zu beachten, daB ein endlicher Definitionsbereich vorgegeben wurde, der mit zu
transformieren ist.

Wenn bei Aufgabe Y
36) die Schnitt-
punkte der Graphen
mit charakteristi-
schen Punkten oder
mit anderen Gitter-
punkten zusammen-
fallen, dann lassen
sich die zugehdri-
gen Ldsungen der
Gleichung "genau"
ablesen, wobei man
jedoch stets eine
Probe machen
sollte, um den Exi-
stenznachweis zu
liefern. Der not-
wendige Einzig-
keitsnachweis ist
durch Untersuchen m
der Definitionsbe- y

reiche sowie des
Monotonieverhal-

tens des zugehori-
gen Funktionen zu
erbringen. Auf diese
Weise mull gezeigt
werden, dal} aulder-
halb des betrachte-
ten Ausschnitts der
Koordinatenebene

g=zx—4

7:@*7 ;L‘{*ﬁ,?}
?--I/m‘ ; L={3:~22)
o o=TVx+d =1 ; L= (> %)
s Vxe3'-2; L@

7 2 3

> X

ﬂa= (X'+4)2’+’]'; L=g
y= (-3 A; L5053

=(x-0* ; L={0; =25}
7:&3&/)«-2)

keine weiteren X
Schnittpunkte  lie-
gen kénnen.

Bei nur ndherungs-
weise ablesbaren Losungen sollten die Schuler mit Hilfe des ETR Intervalle ermitteln, in denen
diese Lésungen liegen.
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Auf diese Weise gelangt man zu folgenden Lésungen:
36) a,) L=0, a,) L={x,1} mit -1,7<x,<-16,
) L={x;; %} mit -3<x,<-29 und 2,1<x,<22 ,
a,) L={x} mit 26<x,<27 .
) L={0;x,} mit 24<x,<25 , b,) L=
) L={-1;0}, b,) L=

{x;2} mit 0,4<x,<0,5 ,
Q.

Aufgabe 37)
Angenommen, es gibt ein solches Zahlentripel, fur das die angegebene Funktion die Bedin-
gungen der Aufgabe erfullt. Dann gilt

(1) log,(2b+c)=2

(2) log(-b+c)=0,

(3) logec=1 .
Aus (3) folgt c=a, aus (2) entsprechend b =c -1 . Daraus und aus (1) erhalt man
log,(3c-2)=2, also 3c-2=c2.
Diese Gleichung hat genau die Lésungen c¢=1 und c=2.Wegen c=a>1 kdnnen somit
hochstens fur ¢ =2 unddamit a=2 sowie b =1 die Bedingungen der Aufgabe erflllt
sein.
Tats&chlich gilt fur die Funktion y =log,(x +2) :

(1) logy(2+2)=2 ,

(2') logx(-1+2)=0,

(3) logy2)=1 .
Folglich ist (2; 1; 2) das einzige reelle Zahlentripel, das die Bedingungen der Aufgabe er-
fullt.

Die Aufgaben 38) bis 42) dienen einer Wiederholung des Beweisens von Ungleichheitsaussa-
gen . Dieses Gebiet gehort vorwiegend zum auBBerunterrichtlichen Bereich. Es wurde in der AG
KL7 (vgl. 16/, S. 15 u. 25 sowie /7/, S.88ff.) und in der Klasse 8 (vgl. /8/, S.15/16 sowie /9/,
S.122ff.) behandelt.
Folgende Methoden wurden eingefihrt :

- Folgern aus der Behauptung ;
Folgern aus den Voraussetzungen (VA) ;
Hilfsmittelfrage beim VA oder RA fuhrt zu einer Standardungleichung als Hilfsmittel,
Substituieren zum Zweck der Vereinfachung ;
Abschéatzen von Termen .
Ferner haben die Schuler die S&fze tber das quadratische, das arithmetische, das geometri-
sche und das harmonische Mittel kennengelernt.

Bei Aufgabe 38a) kann das Betrachten der Behauptung zur Standardungleichung x + )1—( >2

(far x> 0) fuhren. Desgleichen kann man an das Logarithmengesetz (5) aus Aufgabe 27) er-
innert werden.

Dafir ab>0 und ab=1 stets |log,a||log,b|=1 gilt, fihrt die Substitution x =|logb |
(> 0) sofort zum Ziel.

Bei Aufgabe 38b) fuhrt Folgern aus der Behauptung nebst anschlieRendem Vorwértsarbeiten
auf das so gewonnene Teilziel hin zum Erfolg.

Aus der Behauptung folgt 2( Ig(a+b) -1g3 ) =Iga + Igb , also Ig(a+b)* - I1g9 = Igab und
somit Ig(a?+b?+2ab) = Ig9ab .

Aus der Voraussetzung a2 + b? = 7ab erhélt man sofort a? + b? + 2ab = 9ab und erreicht im
nachsten Schritt das oben gewonnene Teilziel.
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Die Lésungsdarstellung kann dann wie folgt aussehen:

Nach Voraussetzung gilt a+b*=7ab.

Hieraus folgt a?+b?+2ab=9ab,

also auch (#) (atb)*=9ab.

Nach Voraussetzung gilt a, b >0, alsoauch (a+b)*>>0 und 9ab>0.
Aus (#) folgt daher Ig(a+b)? = Ig9ab .

Durch Anwendung von Logarithmengesetzen erhalt man hieraus
2lg(a+b) = 2ig3 +Iga + Igb ,

lg(a+b) - 1g3 = XIga + Igb)
und hieraus dann die Behauptung lga;—b =Xlga + Igb) .
Damit ist der geforderte Beweis erbracht.

Bei Aufgabe 39) fuhrt Folgern aus der Behauptung leicht zum Ziel.
Vx+4x+3y < \x+y+ x+2y , (wegen x,y > 0 beide Seiten positiv; quadrieren) ;
x+x+3y+2\/x(x+3y) < x+y+x+2y+2\/(x+y)(x+2y) .
VX(x + 3y) < 4/(x+y)(x +2y) , (beide Seiten positiv; quadrieren) ;
X2+ 3xy < x2+ 3xy +2y? |
0< y?, (fur y>0 stets erfullt) .
Damit ist ein Beweisweg gefunden.

Bei Aufgabe 40) lasse man zunéchst die Teilaufgaben 40a) und 40b) miteinander vergleichen
und feststellen, dal} 40a) ein Spezialfall von 40b) ist

Dann wende man sich sofort der Aufgabe 40c) zu und lasse die dort geforderte Verallgemei-
nerung auch in Wortform formulieren:

" Das Produkt aus der Summe von n positiven reellen Zahlen und der Summe ihrer Rezipro-
ken ist niemals kleiner als die Zahl n? "

Bei Aufgabe 40a) bespreche man folgende beiden Lésungswege:

1.Lésungsweg:
Von (x + y)(—:; + %) > 4 ausgehend gelangt man durch Folgern aus der Behauptung zunéchst

y X ; X, Y
zZu 1+x+ y+124 und somit zu y+X22.

Wer nicht erkennt, da? man auf diese Weise zu einer bekannten Standardungleichung gelangt
und damit am Ziel ist, wird durch weiteres Folgern aus der Behauptung Uber x2 + y2 > 2xy
zur allgemeingultigen Ungleichung (x - y)* > 0 und damit ans Ziel gelangen.

2.L.6sungsweg:
Die in der Behauptung auftretenden Terme (x +y) bzw. (% + %) kénnen an das arithmetische

bzw. das harmonische Mittel zweier Zahlen erinnern und so zum Satz iber das arithmetische
und das harmonische Mittel als Hilfsmittel fUhren, von dem ausgehend man zu der abzuleiten-
den Behauptung zu-gelangen trachtet.

Man erkennt leicht,. dal® unsere Behauptung mit der Behauptung dieses Hilfssatzes &quivalent
ist und hat damit einen Beweisweg gefunden.

Bei Aufgabe 40b) erkennt man, daR Folgern aus der Behauptung (x +y + z)(% + % + %) >9 zu
keinem Beweisweg fuhrt. Da jedoch diese Behauptung aquivalent ist mit der Behauptung des
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Satzes Uber das arithmetische und das harmonische Mittel von drei reellen Zahlen, fuhrt der
oben angegebene 2.Lésungsweg zum Ziel.

In Aufgabe 41a) ist diejenige Standardungleichung abzuleiten, auf die wir beim 1.Lésungsweg
zu Aufgabe 40a) gestollen sind, und wir haben bereits gezeigt, dal® dies durch Folgern aus der
Behauptung leicht méglich ist.

Um in Analogie zu Aufgabe 40) einen Losungsweg fur die Aufgabe 41b) zu finden, wollen wir
nach einem 2. Losungsweg fur Aufgabe 41a) suchen, der dann Ubertragbar ist. Nun liegt es
nahe, systematisch zu untersuchen, ob nicht einer der Séatze dber die Mittelwerte zweier positi-
ver Zahlen als Hilfsmittel dienen kann.

Dies kann zu folgendem Lésungsweg flhren:

Fur a,b>0 gilt %(a +b) > \/a-b , also a+b> 2\/a-b . Durch die Substitution a =$ , b =¥

mit x,y > 0 gelangt man so zu §'+ 1224 /9’9’); = 2 und damit ans Ziel.

Analog findet man dann einen Lésungsweg fur Aufgabe 41b) .

Wegen xy,z>0 und § Y.Z=1 gilt nach dem Satz tiber das arithmetische und das geome-

trische Mittel fur drei positive Zahlen %(-;S+ )Z( + )Z—() > 3/7 , woraus dann die Behauptung des zu
beweisenden Satzes folgt.

Bei Aufgabe 42) kann man die Schuler auffordern, zunachst zu vermuten, fur welche Werte
des reellen Parameters a die gegebene Ungleichung allgemeinguiltig ist.

Da schon sehr oft aus (x - y)> > 0 die allgemeingultige Ungleichung x2 + y? > 2xy abgeleitet
wurde und da sich diese Ungleichung offensichtlich nicht weiter verscharfen 1aRt, ist klar, daR
a nicht gréfker als 2 werden darf.

Dies kann zur falschen Vermutung fhren, dall die Ungleichung fur alle a <2 allgemeinguiltig
wird. FUr a < -2 gilt diese Ungleichung namlich genau dann nicht, wenn entweder x oder y
einen negativen Wert annimmt.

Wir wollen daher untersuchen, fur welche Werte des Parameters a der Ausdruck (x2 - axy + y?)
fur beliebige reelle Zahlen x, y nicht negativ wird.

Es gilt xX2-axy +y?=(X- %y)2 +(1- %z)yz >0 genaudann, wenn 1 - %2- >0, dh a*<4
bzw. |a|<2.

Folglich ist die gegebenen Ungleichung allgemeingultig genau dann, wenn |a| <2 gilt.

Man erkennt leicht, daRR das Gleichheitszeichen genau dann gilt, wenn (a =2 und x =y) oder
(a=-2 und x=-y) gilt.



55

3.2. Weitere Themen aus der Arithmetik

Die Gebiete "Vektoren”, "Komplexe Zahlen” und "Trigonometrie” wurden zu einem Komplex
zusammengeschlossen, weil es uns hier um das Ziel geht, eine Vertiefung und Erweiterung
des Unterrichtsstoffs mit der Entwicklung der Fahigkeit der Schiler zum selbsténdigen Erwerb
von Wissen und Kénnen zu verbinden. Dabei denken wir wiederum nicht ausschlielllich an
auRerunterrichtliche Arbeit sondern sind der Meinung, dal3 vor allem fur Leistungskurse auf
diese Weise eine Anregung gegeben werden kann.

Bekanntlich gestattet das Gebiet "komplexe Zahlen" einen gunstigen Zugang zum Ableiten
goniometrischer Formeln, kann das Verstdndnis fur Zusammenhange zwischen
trigonometrischen Funktionen verstarken und gestattet auch Anwendungen auf andere
geometrische Disziplinen.

Andererseits ermoglicht die Vektoralgebra einen anschaulichen Zugang zur Theorie der kom-
plexen Zahlen und ist auch aus anderen Grinden fur Schuler der Klassenstufe 10 gut ge-
eignet.

Aus diesen Grinden wurde der Komplex 3.2. gebildet, und deshalb wollen wir auch die Ziel-
stellungen fur alle drei Teilgebiete zusammenfassen.

Wir halten eine enge Verbindung zwischen geometrischen und nichtgeometrischen Gebieten
fur sehr wichtig.

Historisch gesehen waren es oft geometrische Probleme, die den AnstofR fur die Entwicklung
nichtgeometrischer Disziplinen gegeben haben. Die geometrische Anschauung war oft beim
Entdecken mathematischer Erkenntnisse sehr hilfreich, auch wenn sie dann fur einen Beweis
dieser Erkenntnisse nicht mehr verwendet werden durfte. Und schliel3lich gehért ein gutes
Raumanschauungsvermégen zu den sehr nutzlichen (wenn nicht sogar notwendigen) Eigen-
schaften eines wissenschaftlich arbeitenden Menschen. Es besteht die Gefahr, daR auf Grund
der Lehrplaninhalte ein derartiges "geometrisches Denken" im Unterricht zu kurz kommt. Dem
wollen wir mit der Behandlung dieses Komplexes entgegenwirken.

Ferner geht es uns darum, gewisse “Leitlinien” des Mathematikunterrichts aufzugreifen, zu ver-
tiefen und den Schulern nahezubringen.

Eine wichtige Rolle spielen die Zahlbereichserweiterungen, bei denen der geometrische
Aspekt des "Aufflllens der Zahlengeraden" stark hervorgehoben werden solite. Der Ubergang
von skalaren GréRen zu vektoriellen GréRRen sowie die Erweiterung der Zahlengeraden zur
Zahlenebene bieten sich im Sinne einer Vertiefung geradezu an.

In engem Zusammenhang hierzu stehen Betrachtungen zur Abstraktion durch Aquivalenzklas-
senbildung . Neben die gebrochenen Zahlen als Aquivalenzklassen von Brichen treten nun
Vektoren als Aquivalenzklassen von Pfeilen, der Begriff eines "glnstig gewahlten
Reprasentanten", der ja keinesfalls nur in der Mathematik von Bedeutung ist, 1aRt sich
zwanglos verwenden.

Ferner ist es leicht méglich, den Begriff "Strukturierte Menge" den Schulern nahezubringen.
Konkrete Beispiele sind aus dem Unterricht und der auRRerunterrichtlichen Arbeit ja hinreichend
bekannt, es geht also nur um eine Zusammenfassung und Vertiefung (wobei es selbstver-
standlich nicht um exakte Definitionen sondern um das Herausarbeiten von Gemeinsamkeiten
und Unterschieden konkreter mathematischer Strukturen geht). Wichtig ist dabei das Fixieren
von Fragestellungen: Welche Operationen und/oder Relationen lassen sich in einer
vorgegebenen Menge Uberhaupt definieren? Welche Eigenschaften besitzen diese Ope-
rationen und/oder Relationen bzw. sollen sie besitzen, wenn es um die Erweiterung einer
Struktur geht?

Wir haben bewufdt nur die Multiplikation eines Skalars mit einem Vektor, nicht jedoch die
skalare oder die verktorielle Multiplikation von Vektoren eingefihrt. Das heif3t aber nicht, daR
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man den Schulern verschweigen soll, dal man in einer Menge von Vektoren durchaus zwei
verschiedene Arten von Multiplikation definieren kann.

Das selbstandige Erarbeiten von Wissen und Kénnen durch die Schuler bezieht sich vor allem
auf den "Merkstoff" in /1/ und wird in bestimmten Aufgaben explizit gefordert. Das fuhrt dazu,
daR im Vergleich zu fruheren Klassenstufen die auf dem Gebiet "Sachkenntnisse und Fertig-
keiten" genannten Ziele relativ umfangreich werden. Dabei wollen wir aber stets so vorgehen,
daR den Schulern der Erwerb von Wissen und Kénnen nicht als Selbstzweck, sondern als
Hilfsmittel zum Lésen problemhafter Aufgaben erscheint, wie das in den Arbeiten /18/, /19/ und
120/ von G. POLYA gefordert wird.

Andererseits zeigt die Geschichte der Mathematik, dall dies keineswegs nur
Anwendungsprobleme betrifft, sondern dall auch ein anscheinend "zweckfreies" Beschaftigen
mit Mathematik zu Ergebnissen flhrt, ohne die sich die anderen Wissenschaften nicht
weiterentwickeln kénnten. Es geht uns also auch um das Ziel, bei den Schuilern eine
verntinftige und gesunde Einstellung zur Mathematik zu entwickeln.

Hiebei sollte man sich gezielt einiger Fakten aus den Geschichte der Mathematik bedienen. In
unserem Zusammenhang bietet es sich an, vor allem auf die Leistungen von GAUSS einzuge-
hen, der beim Versuch der Losung des klassischen Problems der Konstruktion regularer n-
Ecke (allein mit Hilfe von Zirkel und Lineal) das Rechnen mit komplexen Zahlen als Hilfsmittel
entwickelte und auf diese Weise zu erstaunlichen Ergebnissen gelangen konnte.

Beim Formulieren der méglichen Ziele unterscheiden wir folgende Teilgebiete:

Heuristische Vorgehensweisen:
- Transformationsprinzip:
° Graphisches Lésen von Gleichungen als ein Ubersetzen in die Sprache der Funktionen
und ihrer Graphen;
° Das Lésen von geometrischen Aufgaben mit Hilfsmitteln der Vektorrechnung oder der
komplexen Zahlen .
- Ruckfuhrungsprinzip (bzw. Zerlegungsprinzip):
° Suche nach bereits gelésten Aufgaben, die beim Lésen der gestellten Aufgabe helfen
kénnen;
° Finden, Formulieren und Lésen einfacherer Aufgaben, die Wege zum Ldsen der
gestellten Aufgabe 6ffnen.
- Vermeiden von "routinemafigem" Vorgehen; "erst denken, dann rechnen" ; Suche nach
mehreren Lésungswegen und Auswahl der vermutlich rationellsten Lésungsmethode.
- Kombiniertes VA/RA ;
° VA zum Zweck des Vereinfachens von Termen und Aussageformen;
° RA zum Entdecken hinreichender Teilziele oder chancenreicher Hilfsmittel (Satze,
Formeln, Definitionen u.&.), mit deren Hilfe man in der Geometrie oft "versteckte
Hilfslinien" finden kann.

Logische Grundlagen:

- Prinzip des deduktiven Aufbaus einer Theorie;

- Abstraktion durch Aquivalenzklassenbildung (nebst Anwendung auf den Aufbau der
Zahlbereiche und der Einfihrung von Vektoren); geschickte Reprasentantenwahl ;

- Problematik von Einzigkeitsnachweis und Existenznachweis bei Bestimmungsaufgaben;
Rolle von Proben und Stichproben;

- Parameterhaltige Aufgaben als Aufgabenklassen; Kurvenscharen als Graphen von
parameterhaltigen Gleichungen; Notwendigkeit einer Determination (Lésbarkeitsdiskussion
oder Angabe von Lésbarkeitsbedingungen);

- Indirekte Beweise .



57

Sachkenntnisse und Fertigkeiten:

- Begriff und Einteilung der Funktionen; Eigenschaften und Graphen von Funktionen;
Fundamentalsatz der Algebra; Transformation von Funktionsgraphen; Beispiele fur
komplexe Funktionen und deren Beziehungen zu geometrischen Abbildungen,;

- Begriffe und Satze aus der Vektoralgebra nebst Anwenden beim Lésen von Aufgaben,;
Punkte und Vektoren im Koordinatensystem;

- Begriffe und Séatze Uber komplexe Zahlen nebst Anwendung auf das Losen von Aufgaben

- Kenntnis goniometrischer Formeln und trigonometrischer Satze; Kenntnis des Prinzips der
Ableitung dieser Formeln und Séatze; Anwenden beim Losen von Aufgaben,

- Begriff der strukturierten Menge und der Isomorphie von Strukturen (erlautert anhand
konkreter Beispiele)

3.21. Vektoren

Minimalvariante:

1) Etappenweise Aneignung des Merkstoffs unter Anleitung.

2a) bis 2f) Teilaufgaben einzeln I6sen ; nach gemeinsamem Erarbeiten des Lésungswegs
selbstandige Arbeit mit anschlieRender Kontrolle der Resultate.

3) Gemeinsames Erarbeiten; Wiederholung der Dreiecksungleichungen.

4),6a),b),c) Wie Aufgabe 2a) bis 2f).

9a),b),c) Gemeinsames Erarbeiten; Abheben des Transformationsprinzips (Ubersetzen in die
Sprache der Vektorrechnung).

14) Angeleitete Aneignung des Merkstoffs.

15) Selbstandiges Lésen mit anschlielRender Kontrolle.

16),17),20),21) Nach gemeinsamem Erarbeiten des Lésungswegs jeweils selbstandiges Lésen
mit anschlieRender Kontrolle.

Maximalvariante:

1),2),6) Selbstandiges Aneignen des Merkstoffs mit Anwendung auf die Aufgaben 2) und
6); anhand von Stichproben Uberprifen, ob die Schuler diese Aufgaben ,vor allem
die Aufgaben 2f) und 6d) , selbstandig l6sen kénnen.

3),4),5) Selbstandiges Losen der Aufgaben mit Kontrolle der Resultate; anschlielend
Diskussion zur Lésungsfindung.

7) bis 13) Gemeinsame Wiederholung des Transformationsprinzips; Ubertragung auf das
"Ubersetzen in die Sprache der Vektorrechnung"; anschlieBend selbstandiges Losen
der Aufgaben mit abschlieender Diskussion zur Lésungsfindung.

14) Selbstandiges Erarbeiten des Merkstoffs; durch Stichproben Uberprufen, ob die
Schuler die Aufgaben 15), 16), 17), 20), 21) selbstandig I6sen kénnen.

18),19) Selbstandiges Losen der Aufgaben mit Kontrolle der Resultate; anschlieend
Diskussion zur Lésungsfindung.

Einleitend wiederhole man die Begriffe "Aquivalenz” (Gleichheit in bestimmter Hinsicht),
"Aquivalenzklasse” und "Représentant” sowie das Prinzip der Aquivalenzklassenbildung
anhand von Beispielen.

Nach einer Wiederholung des Aufbaus der Zahlbereiche kann man mitteilen, dall das
Rechnen mit Vektoren eine Reihe von Gemeinsamkeiten aber auch von Unterschieden zum
Rechnen mit Zahlen aufweist. An der Wandtafel wird folgende Ubersicht festgehalten:
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Ausgangsmenge Aquivalenzrelation Aquivalenzklassen
{ Bruch } Quotientengleichheit gebrochene Zahlen
{ gebrochene Zahl } Differenzengleichheit rationale Zahlen
{ ganze Zahl } Restegleichheit mod m Restklassen [r ],
{ Pfeil } 2?22?2727 Vektor

Bei Aufgabe 1) werden die Schuler aufgefordert, den Text im Merkstoff auf S.27 und S.28 bis
zur Definition von "entgegengesetzter Vektor" durchzulesen, u.U. Fragen zu diesem Text zu
stellen und dann die Leerstellen in den nachfolgend angegebenen Satzen (durch af{ b bzw.
durch |a| = |b] ) zu fullen. Es wird hervorgehoben, daR jeder Vektor durch unendlich viele Pfeile
reprasentiert wird, und es wird das leere Feld in obiger Tabelle gefulit.

In einer zweiten Etappe sollen die Schuler den zu "Addition und Subtraktion von Vektoren" ge-
hérenden Text durcharbeiten. Die angegebenen Séatze werden erlautert, die im "Hinweis" er-
wahnten Eigenschaften (eindeutige Ausfuhrbarkeit; Assoziativitdt, Kommutativitat, Umkehrbar-
keit) wiederholt. Es wird hervorgehoben, dafl die Addition von Pfeilen (als geschickt gewahlten
Reprasentanten der Vektoren) auf zweierlei Weise moglich ist ("Schaft an Pfeilspitze" oder
"Krafteparallelogramm").

Dann teilt der AG-Leiter mit, daR man zwei verschiedene Arten der Multiplikation von Vektoren
(skalare bzw. vektorielle Multiplikation) definieren kann, daR dies im Unterricht der Sekundar-
stufe Il geschieht und daR wir hier nur die Multiplikation eines Vektors mit einer reellen Zahl
behandeln (die als "Streckung" der zugehdrigen Pfeile gedeutet werden kann). Die Schuler ar-
beiten im Merkstoff den entsprechenden Abschnitt durch und erldutern (bzw. beweisen) die an-
gegebenen Séatze.

Die Aufgabe 2) dient der Aneignung der eingefihrten Begriffe. Die Schuler werden aufgefor-
dert, die im Aufgabentext enthaltenen Leerstellen zu flllen (vgl. die Lésungen im Abschnitt 4.).

Bei den Aufgaben 2a) und 2b) lasse man sich zunéachst nur die Anzahl der Lésungen (3 bzw.
4) nennen. So kénnen Schuler, die nicht alle Lésungen gefunden haben, ihren Fehler selbst
korrigieren. Die leichte Aufgabe 2c) dient ebenfalls der Vorbereitung auf das Lésen der weite-
ren Aufgaben.

Bei der Aufgabe 2d) wird zunachst festgestellt, dai AP =1z BA =16, AC=2+b und
BD =BC + CD = BC + BA =T - 2 gilt. Dann sollen die Schiiler zunachst jeweils einen geschickt
gewahlten, zum gegebenen Pfeil &quivalenten Pfeil nennen, dem man die Lésung unmittelbar
entnehmen kann. So gilt etwa QM = PA = - AP = - 18 Manchmal fuhren verschiedene L6-

sungswege zum Ziel. So gilt etwa AM = L AC = 1(& + b), aber auch AM = AP + PM = 18+ 1B.

Bei Aufgabe 2e) sollten die Schuler selbst entdecken, dal} eine derartige Addition stets dann
leicht durchfUhrbar ist, wenn der "Schaftpunkt" eines Summanden mit dem "Pfeilpunkt" des
vorhergehenden Summanden Ubereinstimmt, und dall dies durch die Auswahl g(‘mstiger Re-
prasentanten stets erreichbar ist. So gilt etwa AP + QC +BM=AP + PM+ MD=AD =b .

Auch bei Aufgabe 2f) sollten die Schiler den Lésungsweg selbst finden. Hier 1aRt sich das
Ruckfihrungsprinzip als heuristische Vorgehensweise gut demonstrieren.

Schreibt man AP + ? = AM, dann fuhrt das bei den Hilfsaufgaben 2d) und 2e) entdeckte Ver-
fahrenzu ? =X=PM=1b.

Eine neue Schwierigkeit taucht bei der Aufgabe AP + X =S8R auf, weil hier die Schaftpunkte
der Reprasentanten der gegebenen Vektoren nicht Ubereinstimmen. Wegen SR = AM kann
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man die gegebene Gleichung (durch gunstnge Reprasentantenwahl) auf die l6sbare Gleichung
AP + = AM zurtckfuhren und so zu X=PM = ~b gelangen.

Bei der Gleichung CR +X=BQ versagt dieses Verfahren, weil es in unserer Figur keinen
Punkt X gibt, fur den BG =CX gilt. Wegen CR = BP gelangt man hier zur aquwalenten
Gleichung BP +X= _(5, die nach dem vorher angewandten Verfahren zu X = PQ = ~(a + b)

fuhrt.

Bei dem in Aufgabe 3) geforderten Beweis fUhrt die Fallunterscheidung zum Ziel, daR je zwei
Vektoren stets entweder gleich gerichtet, oder entgegengesetzt gerichtet sind oder verschie-
dene Richtungen haben. Im letztgenannten Fall erweist sich die zu beweisende Aussage als
aquivalent zu den Dreiecksungleichungen, und die beiden ersten Falle sind auch leicht zu be-
arbeiten.

Bei der leichten Aufgabe 4) ist zunachst eine Planfigur anzuferti-
gen. Der schwierigste Teil der Aufgabe liegt im Berechnen von Q

OM'=0F + PM=F+3(@-P) =3+ 3.

N
X

Bei Aufgabe 5) ist die Planfigur im Aufgabentext mit gegeben.

Die Schuler sollen erkennen, dalk bei Aufgabe 5a) die durch AC
bzw. BD reprasentlerten Vektoren jeweils auf zweifache Weise | &
durch die Vektoren 2, B C, a' ausgedrickt werden kénnen: o 'f"
AC=3+b=d+T; =B- c—-a+3
Esgilt E EF =EB + _F— 7 T+ B' a + b) aber auch der umsténdlichere Weg

EF=EA+AC +CF= -53+ (a+b) --’2~ =1(F+) fuhrt zum Ziel.
Ferner erhalt man AG=1(C+d).

Von diesen Resultaten ausgehend gelangt man in Aufgabe 5b) zu EF = '-K(T bzw. EF = HG,

was den Satz Uber die Mittellinie EF im Dreieck ABC (die stets halb so lang wie und parallel
zur Grundlinie AC ist) bzw. den Satz Uber das Mittelpunktviereck EFGH des Vierecks ABCD
(das stets ein Parallelogramm ist) festhalt.

Von héherem Schwierigkeitsgrad ist die Aufgabe 5c)

Zunachst erhalt man AF = AE + EF = 1(F-d) + 2(b d)=5+1b-d
AF=HAA+AB +BF = 1d+T+ %E oder AF = HD + DC + CB =%a’+ "’-%-t; was alles nicht
der Forderung genugt, HF nur durch 3 und € auszudricken,

Addiert man jedoch die beiden letztgenannten Gleichungen seitenweise, dann erhalt man
2HF =8+¢, also AF =1(@+ &) und ist am Ziel.

Dieses Resultat kann man als "Satz iber die Mittellinie HF des Vierecks ABCD" deuten, von
dem man zum "Grenzfall' DC=CC =5 Ubergehen kann, fur den dann AF = %3’ gilt, was den
Satz Gber die Mittellinie HF im Dreieck ABC festhalt.

Die Aufgaben 6a) bis 6d) werden analog wie die Aufgaben 2a) bis 2d) gelést. Fur die gefor-
derten Begrindungen verwendet man den Satz Uber die Mittellinie im Dreieck oder den
raumlichen Strahlensatz.

Bei Aufgabe 7) sollten die Schuler zunachst alle Darstellungen von &, durch &, b oder €
ermitteln.
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Es gilt AS,=AB +BS,=AC +CS,=1(AB +AC) .

Folglichgilt & =8+1&=-b-18=1(-b).

Analog gilt S==+ ;~b’= -2- %-b’= 1@

und =B+ig=-7-1 ;(B'é')

Fur X=8,+8 + sc folgt hieraus wegen F+B + =3 dann
X=2(@F+B+8=-2(F+DP+0=18=58

Eslglich bilden entsprechend gewahlte Reprasentanten von &, S, A Sc B

s. stets ein Dreieck, wovon sich die Schiler auch durch eine

Konstruktion Uberzeugen sollten. Durch Gegenbeispiele kann man

sich Uberzeugen, daf dies nicht fur alle Ecktransversalen eines Dreiecks gilt, z.B. nicht fur die

Hoéhen eines beliebigen Dreiecks.

~—

"’&

Die Aufgabe 8a) wird analog gel6st wie die Aufgabe 6a). -
Um Aufgabe 8b) zu lésen, berechnet man EC =3+b-¢ und MN = 1@+ B -3, woraus

dann MN =1EC folgt. Damit ist gezeigt, da E, C, M, N in einer Ebene liegen und daR MN

die zu EC gehérende Mittellinie im Dreieck ECG ist, was man auch direkt der gegebenen
Figur entnehmen kann
Ferner gilt AG=2+b+T und AP = —(é" +b +3) woraus die Lésung von Aufgabe 8c) folgt.

Nun sollte man mit den Schulern das Transformationsprinzip wiederholen, das durch den Im-
puls "Ubersetze die Aufgabe in die Sprache einer gunstig gewahlten mathematischen Theorie"
charakterisiert wird.

Eingeflhrt wurde dieses Prinzip in der Zahlentheorie, wo Aufgaben aus der Teilbarkeitslehre in
die Sprache der Gleichungen oder die Sprache der Kongruenzen Ubersetzt wurden. Dann
wurde das graphische Lésen von Gleichungen, Ungleichungen oder Gleichungssystemen als
ein Ubersetzen der Aufgabe in die Sprache der Funktionen und ihrer Graphen aufgefafit, und
auch die algebraische Methode zum Lésen von Konstruktionsaufgaben wurde unter diesem
Aspekt gesehen.

Es wird hervorgehoben, dall wir nun geometrische Aufgaben auch mit Hilfsmitteln der Vektor-
rechnung l6sen kénnen, und es wird mit den Schulern folgendes "Wérterbuch" fur das Uber-
setzen in die Sprache der Vektorrechnung erarbeitet:

Geometrie Vektorrechnung
P Q
ABQP ist ein Parallelogramm Z‘j AB=PQ , (A=P)
AB|PQ und AP[BQ |A B
P Q
ABQP ist ein Trapez_ g AB=kPQd ,(AzP, k>0 )
AB|IPQ (und AB=kPaQ) |A B

P liegt auf g ; P teilt AB /'/5’3 AP =kAB ; (k=0)
ABPeg und AP AB=Kk: 1 A P (0 <k <1 bei mnererTelIungl

Bei dieser Gelegenheit kann man auch die Begriffe "Teilverhaltnis", "innere Teilung", "&uRere
Teilung" wiederholen und mit den Féllen k>1 |, -1 <k<0 und k < -1 in Beziehung bringen
lassen.

Beim Lésen der Aufgabe 9) wird das Transformationsprinzip bewul3t eingesetzt.
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Bei Aufgabe 9a) wird man zunéachst eine Planfigur zeichnen, 2
gunstige Bezeichungen einfihren und dann die Voraussetzungen
und die Behauptung des zu beweisenden Satzes herausschreiben: M

V,: ABCD ist ein Viereck mit ACNBD = {M};
V,, AM=MC;
Vo BM=MD;
Beh.: ABCD ist ein Parallelogramm. D c

Um die Voraussetzungen und die Behauptung in die Sprache der
Vektorrechnung Ubersetzen zu kénnen, fuhrt man geeignete Pfeile
(als Reprasentanten von Vektoren) ein. Hierfur gibt es verschie-
dene Mdglichkeiten. Eine besonders einfache Mdglichkeit ist in un-
serer Planfigur und in folgendem L&sungsgraphen festgehalten:

AB'=DC »r

Stets gilt AM + MB = AB 4
Stets gilt DM + MC = DC

Aufgabe 9b)

V,. ABCD ist ein Trapez mit AB||CD ; D C
V,: M ist der Mittelpunkt von AD ;
V, N ist der Mittelpunkt von BC ;

Beh.: MN|| AB und MN =1 (AB + CD) . M =y N
Nach Einfuhrung gunstiger Pfeile lautet die transformierte Behaup- / \
B

tung: MN = kAB und MN = 1(AB + DC). Die Voraussetzungen A
lauten dann 55= qA—§ MA = - MD ; NB=-NC.

Es gilt MN = MA + AB + BN und MN = MD + DT + CN , folglich
2MN = (MA + MD) + AB+ DC + (BN + CN) =3+ AB + DC + T (seitenweise Addition und
Verwendung von V,, V; ) sowie 2:-MN = AB+ DC = (1+q)-A_§= 2k-AB , woraus dann sofort die
transformierte Behauptung folgt.

Wenn die Schuler die Aufgabe 5c) gelést haben, dann sollen sie erkennen, dal unser Satz ein
Spezialfall des dort abgeleiteten Satzes Uber Mittellinien eines beliebigen Vierecks ist.

Aufgabe 9c):

V,: ABCD ist ein Trapez mit AB||CD und AD~BC = {S};
V,. M ist der Mittelpunkt von AB :
V; N ist der Mittelpunkt von CD ;

Beh.:. M\NS € g

Durch Transformation der Behauptung erhélt man das hinrei-
chende Teilziel SN =k SM.

Aus den Voraussetzungen folgt S€=kSB und 3D = k-§K, also
(1) S&+3SD =k (5K +SB) .
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Nach dem Satz Uber die Seitenhalbierende SN im Dreieck DCS (in vektorieller Form) gilt
SN = %-(S_(f+ SD) . Wegen (1) folgt hieraus (2) SN = %-k-(S_AT+ 5B) .

Analog folgt SM = %—(ﬁ + BB) . Wegen (2) gilt daher SN = k-5M ,
und wir haben das hinreichende Teilziel erreicht.

Aufgabe 10a):

Sei M ein beliebiger Punkt im Inneren eines Dreiecks ABC. /
Rann gitt . N - < 2

X=MA + MB- 2-MC = (MA - MC) + (MB -MC)=CA+CB=CTX . | A\ , - B
Folglich ist x= cX unabhéangig von der Lage von M. \
Ferner erkennt man, dall AXBC stets ein Parallelogramm ist und N/ s
dal diese Beziehung fur beliebige Punkte M (auch aufRerhalb
des Dreiecks oder auf seinem Rand) gilt, d.h. dal man den
bewiesesen Satz verallgemeinern kann.

Bei Aufgabe 10b) dlrfte es schwer fallen, den gesuchten Punkt P
zu erraten. Man wird daher versuchen, die gegebene Gleichung
(in der P dreimal vorkommt) so zu vereinfachen, da® P nur ein- P
mal vorkommt, und zwar als Pfeilpunkt eines Vektors mit A, B .
oder C als Schaftpunkt. Dabei wird man den in Aufgabe 10a) an- L7
gewendeten "Trick'" benutzen. e
Aus PA + PB - 3-PC = AB folgt c.’
(PX-PC) + (PB - PC) - PC = AB,
hieraus folgt CA+CB+CP=AB,
also CP=AB-CB-CA=(AB+BC) + Al = 2:AC. A 3B
Folglich erhalt man den gesuchten Punkt P_durch zweimaliges
Abtragen von AC auf der Veriangerung von AC Uber C hinaus .

Aufgabe 11)

Im gegebenen Sechseck ABCDEF gelte BC=P . ch=¢
und AD~FC ={S}.

Dann lautet die Behauptung in vektorieller Form: BE = k-G . Z
Um dieses hinreichende Teilziel zu erreichen, wird versucht,
BE durch andere Vektoren gunstig darzustellen, z.B. in der E S
Form (*) BE=BC +CD + DE.

Laut Voraussetzung sind  DEFS und ABCS Parallelo-
gramme, also gilt DE=S8F und SA=-1. Wegen FA||CD
gilt AF =q-C. Wegen SF = SA + AF gilt daher e v
DE=SA+AF=-b+q¢. LautVoraussetzung gilt BC=b| A B
und CD =¢ . Durch Einsetzen in (*) erhalt man dann
BE=D+¢C-b+q<,also BE = (1+q)-¢ = k-C und hat damit das hinreichende Teilziel erreicht.

Bei Aufgabe 12) wird man ebenfalls zunachst die Behauptung in vektorieller Form notieren
und dann versuchen, dieses hinreichende Teilziel durch geschicktes Umformen der gegebenen
Bedingung zu erreichen.

Aufgabe 12a): ('ig:: 3-0K - 2-0B nach Voraussetzung:

folglich
folglich
folglich

OC -OA=2-(OX-0B);
AC=2BA=-2A8;

AB,Ceg und AB=BC =1: 3 (vgl. Skizze).

C A

B
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Aufgabe 12b): OC = %6/*7 + %55 (nach Voraussetzung)

folglich 508 =30A+208B ;
oo A NG L ~ e
e
CB=-iCK;

folglich AB,Ceg und AB:BC =1:3 (vgl. Skizze).

Die (in diesem Komplex letzte) Aufgabe 13) bereitet vor allem
deshalb Schwierigkeiten, weil die Schuler in der Regel versuchen
werden, eine Lésung mit vektoriellen Hilfsmitteln zu finden (was
zwar méglich, aber unnétig kompliziert ist). Man sollte hier lei-
stungsstarke Schuler erst einmal "auflaufen" lassen, bevor man ih-
nen die Frage stellt, welche Hilfsmittel (n@mlich Strahlenséatze bzw.
Ahnlichkeit) hier angemessener sind.

V;: é__C_ =BC;

V,: CH ist Héhe im Dreieck ABC ;

V,; PeBC mit BP =1BC;

V., AP~CH = {S} S o
Ges.: Verhéaltnisse AS: SP und HS: SC.

Sei P' bzw. P" der LotfuRpunkt von P auf AB bzw. CH und | A

gelte AB=c und CH=h.

Wegen V, und V; gilt dann BP': BH =BP : BC =1 : 3, woraus wegen V, dann A
5

PB=21c und AP'=2c ,also AH: AP'=3:

Ferner gilt SH:SP"=SA:SP=3:2. also SH=PH=3}2h=1h, woraus dann das ge-
suchte Verhaltnis HS: SC = 1: 5 berechenbar ist.

Will man vektorielle Hilfsmittel einsetzen, dann fUhrt Rickwértsarbeiten zu folgendem L6-
sungsplan: — -
Man fuhrt (mit Blick auf die Voraussetzungen) AB = T, RE = Fw’, K§= pAP , ﬁg =qgh ein
und versucht, p und g zu berechnen, weil man hieraus die gesuchten Verhéltnisse unmittel-
bar berechnen kénnte. Wirde man AS und AP kennen, dann kénnte man p berechnen. A
lieRe sich aus AB =2 und BP berechnen T USW. .

Solche Uberlegungen kénnen zu folgender Lésung fuhren:

Nach Voraussetzung gilt BP =1BC und BC=HC-AB=RK-1T, also BF =1R-1T
Folglichgit ~AP=AB+BP=c+ IH-l2= LR+ 32
Folglich git ~ AS=p AP =2F+2&

sowie AS=AH+HS = 1E+ gR (weil = 2.8 laut Voraussetzung).
FolglichmuR 2R +%22Z = 12+ gh gelten,
woraus @-qh = ¢-BT folgt

Da h und ¢ aber verschiedene Richtung haben, kann diese Gleichung nur gelten,
wenn B-g=0und 3-2=0 gilt.



64

Hieraus folgt dann p =§ sowie g=£= % und wir haben unser hinreichendes Teilziel erreicht.

Mit leistungsstarken Schulern sollte man beide Ldésungswege erarbeiten und abschlieRend
vergleichen lassen.

Mit Aufgabe 14) beginnt ein neuer Abschnitt. Die Schuler sollen den Merkstoff zu "Punkte und
Vektoren im Koordinatensystem' durcharbeiten und die dort vorhandenen Leerstellen ausfillen
(\/x2 +y?; tang ; |p|coso ; |p|'sing ) . Neben den Pfeilen lernen die Schuler zwei weitere
Darstellungsformen fur Vektoren kennen, die der Darstellung des Punktes P des Ortspfeils
OF in kartesischen bzw. in Polarkoordinaten entsprechen.

Das in Aufgabe 15) geforderte Zeichnen der Ortspfeile zu den gegebenen Vektoren dient der

Aneignung der neuen Begriffe. Dabei mussen die Schuler auch erkennen, dal /2 die Diago-
nalenlange eines Quadrats mit der Seitenlange 1 ist.

Nun sollte man zunéchst die Aufgaben 20) und 21) I6sen lassen, die ebenfalls der Aneignung
der neuen Begriffe dienen. Hier wird die Umrechnung der beiden eingefuhrten Darstellungs-
formen fur Vektoren verlangt. Man Uberzeuge sich, ob die Schuler mit den im Unterricht be-
handelten Begriffen sinp, cose , tane vertraut sind und ob sie hinreichende Fertigkeiten im
diesbezuglichen Rechnen mit dem ETR besitzen.

Die Tabellen sollte man spaltenweise fullen lassen und vereinbaren, mit welcher Genauigkeit
die berechneten Werte anzugeben sind. Desgleichen ist zu vereinbaren, ob 0° < ¢ < 360°
oder -180° < ¢ < 180° gelten soll. Eine "Probe" durch Betrachten des zugehdrigen Ortspfeils
im Koordinatensystem sollte stets durchgefihrt werden. Bei leistungsschwacheren Schilern
wird man das Lésen dieser Aufgaben auf mehrere Zirkel verteilen, um den Ubunggseffekt zu
erhéhen.

Wenn man bei Aufgabe 20) die Spalte "Quadrant” gefullt hat, dann wird man nach dem Ein-

trag von Il, 1l oder IV in der Spalte "¢ " sofort festhalten, wie der gesuchte Winkel aus dem
"zugehdrigen Winkel im |.Quadranten" berechnet wird.
Beispiel: Der Ortspfeil zu P= (-3; -4) liegt im Ill. Quadranten, also gilt ¢ = 180° + ...... , wobei

die Leerstelle mit derjenigen WinkelgréRe zu flllen ist, die zu |tang| = gz 1,3333 im

I.Quadranten gehort, also mit der WinkelgroRe 53,1°, was dann zu ¢ = 233° (Angabe auf
drei geltende Ziffern genau) und damit zu b= [ 5; 233°] fahrt. Das damit &quivalente Resultat
b=[5;-127° ] ist fur eine "geometrische Probe" u.U. besser geeignet und sollte daher auch
mit angegebenen werden. Die weiteren Lésungen findet man im Abschnitt 4. .

Bei Aufgabe 21) lasse man in die Spalten fur "cose" und "sing" zunachst nur die Vorzeichen
der betreffenden Werte eintragen, die mit den Vorzeichen der zugehérigen x, y Ubereinstim-
men mussen. Ferner sollten die Schuler herausfinden, fur welche der gegebenen Winkelgré-
Ren die zugehdrigen Funktionswerte genau angegeben werden kénnen und wie diese Werte

lauten. So gilt z.B. y = 5:sin(-120°) = -5-sin60° = - 5-;- 3~ -4,33 . Die Schuler sollen sich
Uberzeugen, dal} die mit dem ETR berechneten Werte von 5-sin(-120°) und - 5%\/5 tatsach-

lich Ubereinstimmen (bzw. in analogen Fallen wegen Rundungsfehlern allenfalls in der letzten
Stelle voneinander abweichen kénnen). Mit derartigen Uberlegungen, die fur das Lésen dieser
Aufgabe nicht unbedingt erforderlich sind, soll eine Wiederholung und Festigung des Unter-
richtsstoffs erreicht werden.

Die Lésungen zu dieser Aufgabe findet man im Abschnitt 4. .

Beim Losen der Aufgabe 716) sollen die Schuler die Rechenregel fur das Addieren und das
Subtrahieren von Vektoren in kartesischer Darstellung entdecken.
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Man erhait D(1;5) und P(3;1) sowie 1Pl = V/10..
Far OA=7 und OB =D wird OD = F+1 sowie
AB=0P=b-7.
Dies fuhrt zur Vermutung

(ay;8,) £ (by;by) = (ay2by; astby) .
Leistungsstarke Schuiler kann man auf das Beweisprinzip
[Aufspaltung in Basisvektoren -(a;;a,) = (a;;0) + (0;a,) nebst
Herleitung der Regel (a;0) + (b;0) = (a+b;0) ] hinweisen.

Die Aufgabe 17) dient der Aneignung und Anwendung der
entdeckten Regeln. Hier wird man zuséatzlich herausarbeiten,
daR

k-(ay;a,) = (kay; kay)
gilt. Die zugehérigen Lésungen findet man in Abschnitt 4. .

In Aufgabe 18) werden diese Regeln nicht mehr auf konkrete,
sondern auf beliebige (parameterhaltige) Vektoren angewen-
det.
Es gilt A =0M=1[OA+ 0B 1=1[(a;a,) + (by;b,) 1 =
= 1(a,*b,; a,+b,) , also
a,*b, a,+b,

= (3575
Ferner gnt ATa'- | 6§ OK|=| (b,by) - (a513,) | =
=|(by-a,;b,-a,) |, also
AB = \/(b1 - )+ (by - @y)?
Wie bereits frGher gezeigt gilt
W= 2(@+D) .

In Aufgabe 19) soll das Umrechnen der beiden Darstellungsformen ineinander gelbt werden,
wobei es jedoch auch darum geht, méglichst geschickt vorzugehen. Man wird sich Uberlegen,
in welcher Reihenfolge man die Teilaufgaben |6sen will und welche der beiden Darstellungs-
formen leichter zu ermitteln ist.

Es ist gunstig, zun&chst die Vektoren (_)'K inder Form [ |al; ¢ ] darzustellen. Dann wird man

OA =[1,60°]= (2, >\ 3) berechnen. Unter Ausnutzung der vorhandenen Symmetrie 1403t sich
nun sofort die Form (x; y) der restlichen Vektoren oA angeben

Anschlielend wird man die Beziehungen /-TK _k3 . A, Ay = -2 OA und A1A6 6&
benutzen, um die zugehdrigen Leerstellen zu fullen.

Ferner gilt PTK =0A,-OK, = (-1-1,143-0) =(-2,143) . Aus Symmetriegriinden folgt
hieraus AAs = (-2;-14/3) . Analog ermittelt man A, = OR, - OA, = (0;-/3) .

Um m in der Form [ |al; ¢ ] darzustellen, kann man die in Aufgabe 20) getbte Umformung

durchfuhren und auf diese Weise A]K; =1 \/5; 150° ] erhalten. Zum selben Resultat gelangt
man auch durch geometrische Uberlegungen. ATA‘Q ist doppelt so lang wie die Héhe im

gleichseitigen Dreieck mit der Seitenlange 1 , folglich gilt | a | = \/3 . Weiterhin ist leicht er-
kennbar, daR < A;A,0 =30° gilt, woraus man dann ¢ = 180° - 30° = 150° erhalt.

Hieraus folgt dann AA; = [/3; 210° ]
Auf diese Weise kann man mit minimalem Rechenaufwand die Aufgabe I6sen.
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322. Komplexe Zahlen

In diesem Abschnitt sollen vor allem zwei Ziele verfolgt werden:

Erlauterung des Prinzips des deduktiven Aufbaus mit einem Ausblick auf das Prinzip des
axiomatischen Aufbaus; Schaffen eines gunstigen Zugangs fur den deduktiven Aufbau der Tri-
gonometrie, wobei bewuf3t auf den Abschnitt "Rechnen mit Vektoren" zurlckgegriffen und der
anschaulich-geometrische Aspekt hervorgehoben wird.

Aus diesem Grund werden gleich zu Beginn sowohl die Darstellung einer komplexen Zahl z
durch "kartesischen Koordinaten" (xy) als auch die Darstellung durch "Polarkoordinaten"
[|lzl; ¢] sowie die Begriffe "Realteil", "Imaginarteil", "Betrag" und "Argument" eingefuhrt, und es
wird die Beziehung zu Vektoren, die durch Ortspfeile dargestellt sind, hervorgehoben.

Dann wird die Addition fur die Form (x;y) , die Multiplikation fur die Form [|z|; ¢] definiert, was
eine Deutung als Addition bzw. Drehstreckung von Ortspfeilen gestattet. FUr die Multiplikation
in der Form (x;y) wird dann ein entsprechender Satz abgeleitet. Bei einem Ruckblick auf den
gewahlten deduktiven Aufbau werden die Schuler darauf hingewiesen, dafl man auch die Mul-
tiplikation fur die Form (xy) definieren kann, wobei man dann den unserer Definition fur die
Form [|z]; o] entsprechenden Satz ableiten mul3.

Minimalvariante:

1) Motivierung fur das Einfuhren komplexer Zahlen; Hinweise auf die Geschichte der
Mathematik und die Rolle von GAUSS; Wiederholen des Aufbaus der Zahlbereiche.

2) Etappenweises Erarbeiten des Merkstoffs unter Anleitung; Aneignung der Begriffe
beim Lésen von Aufgabe 4a); Wiederholen der Eigenschaften von Addition und
Muiltiplikation.

3) Etappenweises Erarbeiten des Merkstoffs unter Anleitung; Beweis der Satze S(1),

S(3) bis S(6); Aneignen der Satze S(2), S(6a), S(7), S(8) und S(9) anhand von
Beispielen; Erlauterung des Prinzips des deduktiven Aufbaus.

4)5)6) Aneignen der Satze beim Losen dieser Aufgaben.

7) Anwenden beim Ldsen linearer Gleichungen; Vergleich mit dem Lésen solcher
Gleichungen im Reellen.

8),9) Wiederholen der Begriffe "Funktion", "Funktionsgleichung”, "Funktionswert" ;
lineare Funktion und deren geometrische Deutung im Komplexen.

15) Deuten von |a - b| als Abstand der zugehérigen Punkte in der Zahlenebene;
Anwenden dieser geometrischen Deutung bei Lésen von gewissen Betragsglei-
chungen oder -ungleichungen.

16),17d,e,f,g) Aneignen des Fundamentalsatzes der Algebra; Lésen von Kreisteilungsglei-
chungen; Beziehungen zum Konstruieren von regularen n-Ecken.

19),20a,b) Das Rechnen mit komplexen Zahlen als Hilfsmittel beim Lésen geometrischer
Aufgaben (Transformationsprinzip).

Maximalvarniante:

2),3) Selbstandiges Erarbeiten des Merkstoffs; Uberprifen der Aneignung anhand der
Aufgaben 4) bis 7).

8),9) Begriff der linearen komplexen Funktion; geometrische Deutung; Hinweis auf den
Begriff "konforme Abbildung".

10),11).12) Eigenschaften der durch w = f(z) =% dargestellten Funktion; Beziehungen zur

Spiegelung am Einheitskreis; Ausblick auf Funktionentheorie im Komplexen.
13),14(,15) Selbsténdiges Lésen der Aufgaben.
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16),17),18) Fundamentalsatz der Algebra; Ableiten der Formel von MOIVRE und deren Anwen-
dung beim Ldsen von Gleichungen.

20) Selbstandiges Lésen planimetrischer Aufgaben durch "Ubersetzen in die Sprache
der komplexen Zahlen" (Transformationsprinzip).

Die Aufgabe 1a) fuhrt zum Gleichungsystem " xy =40 und x +y = 14", dessen ganzzahlige
Lésungen (x;y) = (4, 10) oder (xy) =(10; 4) sich leicht erraten lassen. Man kann auch zei-
gen, dal dieses Gleichungssystem durch Eliminieren von y zur quadratischen Gleichung x2 -
14x + 40 = O fihrt und dabei wiederholen, dall diese Gleichung ganzzahlige L&sungen
besitzen muR3, weil ihre Diskriminante D = 196 - 160 = 36 eine Quadratzahl ist, und dall man
die Lésungen einer derartigen Gleichung bei Verwendung des Vietaschen Wurzelsatzes stets
ermitteln kann, ohne die Lésungsformel fir quadratische Gleichungen anzuwenden.

Bei der Aufgabe 1b) gelangt man auf diese Weise .zur quadratischen Gleichung ‘
x2-12x+10=0, diewegen D =144 -160 = - 16 keine reellen Lésungen besitzen kann.

Die formale Anwendung der Lésungsformel fihrt zu x, =6 + 2\/:7 oder x, =6 - 241, und
man erkennt, dal auch hier x, + X, =12 und X;'X, = 40 gilt, wenn man mit dem undefinierten

Term \/3 ebenso rechnet, wie man es mit reellen Zahlen gewdéhnt ist, und wenn man dabei
W-1)2=i2=-1 setzt.

Der AG-Leiter wird hier den Schilern mitteilen, daf} dies bereits VIETA erkannt hat und dal3 vor
allem EULER auf diese Weise zu sehr bedeutsamen Entdeckungen in der Analysis gelangte,
daR aber erst GAUSS eine exakte Theorie der komplexen Zahlen entwickelte.

An dieser Stelle sollte man eine Wiederholung und Erganzung des Aufbaus der Zahlbereiche
einfagen. Es wird untersucht, welche Umkehroperationen in welchen Zahlbereichen unbe-
schrankt ausfihrbar sind. Das Resultat 18Rt sich in folgender Tabelle festhalten, wobei die
Zeile fur die Menge C der komplexen Zahlen erst nachtraglich gefullt wird.

a-b|a:b(b20)| \a (a>0) | lga (@a>0) | 15 pen | 10%2 (@70)
N | nein nein nein nein nein nein
Z ja nein nein nein nein nein
Q* | nein ja nein nein nein nein
Q ja ja nein nein nein nein
R ja ja ja ja nein nein
C ja ja ja ja ja ja

Die Schuler sollten wissen, da3 die Frage nach der Umkehrbarkeit von Rechenoperationen in
einer Menge mit der Frage nach der eindeutigen Lésbarkeit gewisser Gleichungen (némlich
von a+x=b , ax=b, x» =a , ax=b) in dieser Menge aquivalent ist.

Ferner ist hervorzuheben, da® man bei jeder Zahlbereichserweiterung angeben mul3, weiche
Zahlen des neuen Bereichs mit den Zahlen des Ausgangsbereichs identifiziert werden (Prinzip
der isomorphen Einbettung). Die aus dem Ausgangsbereich bekannten Operationen und Rela-
tionen mussen in dem neuen Bereich erneut definiert werden, und das hat so zu geschehen,
daR die neu definierten Operationen oder Relationen dieselben Eigenschaften besitzen wie die
aus dem Ausgangsbereich her bekannten Operationen oder Relationen.

GroRer Wert sollte auf die geometrische Veranschaulichung von Zahlen durch Punkte gelegt
werden, wobei die schrittweise Erweiterung von den natirlichen bis zu den reellen Zahlen als
ein schrittweises Ausfillen der Zahlengeraden durch Punkte veranschaulicht wird. Dem Uber-
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gang von den reellen Zahlen zu den komplexen Zahlen entspricht dann der Ubergang von ei-
ner Zahlengeraden zur GauRschen Zahlenebene.

Bei Aufgabe 2) wird aus der Definition D(1) zuné&chst die Gultigkeit von tanp =1,

X =|z|.cose und y = |z|'sing gefolgert.

Nach dem Erarbeiten der Definitionen D(1) bis D(8) sollte man sofort die Aufgabe 4a) sowie
die 1.Zeile der Aufgabe 4b) |6sen lassen, was der Aneignung dieser Begriffe dient.

Dann ist nachzuweisen, dal die so definierte Addition und Multiplikation komplexer Zahlen die
angegebenen Eigenschaften besitzt und daR bei dem durch D(2) festgelegten Ubergang zu
den reellen Zahlen die so definierten Rechenoperationen mit der Addition bzw. Multiplikation
reeller Zahlen Ubereinstimmen. Aus Zeitgrinden kann dies nur anhand von ein bis zwei repra-
sentativen Beispielen erfolgen.

AbschlieRend wird in D(9) i=(0; 1) =[1; 90°] definiert.

Als Beispiel wahlen wir hier den Nachweis der eindeutigen Loésbarkeit der Gleichung a + x=b.

a+x=b opyy (a5:8,) * (xy) = (by;b) Spa) (a;*+x; ayty) = (by;b,)
Spe atx=by und a+y =b, < x=b;-a, und y=b,-a,
(Eigenschaft reeller Zahlen)
<pe (XY)=(by-a by-ay) “p(a) (xy) = (by;by) + (-a4; -ay)
Spe  (XY) = (by:by) - (84:8)) Spy) z=b-a

Auch die anderen Nachweise folgen demselben Prinzip: Man formt unter Verwendung der ge-
gebenen Definitionen so lange &quivalent um, bis man das zugehérige Gesetz fur reelle Zahlen
anwenden kann ; der Einsatz der verwendeten Definitionen in umgekehrter Reihenfolge fuhrt
dann in der Regel zur Behauptung und damit zum Ziel.

Um die eindeutige Lésbartkeit der Gleichung a'z=b fur a = (0,0) nachzuweisen, setze man
folgende Beweismittel in folgender Reihenfolge ein: D(1), D(5), D(3b), eindeutige Lésbarkeit
der Gleichungen u'x=v und u+ x=v fur reelle Zahlen, D(3b), D(5), D(7), D(1) .

Vor dem in Aufgabe 3) geforderten Beweis der Satze S(1) bis S(6) sollten die Schuler
zunéchst die Satze S(1) bis S(6a) verstehen und beim Lésen der Aufgaben 4) und 5) anwen-
den. So gilt z.B.

(@+b)(c+d)=[(1,1) + (-:Z1)][(4-3)+(0;5)] = (-1:2)(42) = (-1 +2i)(4+2i) =-4-4+i(8-2)
= -8 + 6i . Hierbei wurden D(4), S(4), und S(1) verwendet.

Bei Aufgabe 5) kénnen sich die Schuler Uberzeugen, dall die binomischen Formeln naturlich
auch fur komplexe Zahlen gelten.

Die Lésungen der Aufgaben 4) und 5) findet man in Abschnitt 4.

Beim Beweis der angegebenen Séatze sollen die Schuler stets explizit angeben, welche Defini-
tionen bzw. bereits abgeleiteten Satze verwendet werden. _

Um S(1) abzuleiten, muR® man von der in D(9) gegebenen Form i = [1; 90°] ausgehen, durch
Anwendung von D(5) zu i = [1; 90°][1; 90°] = [1; 180°] gelangen, woraus wegen der Folge-
rungen aus D(1) dann 2 = (-1; 0) folgt. Wegen D(2) gilt daher 2 = -1 , womit der Satz S(1)
abgeleitet ist.

Wenn es eine Relation "<" geben wirde, mit deren Hilfe sich die Menge der komplexen Zah-
len ordnen lielRe, dann mulite entweder O <i ("iist positiv' ) oder i <0 ( "iist negativ") gel-
ten, und es mufRten die fir das Umformen von Ungleichungen verwendeten Regeln gelten.

Aus 0 <i wurde 0O <iifolgen; wegen D(2), D(5) und S(1) gilt 0i=0 und #=-1, also
wilrde 0 < -1 und damit ein Widerspruch folgen.

Aus i <0 wurde (nach der Regel fur das seitenweise Multiplizieren mit einer negativen Zahl)
i-i>0i, also -1>0 und damit ebenfalls ein Widerspruch folgen.
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Folglich ist unsere Gegenannahme falsch, und damit ist S(2) bewiesen.

Fur y >0 gilt wegen D(9) und D(2): iy =[1; 90°][ly|; O°].

Nach D(5) folgt hieraus iy =[|y|; 90°], wegen D(1) gilt daher iy =(0;y) .
Fur y <0 folgt analog iy =[1; 90°]-[lyl; 180°] = [lyl; 270°] = (O;y) .

Damit ist S(3) bewiesen.

Wegen D(2) und S(3) gilt x +iy=(x0) +i(0;y), wegen D(4) also x + iy =(x;y), woraus
wegen D(1)dann z=x+iy (die Summendarstellung von z) und somit S(4) folgt.

Aus D(1) folgt x =|z|].cose und y = |z|'sing . Wegen S(4) erhélt man hieraus durch Einset-
zen und Umformen z =x + iy = |z|.cosp + i-|z]-sing = |z|-(cose + i'sing) die in S(5) festgehal-
tene trigonometrische Darstellung einer komplexen Zahl z .

Besonders wichtig ist die Ableitung der Regel S(6) fur das Multiplizieren komplexer Zahlen in
kartesischer Darstellung.

Wegen D(1) gilt z;z, = (X3y4)(XaY,) . wegen S(4) also z,:z, = (X, +iy;)(X; +ivy,) . Nach
dem Distributivgesetz folgt hieraus z,z, = x;X, + i2y,y, + i(X;y, + X¥,). Wegen S(1) und D(1)
folgt hieraus z,'z, = (X;X; - Y4Yo X1¥o + Xo¥4) , W.Zb.w. .

Den bis hierher durchgefuhrten deduktiven Aufbau kann man durch folgenden Graphen fest-
halten:

| Distributivgesetz | D(19)I Dg5) | D£2) | D) 1 D2 | ) | D) |

S

° J °

5ol

Der Satz S(6a) laRt sich aus D(1), D(8), S(6), D(2) und D(1) ableiten.
Die Beweise der restlichen Satze S(7), S(8) und S(9) kann man im Zusammenhang mit den
Aufgaben 16) und 17) fihren lassen.

Bei Aufgabe 6) sollten die Schuler selbst entdecken, wie man durch eine geschickte Umfor-
mung (né@mlich durch Erweitern) im Nenner eines Bruchs eine reelle Zahl erzeugen kann. Da-

bei wird man die Analogie zum Rationalmachen eines Nenners hervorheben. So gilt z.B.:

1 1 1-i 1-i _1 1i

a 1+ _d+pd-n_ 2 ~2°2
Beim Ldsen von linearen Gleichungen in Aufgabe 7) wird im allgemeinen auch das in Auf-
gabe 6) entdeckte Verfahren angewendet:
Aufgabe 7c).  Durch &quivalentes Umformen erhélt man:
a(z+b)=(c+d)z ;
az+ab=(c+d)z;
(c+d-a)z=ab ;
ab _ (+)2+) _ B-i
c+d-a 3+ 3+i

Z=
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Vor der Behandung der Aufgaben 8) und 9) wird man den Unterschied zwischen einer Funkti-
onsgleichung w = f(z) (als Aussageform), der zugehorigen Funktion f (als Erfallungsmenge)
und dem zugehdrigen "Funktionswert" (als Term) wiederholen.

Durch Ruckgriff auf D(5), wo die Multiplikation komplexer Zahlen in der Form [ |z]; ¢ ] definiert
wird, w_iid’nochmals hervorgehoben: Gilt a = OP und z= [Iz]; ] sowie az= oF , dann ent-
steht OP' aus OP durch eine Drehung um O mit dem Drehwinkel ¢ nebst anschlielender
Streckung im Verhaltnis 1: |z| .

Setztman O=(0,0), P=(1,0) , Q=(2;1) undwahlt a=(1,1) =
[\/5; 45°] , dann gilt bei der Abbildung w = a'z fur die Bildpunkte
0=0=(00), P=(1;1), Q' =(1,3).

Nun wird man den Schulern mitteilen, da man beweisen kann,
daR diese Abbildung geradentreu und orientierungserhaltend ist,
woraus dann folgt, da® bei dieser Abbildung die Dreiecksflache
OPQ in die Dreiecksflache OP'Q' Ubergeht und daR OP'Q’
durch eine Drehstreckung aus OPQ entsteht.

Oft werden Original und Bild bei einer Abbildung durch eine kom-
plexe Funktion in derselben Zahlenebene dargestellt (vgl. neben-
stehende Figur). Manchmal ist es vorteilhafter, zwei Zahlenebenen
zu verwenden: Eine z-Ebene, in der die Originale festgehalten werden, und eine w-Ebene, wo
die zugehdrigen Bilder bei der Abbildung w = f(z) festgehalten werden.

Die durch y = f(x) = ax dargestellte reelle Funktion liefert eine umkehrbar eindeutige Abbildung
der Zahlengeraden "x-Achse" auf die Zahlengerade "y-Achse".

Die durch w =f(z) = a-z festgehaltene komplexe Funktion f liefert eine umkehrbar eindeutige
Abbildung der z-Ebene auf die w-Ebene, die anschaulich als Drehstreckung gedeutet werden
kann (w&hrend eine derartige Deutung fur reelle Funktionen nicht moglich ist).

B )

Die Aufgaben 11) und 12)
gestatten es, etwas ausfuhrli-
cher auf komplexe Funktionen
und die durch sie vermittelten
Abbildungen einzugehen.

Nach dem Ausfullen der Funk-
tionswerttabelle (vgl. Abschnitt
4) lasse man die Punkte
P(1;0), Q(2;,0), R(1;1) und
deren Bilder P'(1,0), Q'(30),

R -3 bei der Abbildung

w =f(z) =1 in die Zahlene-

bene einzeichnen.

Der "Hinweis" in Aufgabe 11)
sowie die Aufgabe 12) er-
leichtern das Lésen von Auf-
gabe 11) betrachtlich.

Die Schuler sollen vermuten, dafd die durch w = % vermittelte Abbildung durch Nacheinander-

ausflihrung der Spiegelung am Einheitskreis und der Spiegelung an der reellen Achse erhalten
werden kann. Wie die Schuler in der AG Klasse 9 erfahren haben, ist die Spiegelung am Kreis
nicht geradentreu, sondern nur kreistreu i.w.S. Als Bild der Dreiecksfliche PQR erhélt man
im allgemeinen das Bild der Flache eines Kreisbogendreiecks. Da die beiden verknupften
Spiegelungen beide den Orientierungssinn andern, ist unsere Abbildung orientierungserhal-
tend.

-
Srcede="
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An dieser Stelle kann man den Schulern auch die Aufgabe stellen, zu untersuchen, welche
Abbildungen durch w=f(z)=z+b , w=1f(z) =az mit |a|=1 sowie durch w=1(z) =rz mit
reellem r vermittelt werden.

Hieraus folgt, daB durch die lineare komplexe Funktion f, die durchw =f(z) =az + b darge-
stellt wird, stets eine orientierungserhaltende Ahnlichkeitsabbildung vermittelt wird, die fur den
Spezialfall |a| =1 eine orientierungserhaltende Bewegung ist. Geradenspiegelungen kénnen
durch eine derartige Funktion nicht vermittelt werden.

Bei Aufgabe 13) sollen die Schuler moglichst geschickt vorgehen.
Wegen a =[2; 25°] gilt a2=[4; 50°], wegen b=[3;210°] und d =[1§; 50°] gilt daher

& o4 2107 = [4;150°] = (23; 2)

Bei Aufgabe 14) erhalt man durch einfache Rechnungen

ZyZp= (X - iyg)(Xo - iyo) = (XgXp - YqYa) - (Y2 + Xoy4) |

ZyZy = (X +iy)(Xp +iYp) = (XXg - YiYo) +i(XY2 + XoY4) -
Folglichgilt  Z;Z, =Z;Z;, d.h:
Das konjugiert Komplexe eines Produkts ist gleich dem Produkt der konjugiert Komplexen der
Faktoren.
Die Schuler sollen untersuchen, ob ein analoger Satz auch fur Summen gilt und welche dies-
bezuglichen Séatze fur die Betrage komplexer Zahlen gelten.

Es gilt Z, vz, = Z;+Z,
und 1z 2=z ] |21 .
aber |z, +2,|<|2,|+|2,| (Dreiecksungleichung) .

Bei Aufgabe 15) ist die gesuchte geometrische Bedeutung von | z, - z, | der Abstand der zu-
gehérigen Punkte in der Zahlenebene.

Nach Ubersetzung in die Sprache der Geometrie (Transformationsprinzip) lautet die

Aufgabe 15d) : Ermittle die Menge aller Punkte der Zahlenebene, deren Abstand vom Punkt a
gleich r (mit r>0) ist. Der gesuchte geometrische Ort ist offensichtlich der Kreis um a mit
dem Radius r.

Analog erkennt man, dall bei Aufgabe 15g) derzu |z-a|=]|z-b| gehdrende geometri-
sche Ort die Mittelsenkrechte der Strecke ist, deren Endpunkte zu a bzw. b gehbren.

Bevor man sich mit Aufgabe 16) und dem Beweis der Satze S(7), S(8) und S(9) beschéftigt,
sollten die Schuler versuchen, einige Teilaufgaben der Aufgabe 17) selbstandig zu |6sen. Auf
diese Weise besteht die Moglichkeit, dal} sie den Fundamentalsatz als Vermutung selbst fin-
den und auch das Prinzip zur Herleitung der Formel von MOIVRE selbst entdecken.
Der Satz S(7) Uber das Potenzieren komplexer Zahlen folgt unmittelbar aus D(5) . Offensicht-
lich ist es zweckmaRig, auch beim Lésen der Gleichung z = a" die trigonometrische Form der
Darstellung komplexer Zahlen zu wéhlen.
Zu ermitteln ist die Lésungsmenge der Gleichung

(1) zr=|a|(cosp +isine).
Nach S(5) laRt sich jede Losung dieser Gleichung in folgender Form darstellen:

Z = |z|-(cosy +i-siny ).

Nach S(7) gilt dann (2) 2z = |z (cosny + i-sinny ).
Aus (1),(2) folgt wegen D(3b) |zlP=la] und Ny =0 +k360°.

Hieraus folgt dann lzl=\la] und -y =2 + k2
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Fur k=0.1. ..., n-1 erhalt man daher genau n verschiedene Lésungen der Gleichung (1),

namlich z =l [cos@ + kL) + isin@ + k) [fur k=0,1,..,n-1 .

Die Aufgabe 16) sollte man mit einer zusammenfassenden Wiederholung des Merkstoffs zu
"Komplexe Zahlen" verbinden. Beim Besprechen des Fundamentalsatzes der Algebra und der
Kreisteilungsgleichungen sollte abermals die Rolle von GAUSS hervorgehoben werden. Es ge-
lang ihm bereits mit 17 Jahren, das klassische Problem der Konstruktion regulérer n-Ecke zu
I6sen und speziell zu zeigen, daR das regulare 17-Eck allein mit Zirkel und Lineal konstruier-
bar ist. Dabei gilt als sicher, daR er diese Leistung mit Hilfsmitteln der Theorie der komplexen
Zahlen erreichte, Uber die er bereits zu diesem Zeitpunkt in vollem Umfang verfugte.

Beim Lésen der Aufgabe 17) sollen die Schuler das Verfahren entdecken, wie man den Gra-
phen der Lésungsmenge einer Kreisteilungsgleichung ermittelt. Zundchst bestimmt man die
"Fundamentallésung” z, der Gleichung , die zu k=0 in der Formel von MOIVRE gehort. Dann

zeichnet man den zu z, gehdérenden Punkt sowie den Kreis um (0;0) mit dem Radius |zy| , auf
dem dieser Punkt liegt. Abschlielend zeichnet man die restlichen (n-1) Punkte, die diesen

Kreis in n gleiche Teile teilen.
Es wird vereinbart, die Lésungsmenge von z" =1 mit L, zu bezeichnen und die Lésungen

“n-te Einheitswurzeln” zu nennen. Die Schuler sollen die Beziehungen L,cL,clgc ... und
L; c Lg c ... entdecken. Mit leistungsstarken Schulern solite man den in der AG Klasse 9 ein-

gefuhrten Begriff "Gruppe"” wiederholen und zeigen lassen, daR die n-ten Einheitswurzeln be-
zuglich der Multiplikation eine Gruppe bilden. Dabei sollte stets auf die graphische Deutung
Wert gelegt werden.

In Aufgabe 18) wird verlangt, gegebene Polynome in Linearfaktoren zu zerlegen.

Da z2=-1 die Lésungsmenge L ={i; -i } besitzt, gilt zZ2+ 1 =(z-i)(z +1i) . Die L6sungsmen-
gen, die bei den Aufgaben 18b), 18c) bzw. 18d) bendtigt werden, wurden in den Aufgaben
17h), 17¢) bzw. 17b) ermittelt. Bei Aufgabe 18d) muRl zundchst wie folgt umgeformt werden:
22+ (V2 -\2) = 2[Z+ N2 -3\2) 1.

Hier sollte man zusétzlich noch die "inverse" Aufgabe stellen, zu gegebenen Nullstellen das
zugehérige Polynom zu ermitteln. Dabei kann man dann auch den Fall mehrfacher Nullstellen
mit erfassen. Zu den vier Nullstellen {1; 1; i, -i } gehort das folgende Polynom vierten Grades:
z4-322+322-1=(z-1)*(z-i)(z +i). Bei der zugehdrigen reellen Gleichung

x4-3x® + 3x2 - 1 =0 kann man mit Hilfe des Vietaschen Wurzelsatzes die ganzzahlige Lésung
1 ermitteln, erkennt aber nicht sofort, daR dies eine "doppelte" Losung ist. Erst nach Abspal-
tung des zugehdrigen Linearfaktors und Umformung der Gleichung in

(x®* - x2-x+ 1)(x - 1) = 0 kann man analog erkennen, dal’ auch das auftretende Polynom dritten
Grades die Nulistelle 1 besitzt und dal® man daher den Linearfaktor (x - 1) nochmals abspal-
ten kann, was dann zur Gleichung (x* + 1)(x - 1)> = 0 fuhrt. Im Reellen ist eine weitere Fak-
torzerlegung nicht mehr méglich. Erst beim Ubergang zu komplexen Zahlen erkennt man, daR
diese Gleichung vierten Grades genau vier Lésungen besitzt.

Bei Aufgabe 19) sollen die Schuler das "Rechnen mit Pfeilen (als Reprasentanten von Vekto-
ren)" wiederholen und lernen, wie man Pfeilen in der Zahlenebene komplexe Zahlen eindeutig
zuordnen kann.

Zunachst werden in die Figur die zu den komplexen Zahlen z, und z, gehdérenden Ortspfeile
6!5-, und 6!3; eingezeichnet.

Dann wird abgeleitet, daR PP, =z,-z,, allgemein PP, =z, - z gilt.

Da P,P,PP; ein Parallelogramm ist, gilt I3'2'F= PTE =23-2 .
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Ferner gilt P P=PpP, Pyt P2 =(2,-24) +(23-2)) =-22,+ 2, + Z5.
Da im Parallelogramm der Diagonalenschnittpunkt S die Diagonalen halbiert, gilt l3_,_§= %F’T

- 1 1

Bevor man sich der Anwendungsaufgabe 20) zuwendet, sollte man nochmals das Transforma-
tionsprinzip  wiederholen und deutlichmachen, dal} man eine planimetrische Aufgabe
manchmal nicht nur in die Sprache der Vektorrechnung, sondern auch in die Sprache der
komplexen Zahlen Ubersetzen kann.

Man sollte folgende tabellarische Ubersicht mit den Schilern erarbeiten:

Planimetrie Vektorrechnung komplexe Zahlen
P Q | ABQP ist ein Parallelo-
ﬁ gramm _ RB=PQ (b-2)=(q-p)
rul AB||PQ und AB =PQ (A#P)
P R ABQP ist ein
,QB Trapez_ AB = k-PQ (b-a)=k(g-p)
A AB||PQ und AB =k-PQ (k>0) (keR)
PcAB und
/B"'; AP AB=k: 1 AP =kAB p=a+kb-a)
A ABPcg (keR)
?
Q ‘ ABLPQ und AB=PQ| = - (g-p)=i(b-a)
A

Die Aufgaben 20b) bis 20d) dienen der Anwendung des Transformationsprinzips. Zu diesem
Zweck werden in Aufgabe 20a) den flur die Lésung benétigten Pfeilen die zugehérigen kom-
plexen Zahlen zugeordnet.

Wegen /IC’- AC + (EP1 =
=(c-a)+ ?? mulB man
zunachst 66' durch die ge-
gebenen komplexen Zahlen
a, b, c ausdricken.

Da CBB,C, ein Quadrat ist,
geht der Pfenl ECT aus dem
Pfeil CB durch eine
(positive) 90°-Drehung her-
vor.

Dies halten wir durch
CC,=iCB=i(b-c)fest.
Folglich gilt
AC,=(c-a)+i(b-c).
Analog findet man
BG, = (c-b)+i(c-a) und
BC,=(c-b)+ib-c).

Da M, der Diagonalen-
schnittpunkt des Quadrats
CBB,C, ist, gilt
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Folglich mUssen wir zunéchst §E1 =BC+ 0—51 =(c-b)+i(b-c) berechnen.

Hieraus erhalt man dann AM, = (b - a) + Tl(c-b)+i(b-c)]=2[(2a+b+c) +i(b-c)]
Analog erhalt man BM, =1[(a-2b+c)+i(c-a)] und éﬁ3=l-[(a +b-2¢c)+i(a-b)].
Ferner gilt laut Voraussetzung MM, = MB + BM; = LAB + 1BC, = 1AC, . Da wir AC, bereits
berechnet haben, erhalten wir m = -;-[ (c-a)+i (b -c)].

Analog erhalt man W\Wz =1[(c-b)+i(c-a)].

SchlieBlich gilt M, M, M, = W+ 'ﬂ'—m m =;~[(c-b) -(c-a)+i(c-a-b+c)], also
MM, =1[(a-b)+i(2c-a-b)].

Um Aufgabe 20b) zu |6sen, Ubersetzen wir die Behauptungen aus der Sprache der Geometrie
in die Sprache der komplexen Zahlen.
Die Strecken AC, und BC, waren gleich lang und wirden aufeinander senkrecht stehen,

wenn BC, =i-AC, gelten wurde.
Tatsachlich gilt i-AC, =i(c-a)+*(b-c)=(c-b) +i(c-a) r_s_c_2 _
Analog Uberzeugt man sich, daf} l'm =MM, uind irM,M, = CM; gilt.

Von héherem Schwierigkeitsgrad ist die Aufgabe 20c) .
Wir legen die Figur so in die Zahlenebene, daR der Schnittpunkt O der Geraden AB, und

BA, mit dem Ursprung des Koordinatensystems zusammenfallt und dal der Punkt C auf der

imaginéren Achse liegt.
Vor.: AB,nBA, ={0}={(0,0)} ; @
(weitere Beziehungen vgl. Figur);
Beh: 0 e CH .
Durch Ruckwaértsarbeiten kann man erkennen,
daR die Pfeile AB und OC aufeinander senkrecht C
stehen muRten, wenn O auf der H6he CH liegen A1
soll. 0
Diese hinreichende Feststellung Ubersetzen wir in < —-—1%
die Sprache der komplexen Zahlen. Es mURte A H B
AB=riOC gelten, was gleichbedeutend ist mit
(*) (b-a)=ric,
wobei r eine reelle Zahl ist und a, b, ¢ die den
Punkten A, B, C zugeordneten komplexen Zahlen
sind.
Durch Vorwartsarbeiten gelangt man von der Vor-
aussetzung zu O<AB, und OeBA, , was gleichbedeutend ist mit
O_E= p-(—)'K und _O_K1= q-O_§, also mit den ableitbaren Feststellungen
(1) b+i(b-c)=paund (2) a+i(c-a)=qgb mitreellen Zahlenp, q.
Nun muUssen wir versuchen, von (1) und (2) zur hinreichenden Feststellung (*) zu gelangen. Mit
Blickrichtung auf (*) bietet sich die seitenweise Subtraktion von (1) und (2) nebst anschliefzen-
dem Aufiésen nach (b - a) an, in der Erwartung, dall dann auf der rechten Seite ein Vielfaches
von i-c steht.
Seitenweise Subtraktion der beiden Gleichungen fuhrt zu (b-a) +i-(a+ b -2c) =pa-gb . Wie
man sieht, fuhrt dies jedoch nicht gleich ans Ziel.
Eine weitere Lésungsidee besteht darin, (1),(2) als Gleichungssystem mit den Variablen a, b
aufzufassen und dleses G!elchungssystem nach a, b aufzulésen, d.h. zunachst einmal sowohl
a alsauch b dirch ¢ (oder sogar gleich durch i-c) auszudrucken und anschlieBend dann
(b - @) zu berechnen.




75

(1),(2) ist aquivalent mit (1) pa - (1+i)b=-ic | g |-(1-1)
(2) (1-iya- gb=-ic| -(1+i) |-

(1.(2) = (3) pga-1-i)(1+i)ya=(1-qg+i)ic; ( Addition von Vielfachen).
B => 4) a= ﬁl ic; (Umformung) .

(1.(2) = (5) -@{1-)(1+i)yb+pgb=(-1+p+i)ic;(Addition von Vielfachen) .
(5) = (B) b= —EPL ic; (Umformung) .

(4),(6) = (7) b-a= Ep—qﬂ_z— ic (Subtraktion; Umformung).

(7) > () b-a=ric mit reR fur pq=2 (reR, weil p,geR ).
Es ist nicht zu erwarten, daR leistungsschwachere Schuler diese Umformungen selbst finden,
und das ist bei dieser Aufgabe auch nicht entscheidend. Wesentlich ist nur, dal sie durch
Ruckwartsarbeiten und Vorwartsarbeiten verbunden mit dem Ubersetzen in die Sprache der
komplexen Zahlen zur hinreichenden Feststellung (*) und den ableitbaren Feststellungen (1),
(2) gelangen und wissen, daf® man durch geschickten Umgang mit Gleichungen von (1), (2) zu
(*) gelangen kann.

Etwas leichter aber immer noch von relativ hohem
Schwierigkeitsgrad ist die Aufgabe 20d) .

Um den ersten Teil der Behauptung abzuleiten,
empfiehlt sich das Rdckwértsarbeiten . Die Gera-
den AM, , BM, und CM; wirden durch einen
Punkt gehen, wenn sich zeigen lieRRe, dal} es sich
um Transversalen in einem Dreieck handelt, die
diese Eigenschaft besitzen. Einer genauen Zeich- 0 Q
nung ist zu entnehmen, dal diese Geraden ver- Al \\ /7 B
mutlich auf den Héhen des Dreiecks M,M,M; lie- O\ \

I

]

]
i

gen. N
Wie wir in Aufgabe 20b) gezeigt haben, gilt M3
CM;LM,M, . Analog laRt sich zeigen, daR auch ‘ -
AM,LM,M; und BM,LM,M, gilt, womit dann das
oben genannte hinreichende Teilziel erreicht und damit ein Lésungplan gefunden ist.

Der zweite Teil der Behauptung &Rt sich leicht durch Vorwan‘sarbelten erreichen, wenn man
dne Resultate der Aufgaben 20a) verwendet Es gilt

AM +B _I\7f + CM [(-2a+b+c) +i(b-c)] + 5 [(a-2b+c) +i(c-a)l +3 Ll(a+b-2c) +i-(a-b)] = (O:; O)
woraus dann AM1 + B—M + (_)M =0 folgt, w.z.b.w.
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3.23. Trigonometrie

In diesem Abschnitt geht es neben einer Wiederholung und Vertiefung des Unterrichtsstoffs vor
allem darum, ein weiteres Beispiel fur den deduktiven Aufbau mathematischer Theorien zu
behandeln.

Ausgehend von der Definition der trigonometrischen Funktionen und der Regel fur die Multipli-
kation komplexer Zahlen in trigonometrischer Darstellung werden die goniometrischen Formeln
(1) bis (12) sowie die trigonometrischen Satze (13) bis (16) abgeleitet.

Ein weiterer Schwerpunkt liegt auf der Anwendung dieser Formeln und Satze beim Ermitteln
der Ldsungsmengen von Gleichungen und Ungleichungen sowie bei Lésen planimetrischer
Beweis- und Bestimmungsaufgaben.

Minimalvariante:

5) Wiederholung der Definition der trigonometrischen Funktionen aus dem
Unterrichtsstoff, geometrische Deutung durch Strecken am Einheitskreis.

1) Etappenweise Aneignung des Merkstoffs zu "Transformation von Funktionsgraphen"

und zu "Einige Eigenschaften von Funktionen" unter Anleitung.
2a) bis d) Strecken, Stauchen und Superposition von Funktionsgraphen.

3) Graphische Methode zum Ermitteln der Anzahl der Lésungen einer goniometrischen
Gleichung sowie von genauen Werten oder von Naherungswerten fur diese
Ldsungen.

6) Aneignung des Merkstoffs zu "Einige goniometrische Formeln" unter Anleitung;

Ableitung einiger dieser Formeln; Graph des deduktiven Aufbaus.

7),10a,b) Anwendung der Additionstheoreme beim Berechnen von Funktionswerten;
Wiederholung der "genauen Funktionswerte" trigonometrischer Funktionen;
Ubungen im Umformen von Termen mit Wurzeln.

11) Ubungen zum Umformen von Termen beim Ermitteln von Beziehungen zwischen
den trigonometrischen Funktionen.

12a)bis h) Anwendung von goniometrischen Formeln beim Lésen von goniometrischen

Gleichungen.

14) Wiederholung der Methode indirekter Beweise.

19a) Wiederholung des Begriffs "periodisch"; Nachweis der Periodizitat einer gegebenen
Funktion.

20) Aneignung des Merkstoffs zu "Einige trigonometrische Satze" unter Anleitung.

21),22)  Ableitung des verallgemeinerten Sinussatzes und des Tangenssatzes.

23) Wiederholung der Séatze Uber Beruhrungsradius, Tangentenabschnitte und Zentrale
eines Tangentenpaars; Ableitung des Satzes (15b) Uber den Inkreisraius eines
Dreiecks.

25) Ableitung der Heronischen Inhaltsformel aus der Formel (15c) .

26) Anwendung der angegebenen trigonometrischen Satze auf das Berechnen von

Inhalt, Inkreisradius, Umkreisradius und Héhenlange eines durch seine
Seitenlangen gegebenen Dreiecks.

Maximalvariante:

1).2),3),4) Selbstandige Aneigung des Merkstoffs nebst Anwendung auf das graphische Lésen
von goniometrischen Gleichungen

6),7),8) Selbstandige Aneigung des Merkstoffs; Ableiten der goniometrischen Formein;
Anwendung auf das Vereinfachen von Termen.

9),10c)  Wiederholung der Berechnung der Seitenlange eines reguldren Zehnecks;
Anwendung auf das Berechnen der genauen Funktionswerte von cos36°, sin36° und
tan36° .
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12),13) Selbstandiges Lésen von goniometrischen Gleichungen, Ungleichungen und
Gleichungssystemen.

14) bis 17) Selbsténdiges Lésen von Beweisaufgaben zu Eigenschaften von goniometrischen
Termen, Gleichungen und Ungleichungen (direkte und indirekte Beweise).

18),19) Selbstandiges Lésen von Aufgaben zur Periodizitat von Funktionen.

20) bis 25) Selbstandige Aneignung des Merkstoffs; Ableiten der angegebenen Satze.

27) bis 31) Selbstandiges Lésen von Beweisaufgaben Uber Eigenschaften von Dreiecken
(direkte und indirekte Beweise).

32) Selbstandiges Ldsen einer Bestimmungsaufgabe Uber regulére Funfecke.

An das selbstandige Losen der Aufgaben (wobei auch arbeitsteilig vorgegangen werden kann)

schliefdt sich jeweils eine Kontrolle und eine gemeinsame Auswertung an, bei der gewonnene

Erkenntnisse Uber den Einsatz heuristischer Vorgehensweisen im Vordergrund stehen.

Im Zusammenhang mit einer Wiederholung des Unterrichtsstoffs (Definition von sine und
cose am Einheitskreis; Definition von tang und cotep; Bogenmall und GradmalR nebst Um-
rechnung; Graphen dieser trigonometrischen Funktionen) behandle man Aufgabe 5), bei der
erfahrungsgeman die Deutung von tane als Lange einer Strecke, die auf einer Tangente an
den Einheitskreis liegt, nicht allen Schulern bekannt ist.

Bei der in Aufgabe 1) geforderten Erarbeitung des Merkstoffs zu "Transformation von Funkti-
onsgraphen” wurden die angegebenen Spiegelungen und Verschiebungen bereits in der AG
Klasse 9 eingefuhrt. Neu sind lediglich die Dehnungen und Stauchungen von Funktionsgra-
phen.

Beim Erarbeiten des Merkstoffs “Einige Eigenschaften von Funktionen” wird man zunéchst auf
die Eigenschaften von Potenzfunktionen und deren geometrische Interpretation bei den zuge-
hérigen Graphen eingehen. Hierbei kann man leicht sehen, wieso die Begriffe "gerade" bzw.
"ungerade" fur Eigenschaften von Funktionen gewéahit wurden. Beim diesbezlglichwen Behan-
deln der trigonometrischen Funktionen wird man vor allem die hier neu aufgetretene Eigen-
schaft der Periodizitat in den Vordergrund stellen.

Die Aufgabe 2) dient dem Uben im Transformieren von Funktionsgraphen. Mit leistungsstarken
Schulern wird man auch das Transformieren der gegebenen Definitionsbereiche Uben.
Zunéachst wird stets der Graph der zugehdrigen "Grundfunktion" gezeichnet, wobei man stets
die "charakteristischen Punkte" hervorhebt und zuerst transformiert, bevor man dann den
Graph der transformierten Funktion zeichnet. Bei mehreren, nacheinander ausgefthrten
"Grundtransformationen" ist stets deren Reihenfolge von vornherein anzugeben und zu be-
granden.

Fur Aufgabe 2b) wird dies durch folgende Figur demonstriert:

__,,a=lcosgxl
h - ﬁg=lc05{xl-7

RV

5 \~~"‘-'- = d
L'é7=cosx* thiat
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Da der Graph symmetrisch zur y-Achse ist, ist die zugehérige Funktion gerade. Ferner sollen
die Schuler die hier vorkommenden Monotonieintervalle. die obere und die untere Schranke
sowie die Nullstellen angeben.

Um Fehler aufzuspuren, sollte man stets mindestens eine "Stichprobe" durchfihren. So stimmt
z.B. der berechnete Funktionswert f(0) =|cos0| -1 =1 -1 =0 mit dem Funktionswert Uberein,
den man der Figur entnimmt. ‘

Bei Aufgabe 2c) wendet man die Methode der W
Superposition von Funktionsgraphen an. Neben
den Extrema und Nullstellen spielen hier die %
Schnittpunkte der Graphen als "charakteristische
Punkte" eine wichtige Rolle.

= SLRX+ 08

Einer genau gezeichneten Figur kann man die |- ,-’5 / P A J_::\ NI "
Vermutung entnehmen, dafi} A 7NN

. _ . Ty _ i . \’_}; T oo
sinx + cosx = \2'sin(x + §) = \[2-cos(x - §) gilt. b= cos

Leistungsstarke Schuler kann man sofort auffor-
dern, im "Merkstoff' nach denjenigen goniometrischen Formeln (namlich den Additionstheore-
men fur sin(x +y) und cos(x + y) ) zu suchen, mit deren Hilfe man diese Vermutung bestati-
gen kann.

Bei Aufgabe 2d) erhédlt man durch Superposition der Graphen von y =2x und y = 2% eine
Kettenlinie . Die zugehdérige Funktion ist gerade, nach unten beschréankt und besteht aus 2 Mo-
notoniebbégen.

Von héherem Schwierigkeitsgrad ist Aufgabe
2e). Dem durch Superposition gewonnenen
Funktionsgraphen ist zu entnehmen, dal} die
zugehdrige Funktion weder gerade noch un-
gerade und auch weder nach oben noch nach
unten beschrankt ist.

Man wird entdecken und begrinden lassen,
dal sowohl fur x — -0 als auch fur x - +w
der Graph von y = log,x eine Asymptote des
gesuchten Funktionsgraphen ist.

Eine Schwierigkeit liegt darin, da? man durch
Superposition den Verlauf der Kurve im
intervall  (1;2) nicht ermitteln kann. Man
erkennt lediglich, dal f(1) =f(2) =2 gilt. 4
Um die wahrscheinlich vorhandenen relativen | ||
Extrema zu ermitteln wird man daher
hinreichend viele Funktionswerte aus diesem ]

Intervall mit dem ETR berechnen lassen. Hierzu wiederhole man die Beziehung log,x = :*3’2—‘.
Auf diese Weise erhalt man folgende Tabelle:
x|09]110|1 1112|1314 15|16 |17 ]| 18 19| 20 |21
f(X) 1,99155 | 2,00000 | 2,00357 | 2,00413 | 2,00301 | 2,00115 | 1,99917 | 1,99758 | 1,99667 | 1,99670 | 1,99777 | 2,00000 | 2,00342

Dieser Tabelle ist zu entnehmen, dal} in der Umgebung von 1,2 ein relatives Maximum, in der
Umgebung von 1,7 ein relatives Minimum existiert.

Bei Aufgabe 3) wird man zunachst nochmals wiederholen lassen:
Um eine Gleichung F(x) = 0 graphisch zu Iésen, bringe man sie in eine Form f(x) = g(x) , fur
die sich die Graphen von y =f(x) und y = g(x) mdglichst einfach zeichnen lassen.
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Beim Zeichnen der Funktionsgraphen spielen die "charakteristischen Punkte" (das sind haufig
spezielle Gitterpunkte) eine wichtige Rolle.

Die Abszissen der Schnittpunkte dieser beiden Funktionsgraphen liefern die gesuchten Lésun-
gen der Gleichung.

Die graphische Methode kann sichere Aussagen Uber die genaue Anzahl der Losungen liefern.
Manchmal gelingt es auch, "genaue" Losungen abzulesen. In der Regel gewinnt man auf diese
Weise jedoch nur Naherungslésungen.

Um den erforderlichen Einzigkeitsnachweis zu fuhren, weise man mit Hilfe der Monotonieei-
genschaften der vorkommenden Funktionen nach, daf} es aullerhalb des betrachteten Aus-
schnitts des Koordinatensysstems keine weiteren Schnittpunkte geben kann.

Um (fur vermutlich "genaue" Lésungen ) den notwendigen Existenznachweis zu liefern, muf3
man stets eine Probe machen.

Bei Aufgabe 3a) wird man zunachst die Nullstellen
x = 3k von sinzx ermitteln. Hieraus gewinnt man die

charakteristischen Punkte (0,0), (3;0) und (§ 4) von
y = 4singx .

Als charakteristische Punkte von y = | 6x - 5| eignen
sich die Punkte (0;5), (%;0) und (1;1).

Wegen der Monotonieeigenschaften dieser beiden
Funktionen besitzt unsere Gleichung genau zwei Lésun-

gen.
Wie man durch eine Probe leicht bestéatigt, haben die

beiden Schnittpunkte die Koordinaten  (32) und (34) .

Folglich lautet die gesuchte Lésungsmenge L ={3 3}.

Bei Aufgabe 3d;) geht man von der gegebenen Glei-

chung zur Gleichung 3-cos3x = 2% + 2 Uber. Die durch

y = 3-cos;—‘x dargestellte Funktion besitzt die charakte-

ristischen Punkte (-1;0), (0;3) und (1;0) . Wie bereits in
Aufgabe 2d) ermittelt wurde, besitzt die durch

y = 2x+ 2x dargestellte Funktion die charakteristischen
Punkte (-1; 2,5), (0;2) und (1; 2,5) . Offensichtlich
existieren genau zwei Schnittpunkte, deren Abszissen
vermutlich nur néherungsweise abgelesen werden kén-
nen. Da beide betrachteten Funktionen gerade sind,
mussen auch die Abszissen der Schnittpunkte symme-
trisch zur y-Achse liegen.

Wenn man fur den abgelesenen Naherungswert 0,5 mit
Hilfe des ETR eine Probe macht, dann fallt auf, daRk die
Funktionswerte genau Ubereinstimmen. In der Tat gilt

3-cos30,5 = 3-cosf =342 und 205 +205=12 + 142
= %\/5 . Also haben wir (was hier nicht zu erwarten war) die Lésungen sogar genau ermitteln

kénnen. Es gilt L={-3 2} .

Ersetzt man y = 3:cos3x durch y = 2-coszx bzw. durch y = cosgx , dann erkennt man leicht,
daR fur Aufgabe 3d,) L ={0} undfur Aufgabe 3d;) L =0 gilt.
Die Lésungen der restlichen Aufgaben findet man in Abschnitt 4.
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Bei Aufgabe 4) fuhrt ebenfalls die graphische Lésungsmethode zu einem Lésungsplan.

Da beide betrachteten Funktionen gerade sind, reicht es aus, eine (zur y-Achse symmetrische)
Parabel zu finden, die den Funktionsgraph von y = cosx in genau 5 Punkten schneidet. Es
ist leicht zu erkennen, dall es unendlich viele Parabeln mit dieser Eigenschaft gibt. Aus den
Monotonieeigenschaften und den Wertebereichen der beiden Funktionen folgt:
Wahit man in y=1fx) =ax*+b ‘
eine Konstante mit -1 <b <1 und ¥
den Koeffizienten a dann so, daf}
f(15) = 1 gilt, dann hat die zugehd-
rige Parabel mit dem Graphen von
y = cosx genau 10 Schnittpunkte.
Anstelle der Zahl 15 kann man auch
eine andere Zahl zwischen 4rn und
6n wahlen. Zwei einfache Beispiele
fur eine derartige Funktion sind

y =5=Xx? oder y =2=x?- 1.

Im Zusammenhang mit Aufgabe 6) fuhre man eine Wiederholung des Unterrichtsstoffs durch.
Die Schuler sollen zeigen, wie man die speziellen Funktionswerte der trigonometrischen Funk-
tionen fur 0°. 30°. 45°. 60°, 90° , die Quadrantenbeziehungen sowie die Formeln

(1) sin*x + cos>x =1 und (2) tanx-cotx = 1 aus den Definitionen der trigonometrischen Funk-
tionen ableitet. Als ein weiteres Beispiel fur den deduktiven Aufbau einer mathematischen
Theorie soll die Trigonometrie dienen

Dann bespreche man die im "Merkstoff' angegebenen goniometrischen Formeln (2) bis (12).
Leistungsschwachere Schuler sollten die Guiltigkeit der Formeln anhand speziell gewéahliter
Funktionswerte Uberprifen. Dies dient auch dem Einprégen der oben genannten Funktions-
werte. Man mache darauf aufmerksam, dall es die Formeln (6a) bis (6d) auch gestatten, ge-
wisse Produkte aus verschiedenen trigonometrischen Funktionen durch die Summe oder die
Differenz einer trigonometrischen Funktion auszudricken, was der Vereinfachung goniometri-
scher Terme dienen kann.

Um Aufgabe 6a) zu l6sen, verwenden wir die von uns deduktiv aufgebaute Theorie der kom-
plexen Zahlen.
Seien z, und z, zwei komplexe Zahlen mit |z, = |z,| = 1.
Dann gilt nach S(5): Z, = COSQ, + i-8ing,

und z, = cos, + i-sing, .
Da fur komplexe Zahlen die bekannten Rechenregeln gelten und da laut S(1) 2 =-1 gilt, erhalt
man Z,'Z, = [COSQ, COSQ, - SiNQ,-SINE,] + i[cose, SiNE, + sing, CosE,].
Andererseits gilt nach D(5) z,-z, = cos(p, + @,) + i'sin(o, + ¢,) .
Nach D(3a) folgen hieraus (durch Vergleich von Realteil und Imaginarteil) die Additionstheo-
reme (3) und (4).
Analog lassen sich auch die Formeln (8), (8a) sowie (11a), (11b) ableiten.

Bei Aufgabe 6b) sollte man zunachst einen Grobplan erstellen und an der Wandtafel festhal-
ten. Beim Ableiten der einzelnen Formeln kann man dann arbeitsteilig vorgehen.

Zunachst ist hervorzuheben, dald man in der Regel durch Substitutionen und Anwendung be-
reits abgeleitetete Regeln ans Ziel gelangt.

Durch die Substitution y := -y und die Quadrantenrelationen cos(-y) = cosy ; sin(-y) = - siny ,
die wir mit (Q) abkurzen wollen, gelangt man zu Formel (4a) .

Analog kann man (4a) aus (4) ableiten. Dies halten wir abkirzend wie folgt fest:

(3),(4) ==Y 1 (Q) 5 (3a),(4a) .
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Der Grobplan zur Ableitung der restlichen Formeln sieht wie folgt aus:

(3),(4) Def.tan ; Folgem aus der Behauptung (5) 2. (5a)
(4),(4a) L= (6a),(Bb) X*Y:=U; X-y=Vv /] U=X V=Y (7).(7a)
(3),(3a) —*L-» +/- (6c),(6d) X*ry:=u. X-y=v [ u=x; vy (7b),(7c)
)
)
)

(4) =x, (8) (1) . Def.tan ; Folgemn aus der Behauptung , (83)
(3
(9
(5) —Y'—X-(1O) —2) . (10a)

(4) L=x:.(®.0.M,. (11a)

y=x, (9) 1)~ (92),(9b)
(1) ;. Def. tan ; Folgem aus der Behauptung =(9c)

(3) ¥ L ®.0.M. (11b)
(9a) —i—x@> (12b)
(9b) X:= X2 . (12a)

Einige dieser Ableitungen wollen wir hier betrachten.

Ersetzt man in (5) den tanx bzw. tany laut Definition durch sinx und cosx bzw. durch siny

+
und cosy , dann gelangt man durch Umformen zu tan(x + y) = Ség:xcgziy Cs?ﬁi ::zz Wegen (3)

und (4) folgt hieraus tan(x +y) = %((’;—:% . Durch Umkehren der Reihenfolge der Umfor-

mungen erhalt man die gesuchte Ableitung.
Durch Einsetzen von (2) und Umformen gelangt man von (5) zu (5a) .

Aus (4) und (4a) folgt durch beidseitige Addition sofort (6a) .
Die Substitution x+y:=u , x-y:=v ist&quivalent mit x:= %5* y:=%Y Aus (6a) folgt da-
her durch diese Substitution sinu + sinv = 2-sin“3*. cos*;* .

Durch die Substitution u:=x , v:=y erhélt man hieraus dann die Formel (7).
Die Formeln (7a), (7b), (7c) werden analog abgeleitet.

Von (4) ausgehend fuhrt die Substitution y := x sofort zu (8) .
Um (8a) abzuleiten, geht man von der Behauptung aus, verwendet die Definition von tanx
und formt um, wobei auch (1) benétigt wird. So erhalt man

2. Sinx
2tanx  _ COSX _ 2'SinXx-COSX _ . -
1+tan®x Sifx ~ cos’x + sinix ~ 2 SINXCOSX = sin2x .

Cos3x

Die Substituion y :=x fuhrt von (3) unmittelbar zu (9) , und die Ableitung von (9¢) aus (9)
verlauft analog wie die Ableitung von (8a) aus (8).
Leicht ist die Ableitung von (9a) und (9b) aus (9) unter Verwendung von (1) .

Problemlos ist auch die Ableitung von (10) aus (5) und die von (10a) aus (10) .

Bei der Herleitung von (11a) sollte man folgende 2 Lésungswege besprechen und miteinan-
der vergleichen:
Die Substitution y := 2x fuhrt von (4) zu
sin(x + 2x) = sinx - cos2x + COsX - Sin2x ;
sin3x= sinx(cos?x - sin?x) + COSX - 2-SiNX-COSX ; [ Einsetzen von (8), (9) ].
sin3x= sinx-cos?x - sin®x + 2-sinx-cos?x ; [ Umformung ] .
sin3x= 3'sinx.cos?x - sin®x ; [ Umformung ] .
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sin3x= 3-sinx(1 - sin?x) - sin®x ; [ Einsetzenvon (1) ].

sin3x = 3'sinx - 4'sin®X ; [ Umformung ] .
Eine andere Ableitung verwendet das Rechnen mit komplexen Zahlen als Hilfsmittel. Wahit
man speziell |z] =1, dann gilt

Z® = (coso + i-sing)® = (cos3p - 3-cos-sin?p) + i(3-cos?p-sing - sin®p),

wegen (1) also z® = (4-cos®p - 3-cosp) + i(3sing - 4sin*p) . '
Ferner gilt Zz* = cos3¢p + isino .
Durch Vergleich der Realteile und Imaginarteile erhélt man hieraus die Formeln (11b) und
(11a) und man erkennt, daf} dieser Losungsweg wesentlich kirzer und auch leichter zu finden
ist wie der eingangs angegebene Lésungsweg.

Die Ableitung von (12b) aus (9a) und von (12a) aus (9b) bereitet keine Schwierigkeiten.

Recht leicht ist die Aufgabe 7) . Man gelangt durch Anwendung des Additionstheorems (4)
und Kenntnis spezieller Funktionswerte wie folgt ans Ziel:

sing + sin(e + 120°) + sin(o + 240°) =

sing + (sing 'c0s120° + cose - sin120°) + (sine - cos240° + coso - sin240°) =

sing - 3sing + $4/3-coso - 1sing - 34/3-cosp= 0 .

In Aufgabe 8) werden die abgeleiteten goniometrischen Formeln fur das Vereinfachen von
Termen verwendet. Dabei ist stets nach einem mdglichst einfachen Lésungsweg zu suchen.

Bei Aufgabe 8a) fuhrt der Einsatz von (7) und (8) sowie die Definition von cotx zum verein-
fachten Term cot %52 |

Bei Aufgabe 8b) fuhren die Additionstheoreme (3) und (4) sowie die Kenntnis spezieller Funk-
tionswerte zum vereinfachten Term cosa .

Bei Aufgabe 8c) liegt es nahe, ebenfalls die Additionstheoreme einzusetzen, was schiiellich

zum vereinfachten Term +/2-cosa. fihrt.
Es ist jedoch glnstiger, Formel (7b) zu verwenden, was schneller ans Ziel fuhrt:

cos(o. + 45°) + cos(a. - 45°) = 2-coso. -c0s45° =/2-cosa .

Aufgabe 9): Jedes regulére Zehneck setzt sich aus 10
gleichschenkligen Dreiecken ABO mit einem Winkel von
36° an der Spitze und Basiswinkeln von 72° zusammen.
Die Tatsache, dall 72 =2-36 gilt, kann zur ldee fGhren,
die Winkelhalbierende des Winkels < OBA einzu-
zeichnen, die OA in C schneiden mdge.

Man erkennt leicht, daR die Dreiecke CAB und ABO
ahnlich sind und da AB=BC=C0=x und CA=1-x :
gilt, wenn 0.B.d. A OA =0B =1 angenommen wird. Qo—— xw——C— (-x) A
Hieraus folgt dann (1-x):x=x:1, also X2 +x-1=0, | ‘v &k

wegen x>0 also x=3(/5 - 1).
An dieser Stelle sollte man die Problematik der elementaren Konstruktionen (allein mit Zirkel
und Lineal), die algebraische Methode zum Ldsen von Konstruktionsaufgaben und die klassi-
schen Probleme der Wurfelverdopplung, der Quadratur des Kreises, der Winkeldreiteilung und
der Konstruktion reguléarer n-Ecke wiederholen. Unser Ergebnis zeigt, daf} sich regulére
Zehnecke und damit auch regulére Funfecke allein mit Zirkel und Lineal konstruieren lassen.
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Bei Aufgabe 10) sollte man wiederholen, dall die Menge der irrationalen Zahlen in die Teil-
mengen der algebraischen und der transzendenten Zahlen zerfallt, dal3 eine Zahl genau dann
algebraisch heif}t, wenn sie Lésung einer algebraischen Gleichung ist und daR transzendente
Zahlen keine Lésungen einer algebraischen Gleichung sein kénnen.

Unter den Funktionswerten von trigonometrischen Funktionen treten (relativ selten) ganze oder
rationale Zahlen auf. Die meisten dieser Funktionswerte sind irrational. ‘

Die in dieser Aufgabe zu berechnenden Funktionswerte sind algebraisch. Da nur Quadrat-
wurzeln auftreten, sind sie sogar elementar konstruierbar.

Bei Aufgabe 10a) fUhren die Additionstheoreme zum Ziel. Es gilt
sin15° = sin(45° - 30°) = sin45°cos30° - cos45°-sin30° = 342 - 34/3 - 121 =1/6-42).
Analog erhalt man cos15° = 1(\/6 +4/2) .

Laut Definition und durch Umformung erhalt man hieraus tan15° =2 -4/3.
Die Schuler sollten die Gultigkeit dieser Beziehungen m.H. des ETR nachprtfen.

Bei Aufgabe 10b) kénnte man analog vorgehen. Wesentlich geschickter ist es, Uber die Be-

ziehungen sin75° = cos15°, cos75° =sin15° und tan75° = cot15° = 2 +4/3 ans Ziel zu ge-
langen, wobei man Aufgabe 10a) als Hilfsaufgabe verwendet.

Bei Aufgabe 10c) wird die Aufgabe 9) als Hilfsaufgabe eingesetzt.

Wegen CH=1CA, OC =x sowie CA=1-x gilt OH =}(x + 1), woraus wegen x=1(/5 - 1)
dann AH = cos36° =1 (/5 + 1) folgt.

CH = sin36° 4t sich dann mit Hilfe des Pythagoraischen Lehrsatzes oder der Formel (1)
ermitteln, was dann die Berechnung von tan36° ermdglicht.

Man erhalt sin36°=j,-\/1o-2-\/§ und tan36°=1(\/5 - 1)10-2+5 ) .

Bei Aufgabe 11) sollen die Schuler die leeren Felder der Tabelle in einer geschickten Reihen-
folge ausfullen.

Zuerst lassen sich die Felder tan/cot und cot/tan fast ohne jede Rechnung mit Hilfe der go-
niometrischen Formel (2) ausflllen. Dasselbe trifft fur das Feld cos/sin zu, wenn man Formel
(1) verwendet. Bei Verwendung des so gewonnenen Terms lassen sich die Felder tan/sin und
cot/sin mit Hilfe der zugehoérigen Definition leicht ausfullen, und dasselbe ftrifft fur die Felder
tan/cos und cot/cos zu, wenn man den Term im Feld sin/cos verwendet.

Die ersten Schwierigkeiten treten beim Ausfullen des Feldes sin/ftan auf. Hier ist es
zweckmafig, vom bereits geflullten Feld tan/sin auszugehen, dem man die Beziehung tane =

sing . .. . . . .. . _ __tang
entnimmt. Lést man diese Gleichung nach sing auf, dann erhélt man sine =
\1 - sinZgp 9 @ ' ? \1 + tan?p
und kann das Feld sin/tan ausfullen. Beim Ausflllen der noch leeren Felder sin/cot, cos/tan
und cos/cot kann man analog vorgehen.

Die Resultate findet man in Abschnitt 4.

Beim Lésen der goniometrischen Gleichungen und Ungleichungen in Aufgabe 12) sollen die
Schuler stets méglichst geschickt vorgehen und vor allem stets entscheiden, ob die graphische
Methode nuitzlich sein kann. Wenn Umformungen nétig sind, dann solite stets Uberlegt werden,
welche der Formeln am besten geeignet ist. Da bei goniometrischen Gleichungen im allgemei-
nen nicht nur aquivalent umgeformt wird, ist in solchen Fallen der Existenznachweis in Form
einer Probe nétig. Bei den Gleichungen sei der Lésungsgrundbereich 0° < x < 360°, bei der
Ungleichung 0<x<2rn.

Bei Aufgabe 12a) lohnt es, zunéachst durch beidseitiges Wurzelziehen zur Gleichung
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| cosx | =;— 3 Uberzugehen und diese Gleichung dann graphisch zu l6sen.

So erhélt man L ={30° 150°, 210°, 330°}.
Eine Probe bestétigt die Richtigkeit.

Analog wird bei der Ungleichung in Aufgabe
12b) vorgegangen.

Nach dem Ubergang zu 3 < | sinx | < 1kann 1
man zunéchst die zugehdrige Gleichung gra-
phisch I6sen und anschlieBend die Ldsungs-
menge der Ungleichung ablesen.

Man erhalt hier L = &3 o (& 0%

/.\ /'75 LS"L"?X’i
. : 0=

an
%E N 'lg/%r )
4

Umin Aufgabe 12c) die Lésungsmenge von sin(2x + 10°) = \/— 0° <x <360° zu ermit-

teln, wird man nicht das Additionstheorem (4), sondern die Definition der Funktion sin ver-
wenden. So erhalt man
(2x+10°=60°+ k360° oder 2x+ 10°=120°+k-360°)und 0°<x<360°;
( x=25°+k180° oder x=55°+k180° )und 0°<x<360°;
L ={25° 205° } u { 65° 235° } = { 25°; 55° 205°; 235°} .
Eine Probe bestatigt die Richtigkeit der Lésungen.

Bei Aufgabe 12d) gelingt es, mit Hilfe von Formel (1) den Term cos?x zu eliminieren, was zu
der folgenden quadratischen Gleichung in sinx fhrt:
sin +3sinx-1=0 .
Hieraus folgt sinx=1 oder sinx=-2 .
Da der letztgenannte Fall wegen sinx >-1 nicht eintreten kann, folgt hieraus
(x=230°+k360° oder x=150°+k360°) und 0°<x<360°,
also L ={30° 150°}.

Bei Aufgabe 12e) fuhrt die Anwendung des Additionstheorems (3) in eine Sackgasse. Dafur
bietet sich die Formel (7b) als Hilfsmittel an.

Wegen cosx + cos(x + 60°) = 2-cos(x + 30°)-cos30° = \/§-cos(x + 30°) ist die gegebene
Gleichung &quivalent mit \/§-cos(x +30°) = % . Das weitere Vorgehen gleicht dem in Aufgabe
12c) und fuhrt zu L ={0° 300°}.

Bei Aufgabe 12f) fuhrt wiederum das Additionstheorem nicht zum Ziel, wohl aber die Formel
(6b) . Man erhélt cosx - sin(x - 30°) = %-[ sin(2x - 30°) - sin30° ] = ;—sin(2x - 30°) - % .

Folglich ist die gegebene Gleichung &quivalent mit 1-sin(2x - 30°) - 1=1, also mit

sin(2x - 30°) = 1. Dies fuhrt zu L ={60° 240°}.

Die in Aufgabe 12g) gegebene Gleichung cos2x + cosx = 0 4Rt sich auf graphischem Weg
I6sen. Wenn man dies nicht erkennt, dann wird man durch Verwendung der Formel (Sb) zur

Gleichung 2cos?x - 1 + cosx =0 Ubergehen, die mit (cosx=-1 oder cosx = 15) aquiva-
lent ist. Wegen 0° <x <360° fuhrt dies zu L ={60° 180°; 300°}.

Bei Aufgabe 12h) liegt es nahe, zunéachst zur dquivalenten Gleichung
(cos®x + sin?x) - 4-sinx + 4-sin>x =0 und somit zu 4-sin?x - 4-sinx + 1 = (2:sinx - 1)> =0 Uber-
zugehen, woraus dann  sinx =15 und somit L ={30° 150°} folgt.
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Bei Aufgabe 12i) ist es zweckméRig, die Formeln (8), (11a) und (1) zu verwenden und dann
den so entstandenen Term in Faktoren zu zerlegen. Dies fihrt zu folgenden Umformungen:
sinx + sin2x + sin3x =0 ;
sinx + 2-sinx-cosx + 3-sinx -4-sin®x =0 ;
sinx:(4 + 2:cosx - 4-sin’*x) =0 ;
2:sinx[2 +cosx-2(1-cos*x)]=0 ;
2-sinx-(2-cos®x + cosx) =0
2-sinx-cosx:(2-:cosx+1)=0 ;
(sinx=0 oder cosx=0 oder cosx=-3) und 0°<x<360° .
L={0° 180° 360°} w {90° 270° } u { 120° 140°} ;
L ={0° 90° 120°; 180° 240°, 270° 360°} .

Bei der in Aufgabe 12k) gegebenen Glei-
chung sin2x - tanx = 0 kann man die Anzahl
der Lésungen auf graphischem Weg ermitteln,
und da die Schnittpunkte der beiden Kurven
offensichtlich die Ordinaten 0, 1 oder -1
haben, kénnte man auch die zugehdrigen
Abszissen ermitteln und so zur Loésungs-
menge

L = { 0° 45° 135° 180° 225° 315° 360° }
gelangen.

Durch Umformen kommt man wie folgt zum
Ziel:

2-sinx-cosx -

SinX _ g .
COSX
2-sinx-cos?x - sinx=0 ;
sinx-(2:.cos*x - 1) =0 ;
(sinx=0 oder |cosx]=24/2) und 0°<x<360° ;

L ={0° 180° 360° } U { 45° 135° 225° 315° } = {0° 45° 135° 180° 225° 315° 360°}

Bei der in Aufgabe 13a) gegebenen Gleichung fuhrt Umformen mit Hilfe einer goniometri-
schen Formel nicht ans Ziel. Betrachtet man dagegen die Werteberelche der vorkommenden
Terme, dann erkennt man, dall wegen

sin(x-y)+1<2 und 2-cos(2x-y)+1<3
die Gleichung nur dann Ldsungen besitzen kann, wenn

sin(x-y)=1 und cos(2x-y) =1
gilt. Da alle Paare (x;y) reeller Zahlen zu ermitteln sind, die die gegebene Gleichung erfullen,
mussen die Lésungen im Bogenmaf} angegeben werden.

Folglich gilt ~ x-y=Z+2mn und 2x-y=2n=n ,
was gquivalent ist mit
Xx=-Z+2(n-mr und y=-7+2(n-2m)x.
Folglich gilt L={(xy)|x=(2n-2m - %)rc und y=(2n-4m-1)n}.
Naturlich darf man hier nicht - wie dies von Schilern bisweilen getan wird - m =n =k set-
zen, weil dadurch Lésungen verlorengehen wirden und der Einzigkeitsnachweis unkorrekt

ware.
Eine Probe bestatigt die Richtigkeit der Lésungen.

Bei Aufgabe 13b) liegt es nahe, durch Anwenden der goniometrischen Formel (7b) zum &aqui-
valenten Gleichungssystem
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cosx + cosy =1 und cosx - cosy =3

Uberzugehen.
Nun sollten die Schuler erkennen, dal® wegen der Vietaschen Wurzelsétze cosx und cosy die
Losungen der quadratischen Gleichung z2-z+% =(z-3)?=0 sind, daR also
cosx =3 und cosy =1
und folglich x=+tZ+2mn und y=1Z +2nz gilt.

Manerhaltalso  L={(xy)| x=(2m=3rn und y=(2n=Hn} .

Auch hier darf nicht m =n =k gesetzt werden, und auch hier ist eine Probe erforderlich.

Die Aufgaben 14) bis 18) sind Beweisaufgaben. Hier sollte man die Gelegenheit nutzen, zu-
sammenfassend auf heuristische Vorgehensweisen beim Finden von direkten oder indirekten
Beweisen einzugehen.

Da bei Aufgabe 14) ein indirekter Beweis zu fuhren ist, wird man von der Gegenannahme

sinx + cosx = 1,5 ausgehen und durch Umformen dieser Gleichung versuchen, zu einem Wi-
derspruch zu gelangen.

Beidseitiges Quadrieren liegt nahe, weil dadurch der Term (sin?x + cos?x) entsteht, der sich
durch 1 ersetzen laRt, was zu einer starken Vereinfachung der Gleichung fuhrt.

So erhalt man sin?x + cos?x + 2:sinx-cosx = 2,25
wegen Formel (1) und (8) also 1 + sin2x = 2,25
sowie sin2x = 1,25,

was im Widerspruch zu sin2x <1 steht.

Um bei Aufgabe 15) nachzuweisen, dafl sin10° eine Losung der Gleichung 8x*-6x+ 1 =0
ist, wird man einen direkten Beweis fuhren. In Beantwortung der Hilfsmittelfrage beim VA/RA
kann man auf die ldee kommen, dal} die goniometrische Formel sin3x = 3-sinx - 4-sin®x ein
brauchbares Hilfsmittel ist. Diese Formel liefert

sin30° = 3-sin10° - 4-sin®10° ,
also 8'sin*10° - 6-sin10° + 2:sin30° =0,
wegen 2:sin30° =1 also 8:'sin®*10°-6'sin10°+1 =0 |, w.z.bw.

Da in Aufgabe 16) eine Ungleichheitsaussage zu beweisen ist, liegt es nahe, durch Folgern
aus der Behauptung zu versuchen, zu einer vereinfachten Ungleichung zu gelangen, die von
der Voraussetzung aus erreichbar ist und von der aus man die Behauptung ableiten kann.
Durch Einsatz der Formeln (8), (11a) und (1) erhélt man:

Sinx + 2-sin2x + 1-sin3x

Sinx + 2-sinx-cosx + 3(3-sinx - 4-sin®x)

sinx[ 1+ cosx + 1 - §sinx ]
. 4
sinx:[ 2 + cosx - 3(1 - cos®x) |

= Lsinx[4-cos* + 3-cosx +2] .

Da man die Umformungen auch in umgekehrter Richtung ausfuhren kann, ist nur noch zu zei-
gen:

Wenn 0<x<m, dann §sinx[4-cos*x +3-cosx+2] >0 .
Fur die Diskriminante des quadratischen Ausdrucks gilt D =32 -4-4.2 =-23 | also hat dieser
Term keine reellen Nullstellen, und er ist wegen 4 > 0 stets positiv. Im angegebenen Intervall
trifft dies aber auch fur sinx zu.
Folglich ist im angegebenen Intervall auch das Produkt stets positiv, woraus durch Umformung
unsere Behauptung folgt, w.z.b.w.
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Bei der relativ schwierigen Aufgabe 17) fuhrt ein analoges Vorgehen zum Ziel. Allerdings ist
hier die Auswahl der Formeln, die zu einer geeigneten Vereinfachung der Behauptung fuhren,
nicht so einfach zu finden. Es ist zu zeigen:

Wenn x+y+z=mr, dann cos2x + cos2y - cos2z <

Zunachst wird man feststellen, dafl aus der Voraussetzung folgt, daf} x, y, z die Innenwinkel
eines Dreiecks sind. Diese ableitbare Feststellung bringt uns jedoch nicht weiter.
Wichtiger ist die Feststellung, dal man mit Hilfe der Voraussetzung die Variable z aus der
Behauptung eliminieren kann, was zweifellos eine Vereinfachung bedeutet.
Es gilt €0s2z = CcoS(27 - 2(x+y)) = cOS2(x+y) .
Wegen (9b) folgt hieraus cos2z = 2-cos?(x+y) - 1 .
DaR hier nicht eine der Formeln (9), (9a) oder (9c) eingesetzt wurde, ist einsichtig, weil dann ja
auBer cos noch sin oder tan auftauchen wurde.
Der Versuch, nun auch auf cos2x und cos2y die Formel (9b) anzuwenden, fuhrt in eine
Sackgasse. Bei der Suche nach einer brauchbaren Formel kann man auf (7b) stoR3en.
Es gilt COS2X + COS2y = 2-COS(X+Y) COS(X-Y) .
Folglich ist zu zeigen, dafl 2-cos(x+y)-cos(x-y) - 2-cos?(x+y) + 1 s% gilt.
Das Vorkommen eines doppelten Produkts und eines Quadrats kann zur entscheidenden L6-
sungsidee fuhren, auf der linken Seite ein volistdndiges Quadrat abzuspalten. Die so umge-
formte Behauptung ist aquivalent mit

-2[ cos(x+y) - Fcos(x-y) P +Lcos(x-y) +1<3.
Da der erste Summand nicht positiv sein kann und da %cosz(x-y) g% gilt, folgt hieraus

COs2x + cos2y - cos2z< O +3+1=3,
womit ein Losungsplan gefunden ist.

In der Lésungsdarstellung mu® man naturlich von der Voraussetzung ausgehend die Behaup-
tung ableiten, wobei jeder Beweisschritt zu begrtnden ist.

Der in Aufgabe 18) zu beweisende Satz durfte den Schulern keinesfalls als selbstverstand-
lich erscheinen. In Aufgabe 2c) haben sie festgestellt, dal die durch f(x) = sinx + cosx darge-
stellte Funktion f periodisch ist, desgleichen erweist sich f(x) = cos2x + cosx als periodisch,
u.s.w. , so daR die Vermutung entstehen kann, daf® man durch Superposition von periodischen
Funktionen stets wieder eine periodische Funktion erhalt. Nun wird aber behauptet, dall die
durch f(x) = cos\[2x + cosx dargestellte Funktion nicht periodisch ist, weil \/2 eine irrationale
Zahl ist.
Der Inhalt des zu beweisenden Satzes wird klar, wenn man erkennt, dal} die Periodenlénge der
durch Superposition entstandenden Funktion das kleinste gemeinsame Vielfache der Perioden-
langen der Funktionen ist, die Gberlagert wurden.
Da ein indirekter Beweis gefordert wird, liegt es nahe, die Behauptung mit Hilfe der Definition
der Periodizitat so umzuformulieren, daB eine negierte Existenzaussage entsteht. Die Gegen-
annahme ist dann eine Existenzaussage, aus der ein Widerspruch zur Voraussetzung abzulei-
ten ist.
Vor.: a ist eine irrationale Zahl :
Beh.: f(x) = cosax + cosx ist nicht periodisch,

d.h. es gibt kein t =0, so dal fur alle x gilt: f(x+t) = f(x) .
GA: Esgibtein t=0, so daR fur alle x gilt: cosa(x+t) + cos(x+t) = cosax + cosx .
Wenn man zeigen kann, dal es ein spezielles x gibt, fir das diese Eigenschaft nicht zutrifft,
dann ist man am Ziel. Dieser Nachweis gelingt z.B. fur den speziellen Wert x=0.
Beweis (indirekt) :
GA = (1) Esgibtein t, sodal fur x=0 gilt: cosat + cost = cos0 + cos0 =2 ;
(1) = (2) Esgibtein t, sodal cosat=1 und cost=1 ;[weil cosx<1].
(2) = (3) Esgibteint, sodal at=2mr und t=2nn mit m,neZ, [Eigenschaft von cos]
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(3) = (4) a =T mit mneZ ; [ Umformung ] .
n

(4),Vor. > f ; [ Definition "irrationale Zah!" ] .

Von recht hohem Schwierigkeitsgrad ist die Aufgabe 719) . Man kann den Schwierigkeitsgrad
senken, indem man die Entscheidungsaufgabe in eine Beweisaufgabe umwandelt, d.h. wenn
man den Schulern verrat, dal f, eine periodische Funktion , f, dagegen keine periodische

Funktion ist.

Bei Aufgabe 19a) muld man also ein t =0 finden, so dal fur alle x die Beziehung
f,(x+t) = f;(t) gilt. Dies ware der Fall, wenn diese Beziehung sowohl fur den Zahler als auch fur

den Nenner des Bruchs gelten wirde.

Man muRte also ein t finden, fur das sin[(x + t\\2] = sin(x\2) gilt. t=n=2 leistet das Ge-
wlnschte, weil sin[(x + ©-y2)2] = sin[x\[2 + 2] = sin(x/2) .

Desgleichen gilt fir den Nenner 1 + sin?[(x + ©\[2)\/2] = 1 + sin?[x\[2 + 21] = 1 + sin?(x\/2) .
Damit ist der geforderte Nachweis erbracht.

Bei Aufgabe 19b) wird man in Analogie zu Aufgabe 18) versuchen, einen indirekten Beweis

zu fuhren. Die dort verwendete Idee, speziell fur x = 0 nachzuweisen, daR es kein t= 0 ge-
ben kann, fur das f,(x+t) = f,(x) gilt, fuhrt auch hier zum Ziel, allerdings ist der Widerspruch

zur lrrationaliat von \/§ nicht ganz so einfach abzuleiten.

Angenommen, f, ware periodisch. dann gébe es eine reelle Zahl t =0 so, dal} fur alle reellen
x die Gleichung f,(x+t) = f)(x) gelten wirde. Daraus folgte f,(t) =f,(0), also sint =0, also

gébe es eine ganze Zahl m mit t=mn, wobei m= i + 0 wadre.

Weiter folgte f,(n-\2 + 2mn) = f,(n-\2) d.h. _snmy2) __ _ o)

1 + sin?2(2mn-/2)
wegen sin(n/2) #0 also 1 =1 + sin?(2mn+2) und daher sin(2mn\2)=0.
Folglich gabe es eine ganze Zahl n mit 2mn-\/§ =nm, also 2= > im Widerspruch gegen

2m
die Irrationalitat von /2 .
Damit ist bewiesen, dafl f, nicht periodisch ist.

Bevor man in Aufgabe 20) den Merkstoff zu "Einige trigono-
metrische Satze" durcharbeiten laRt, wiederhole man den ein- C
schlagigen Unterrichtsstoff einschlieRlich der Beweise fur den
einfachen Sinussatz (SS), den Kosinussatz (14) und die b
trigonometrische Inhaltsformel (16,).

Auch in diesem Abschnitt steht wieder der deduktive Aufbau | .
einer mathematischen Theorie im Vordergrund. Es ist her- | A s1H (B B
vorzuheben, dafl bei diesen drei Beweisen stets eine Fallun-
terscheidung bezlglich der Art des betrachteten Dreiecks
(spitzwinklig, rechtwinklig, stumpfwinklig) erforderlich ist, wo-
bei wir uns hier auf den Fall "spitzwinklige Dreiecke" be-
schranken wollen.

Unser Ausgangspunkt sind die Definitionen von sin und cos,
die Inhaltsformel fur Dreiecke sowie der Satz des Pythagoras. s R
Der Graph des deduktiven Aufbaus 14t sich wie folgt festhal- | H “:E'-—;AT T —nB
ten: - —
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()  JABC)= fch, -
+-> (16,) J(ABC) =%b'C'Sinoc (=;~a~b~siny)

() h,=bsina
=8 p= sinp
(M) h,=asinp ------------
(IV) g=Db-cosa
(V) hc2 =a?- (C - Q)z —————— | (KS) = (14)

$-> a*=b%?+c?-2cq
(V) h2=b2-q? - ,

Bevor man die trigonometrischen Satze herleiten 140t sollte man mit Aufgabe 27) auf deren
Anwendungen eingehen, wo ein Dreieck mit a=5,b =6, c=7 betrachtet wird.

Die Schuler sollen entscheiden, in welcher Reihenfolge die gesuchten GréRen J,r, R und h
aus den gegebenen GréfRen a, b, ¢ am geschicktesten hergeleitet werden kénnen und welche
HilfsgréRen man dabei berechnen muf3. Dabei stellen wir die zuséatzliche Forderung, dal} jede
der gesuchten GréRen durch die gegebenen GréfRen stets genau, d.h. durch Verwendung von
Wurzeln (und nicht naherungsweise durch trigonometrische Funktionswerte) ausgedruckt wer-
den soll.

Um J zu berechnen, werden wir die Heronische Inhaltsformel (16,) verwenden. Aus &, b, ¢
wird zunachst u =18, hierausdann p=9, p-a=4, p-b=3, p-c=2 berechnet, was dann
zu J=4/9432 =646 fuhrt.

Hieraus erhalt man m.H. von (16;) sofort 6+/6=r-9, also r=2+/6 .

Wegen J=17-h=6+6 gilt dann h=126 .

Nun ist es gunstig, zundchst siny mit Hilfe von (16,) als HilfsgréRe zu berechnen. Wegen
J=156-siny=6+/6 erhalt man siny= -g-\/é .

Wegen (13) giltdann 2-R-'siny=7, woraus R = %\/é folgt.

Die angegebenen trigonometrischen Séatze lassen sich wie folgt ableiten:

Inhaltsformel fur Dreiecke; Def. "sin" » (16,) -1
'L’(162)
Peripheriewinkelsatz; Satz des Thales -----------+
» | T (13—
Definitionen von sin, cos, tan
p---------—-—--——»(153)

Goniometrische Formeln (7), (7a)

Satze Uber Tangentenabschnitte und Zentrale ---

}»(15@) ....................

Definitionen von sin, cos, tan ’
+-»(14) - 4--—->(15¢)
Satz des Pythagoras }
)

Goniometrische Formeln (12a),(12b)

t>(16,)

S. Uber Tangentenabschnitte und BerUhrungsradius -»(16;)
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Leistungsschwéacheren Schulern solite man diesen Graph des deduktiven Aufbaus vorgeben,
was eine starke Senkung des Schwierigkeitsgrades der nachfolgenden Beweisaufgaben be-
deutet. Leistungsstarke Schuler sollten ohne diese Hilfe auskommen .

Um in Aufgabe 21) den verallgemeinerter Sinussatz abzulei-
ten, betrachten wir ein Dreieck ABC mit seinem Umkreis
k(M;R) .

S(ei C)‘ der_Schnittpunkt des Umkreises mit dem Strahl AV .
Dann gilt AC' = 2R , und nach dem Satz des Thales gilt
< ABC' =90°.

Fur y <90° gilt nach dem Peripheriewinkelsatz <« AC'B =y,
laut Definition also siny=c:2R.

Fur y>90° gilt nach dem Sehnenvierecksatz

<AC'B =180° -y , folglich sin(180°-y)=siny=a:2R.

Fur y=90° wird c=2R, also sin80°=c:2R=1.

Die anderen beiden Teile des verallgemeinerten Sinussatzes
ergeben sich durch Vertauschung der Bezeichnungen .

Wegen a = 2R'sina und b = 2R'sinf und den goniometri-
schen Formeln (7) und (7a) gilt

a+b = 2R(sin + sinB) = 4R sin®3L-cos%E

und  a-b=2R(sina - sin) = 4R cos2 3 Lsin®=E
woraus durch Umformung und Verwendung der Definition von
tan der Tangenssatz folgt:

a2
a-b taa-ﬂ

2
Damit ist Aufgabe 22) gelost.

kommt, zeichnen wir ein Dreieck ABC mit dem
Inkreis k(M;r) sowie den BerUhrungsradien

und der Zentralen AM, als naheliegenden
Hilfslinien.

Da die Zentrale den Winkel o halbiert und
MT, auf AB senkrecht steht, gilt im Dreieck

ATM, tany =r:AT,.

Durch Rickwértsarbeiten gelangt man zum
hinreichenden Teilziel AT,=p-a, wobei
u=2p gilt

Mit den der Figur zu entnehmenden Bezeich-
nungen liefert der Satz Uber die Tangentenab-
schnitte 2x + 2y + 2z = 2p, ferner gilt y + z=a, woraus dann x =p - a folgt, womit man
einen Lésungsplan fur den Beweis der folgenden Formel gefunden hat:

(15b,) tany =

Da in Aufgabe 23) der Inkreisradius vor- C\

I
p-a-



91

Die Formel (15b,) sollte man nur mit leistungsstarken Schulern ableiten.

Bei Verwendung der Formeln (12a) und (12b) erkennt man, daB sich tan% berechnen liel3e,

wenn man sin%= 1% und cos%= 129%¢ durch a, b, ¢, p ausdriicken kénnte.

2 + - Q2 !
Nach dem Kosinussatz gilt cosa = b——%— Durch Umformen 14t sich zeigen, dal hieraus
1- cosot = -b -9 und 1+oosot = p(P a) folgt .

Folglich gilt. sm— A\ / (e-bip-0) bbc und cos—— = / bca woraus dann
= A /KL)_(P_I
(15b,) tanE = o - a) folgt.

Aus (15b,) und (15b,) folgt r = (p - a)- [E=EHE-0) —\/“U)“’ BP-9 pamit ist Formel
(15c) abgeleitet und Aufgabe 24) gelost.

Nach Formel (16,) gilt J(ABC) = %a-b-siny , hach Formel (13) gilt a=2R'sina und

b=2Rsinf.
Hieraus erhalt man durch Einsetzen und Umformen die Formel
(16,) : J(ABC) =2'R*sina-sinf-siny . Damit ist Aufgabe 25) gel6st.

Fur ein Dreieck ABC mit dem Inkreis k(M,;r) gilt
J(ABC) = J(ABM) + J(BCM) + J(ACM,) = Zcr + Zar + 2br=1(a+b+c)r, also Formel
(165): J(ABC) =p-r.

Hieraus und aus (15c) folgt dann J(ABC) = p-\/(p - a)(p‘; b(p-0) \p(p - a)(p - b)(p - ¢)
Damit ist die Heronische Inhaltsformel abgeleitet und die Aufgabe 26) gel6st.

Bei Aufgabe 28) sollte man zunéchst vermuten lassen, daR in keinem Dreieck die angegebene
Beziehung gelten kann.

Dann lasse man die Beweisaufgaben 29) bis 32) durchlesen und entscheiden, bei welchen
dieser Aufgaben ein direkter bzw. ein indirekter Beweis angemessen ist. Es wird wiederholt,
daR negierte Existenzaussagen meist indirekt bewiesen werden, Allaussagen dagegen direkt.
Bei allen diesen Aufgaben ist die Suche nach geeigneten Hilfsmitteln entscheidend.

Bei der Suche nach einem indirekten Beweis in Aufgabe 28) erweist sich der verallgemeinerte
Sinussatz als das geeignete Hilfsmittel.

Aus der Gegenannahme sina + sinf3 = siny folgt nach dem verallgemeinerten Sinussatz

a + Ebﬁ = 2; , also a+b=c , imWiderspruch zur Dreiecksungleichung.

Bei der Suche nach einem direkten Beweis in Aufgabe 29) erweist sich der Kosinussatz als
geeignetes Hilfsmittel.
Es gilt a?=Dpb?+¢?- 2bccosa
b? = a? + ¢ - 2ac-cosp ,
c?=a?+ b?-2ab-cosy,
also bc.cosa + ac-cosp + ab-cosy =;-(az +b?2+c?)>0 .
Nach Division durch abc erhalt man hieraus

COSo COS COS
B _bﬁ_ +"El >0, w.zbw.
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Von héherem Schwierigkeitsgrad ist die Aufgabe 30) .
Aus der Gegenannahme (a + b)-cosy + ¢ =0 folgt cosy =- ﬁ.

Dies kann auf den Kosinussatz ¢ = a? + b? - 2ab-cosy als Hilfsmittel hinweisen. Durch Einset-

2abc

zen gewinnt man hieraus ¢*=a*+b*+ 77 .

Die entscheidende Lésungsidee besteht darin, wieder c=a +b als Widerspfuch anzusteuern.
Man fal3t daher obige Gleichung als quadratische Gleichung in ¢ auf und hofft, dal c=a+b
die einzige positive Lésung dieser Gleichung ist.

Tatsachlich besitzt die Gleichung ¢ - a?'fbb-c - (a*+b?) =0 die Lésungen ¢, =a+b sowie
C, =- a;:gz . wie man mit Hilfe der Vietaschen Wurzelsatze erraten und nachweisen kann,

denn es gilt ¢,;.c, =-(a%+b?) und c, +c, = aszb .

Damit ist ein Widerspruch gefunden, und man ist am Ziel.

Bei Aufgabe 31) bietet sich die trigonometrische Inhaltsformel als naheliegendes Hilfsmittel
an.
Aus J =Zabsiny und J=Zacsinp und J=3bcsino folgt J* = §a%b?c?sina:sing-siny .

Wegen sina-sinB-siny <1 folgt hieraus J® <1a%2c? und daher J < %\3/a2b2c2 ,W.Z.b.w.

Bei Aufgabe 32) besteht die entscheidende Lésungsidee darin, die in der Behauptung vor-
kommenden Gréfen durch a, b, ¢ auszudricken in der Hoffung, durch ein derartiges Folgern
aus der Behauptung zu einer allgemeingultigen oder zu einer ableitbaren Feststellung zu ge-

langen.

Aus u=a+b+c undJ=1bcsina und sino = 3% folgt J=% , also %3:;4@.

Folglich gilt A =4@=x+er.

abc :
Es wurde ﬁu% > 108 gelten, wenn ﬂa%gcﬁz 108 gelten wurde. Dies ist aber gleichbedeu-

tend mit (a+b+c)*>27abc .
Diese hinreichende Feststellung erweist sich als ableitbar. Nach dem Satz Uber das arithmeti-
sche und das geometrische Mittel gilt fur positive Zahlen a, b, ¢ stets

3 . . . .
a+g+c > y/abc . Damit haben wir einen Beweisplan gefunden.

Bei Aufgabe 33) gibt es verschiedene Ldsungswege.
Die Schuler sollten diese Aufgabe selbstandig I6sen und
anschlieBend Uber die angewendeten Ldsungsstrate-
gien diskutieren.

Nach dem Zeichnen einer Planfigur (in der die gestri-
chelten Hilfslinien noch nicht enthalten sind) kann man
in Befolgung des Rdckfihrungsprinzips nach bereits
geldsten Aufgaben suchen, die sich als Hilfsaufgaben
eignen kénnten. Aufgaben Uber regulare Flunfecke wur-
den in der AG9 geldst, und auch die Aufgabe 9) dieses
Abschnitts , in der die Seitenlange eines reguléren
Zehnecks in Abhéangigkeit vom Umkreisdurchmesser
ermittelt wird, kdnnte nutzliche Informationen liefern.

Es liegt nahe, die Radien MA und MB als Hilfslinien
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einzuzeichnen und durch Vorwértsarbeiten <BMA = 72° und <BDA = 36° zu berechnen.
Vielleicht kommt man schon hier auf die Idee, den Durchmesser DD' als nutzliche Hilfslinie
einzufuhren.
Beim anschlielenden RUckwértsarbeiten sollte man zunéchst die Hilfsmittelfrage stellen. Es
bieten sich folgende drei Hilfsmittel an: . _

() J(ABD)=1ADBDsin36°, wegen AD =BD also  J(ABD) = }-AD?sin36° ;

() J(ABD) = ;—Aﬁﬁﬁ was zum Einzeichnen des Hilfspunkts H fahrt, der auf dem

Durchmesser DD' liegt ; .
() J(ABD) = J(ABM) + J(BDM) + J(MDA) mit AM =BM =DM =1d

Beim 1.Lésungsweg ist man auf die hinreichende HilfsgréRe AD gestoRen. Spatestens jetzt
mull man die Hilfslinien DD' und AD' finden, um zu erkennen, da? <« D'AD = 90° (nach dem
Satz des Thales) sowie < ADD' = 18° (aus Symmetriegrinden) gilt, woraus dann folgt, daR
AD = d-cos18° gilt.

Hieraus folgtdann (1) J(ABD) =;— cos?18°-sin36°-d? .

Beim_2 Ldsungsweg ist man auf die hinreichenden Hilfsgré3en AB und DH gestoRen, wo-
bei AB=2-AH gilt.
Dies fuhrt weiterhin zur hinreichenden HilfsgréRe < BAD = <HAD = 72° oder zur hinreichen-
den HilfsgréRe < BDA = <<HDA = 18°, wobei man als Hilfsmittel die Definition von sin und
cos im rechtwinkligen Dreieck DAH verwendet.
Man erhalt AH = cos72°AD = sin18>AD und DH = sin72°AD = cos18>AD .
Hieraus folgt J(ABD) = cos72°-sin72°-AD? = sin18°-cos18°-AD? .
Wegen AD = d-cos18° folgt hieraus dann

() J(ABD) = sin18°cos*18°-d?.

Beim 3.Lésungsweg ist man auf die hinreichenden HilfsgréBen J(ABM) , J(AMD) und
J(BMD) gestof3en, wobei J(AMB) = J(BMD) gilt.

Weiteres Rickwértsarbeiten fuhrt zur trigonometrischen Inhaltsformel als Hilfsmittel und damit
zu den hinreichenden HilfsgroRen <<AMB =72° und < AMD = <<BMD = 144° .

Es gilt J(ABM) =11d?sin72° und 2-J(AMD) = d*sin144° = 1-d*sin36°.
Hieraus folgt () J(ABD) = 3 (sin72° + 2-sin36°)-d? .

Um Rechenfehler aufzuspuren, empfiehlt es sich, fur den Inhalt mit dem ETR einen Nahe-
rungswert zu berechnen und an einer genau gezeichneten Figur (mit gunstig gewahltem d)
nachzuprifen, ob das erhaltene Resultat stimmen kann.

Man erhélt bei allen drei Lésungswegen J(ABD) ~ 0,266-d? .

Man kann auch noch die Aufgabe stellen, zu untersuchen, ob sich der Inhalt mit Hilfe von Wur-
zeln genau ausdrucken a0t

Da wir in Aufgabe 10c) bereits cos36° =%(\/5 + 1) und sin36° = 14/10 - 2+/5 berechnet ha-

ben, wird man mit Hilfe von Formel (12a) cos?18° = %(1 + c0s36°) ;-(5 + \/5) berechnen, wo-
raus man dann mit Hilfe von (I) durch einige Umformungen zu

J(ABD) = 31(5 +4/5)3V10 - 2+/5-d2 = 1/10(5 +/5)-d? gelangt.

Auch hier wird man mit dem ETR einen Naherungswert berechnen; wie erwartet erhélt man
wiederum J(ABD) ~0,266-d2 .

Bei der Auswertung wird man feststellen, da® der 1. und der 3.Lésungsweg etwas gunstiger
sind als der 2.Ldsungsweg.
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3.3. Zahlentheorie

Dieses Stoffgebiet dient nur zur Wiederholung, es wird hier kein neuen Stoff vermittelt. Die
Bestimmungsaufgaben 1) bis 8) , die Beweisaufgaben 9a) bis 9f) und die Entscheidungsauf-
gaben 10a) bis 10e) sind jeweils nach dem Schwierigkeitsgrad geordnet. Wir wollen daher hier
auf die Angabe einer Minimalvariante und einer Maximalvariante verzichten und beschranken
uns auf die Angabe mdglicher

Ziele:

Heuristische Vorgehensweisen

- EinfUhren geschickter Bezeichnungen (Variablen); Beziehungen durch Gleichungen festhal-
ten

- Vorwartsarbeiten und Ruckwartsarbeiten beim Lésen von Beweis- und Bestimmungsaufga-
ben

- Transformationsprinzip (Ubersetzen in die Sprache der Kongruenzen)

- Ruckfuhrungsprinzip (Suche nach und Ruckfihrung auf Hilfsaufgaben)

- Untersuchung spezieller Félle, um zu Vermutungen zu kommen, die man dann beweist

Logische Grundlagen

- Einzigkeitsnachweis und Existenznachweis beim Lésen von Bestimmungsaufgaben

- Direkte Beweise, indirekte Beweise und Angabe von Beispielen zum Beweisen oder Wider-
legen von All- oder Existenzaussagen

- Prinzip der vollstandigen Fallunterscheidung

Sachkenntnisse und Fertigkeiten

- Binomische Formeln und héhere Potenzen von Binomen

- Diskriminante von quadratischen Termen

- Fermatsche Zahlen ; pythagoraische Zahlentripel

- Aquivalentes Umformen von Termen und Gleichungen

- Ermitteln von Nullstellen von Polynomen mit Hilfe der Vietaschen Wurzelsatze; Abspalten
von Linearfaktoren durch Partialdivision

Setzt man in Aufgabe 1) a =x, dann gilt laut Aufgabenstellung b=x+1, c=x+ 2 sowie
d=x+3 unddie Gleichung a®*+b®+c®*=d*® geht tberin
A +92+15x+9=x3+9x2+27x + 27 .
Nach Umformung, Erraten einer ganzzahligen Lésung m.H. des Vietaschen Wurzelsatzes so-
wie Abspalten des zugehdrigen Linearfaktors erhalt man hieraus
2x3-12x-18=2(x-3)(x*+3x+3) =0 .
Die Diskriminante des quadratischen Terms ist D=9-12=-3 <0, folglichist x =3 die ein-
zige reelle Lésung dieser Gleichung dritten Grades.
Daher kann nur das Quadrupel (a;b;c;d) = (3;4;5;6) die gegebene Gleichung erflllen.
Eine Probe zeigt, daR tatsachlich 32 + 4% + 52 =62 gilt.

=1
T2

< |

Umin Aufgabe 2) alle Paare (x;y) aus ganzen Zahlen zu ermitteln, die die Gleichung %+
erflllen, ist es gunstig, diese Gleichung durch dquivalentes Umformen in die Form
y= 2+ X—% zu bringen.

Wenn y eine ganze Zahl sein soll, dann muf} (x-2) ein Teiler von 4 sein, d.h. es muB
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(x2)e{-4,-2,-1;0;1,2,4} undfolglich xe{-2,0;1;3;4,6}gelten. Fuir x=0 ist )1—( nicht

definiert. Berechnet man fur die anderen x die zugehérigen y, dann erkennt man, daR nur
folgende Paare (x;y) die gestellten Bedingungen erfullen kénnen : (-2;1), (1;-2), (3;6), (4;4),
(6;3).

Eine Probe bestatigt, dal diese Paare tatsachlich alle gestellten Bedingungen erfullen.

Folglich gilt L ={(-2;1), (1;-2), (3:6), (44), (6:3) } .

Ein weniger effektiver Lésungsweg besteht darin, die Lésungen aus obiger Gleichung durch
systematisches Probieren zu ermitteln. Auch andere Formen der Gleichung eignen sich fur ein
derartiges Vorgehen, etwa die Form (x- 2)(y-2)=4 .
Bei Aufgabe 3) fuhrt das Betrachten des Bruchs nrl ;11 fur die speziellen Félle n=2, 3,4, 5
sofort zur Erkenntnis, dal fur ungerades n sowohl der Zahler als auch der Nenner gerade
werden und der Bruch daher in diesen Féllen stets durch 2 gekulrzt werden kann. Ferner kann
man so zu der Vermutung gelangen, daR dieser Bruch fur alle geraden n nicht gekurzt wer-
den kann.

Ein besonders eleganter 1. Ldsungsweg nutzt die Tatsache aus, daR dieser Bruch genau
dann gekurzt werden kann, wenn dies fur seinen Kehrwert zutrifft.

Durch Partialdivision erhélt man "; _+11 =n+1+ n—gT . Unser Bruch &Rt sich daher genau

dann kirzen bzw. nicht kirzen, wenn dies fur den Bruch n2—1 zutrifft. Wie man leicht erkennt,
ist dies genau dann der Fall, wenn n eine ungerade Zahl istund n> 1 gilt.

Ineinem 2.L6sungsweg wird das Rechnen mit Kongruenzen als Hilfsmittel eingesetzt.
Wenn k (>1) der gemeinsame Faktor von Zahler und Nenner des gegebenen Bruches ist,
durch den gekurzt werden kann, dann gilt

n-1=0 (k), also n=1 (k) und somit (1) n?
sowie n?+1=0 (k) , also (2) n?
Aus (1) und (2) folgt 1=-1(k) , woraus dann k=2 folgt.
Also kann unser Bruch héchstens durch 2 gekurzt werden, was nur fur ungerade n der Fall
ist. Damit ist der geforderte Nachweis erbracht.

1 (k),
1 (k) .

im

Ein 3.Lésungsweg fuhrt etwas ungeschickter zum Ziel, wenn man auf das Rechnen mit Kon-
gruenzen verzichtet und statt dessen mit Gleichungen arbeitet.
Von n-1=kr und n+1=ks mit krseN und k>1 ausgehend gelangt man durch

Umformung zu k2 + 2r + % =s. Da diese Gleichung auRRer dem Bruch nur ganze Zahlen ent-
halt, kann sie nur dann erfullt werden, wenn k =2 und damit n = 2k+1 gilt.

Vergleichsweise kompliziert ist auch der folgende 4.Lésungsweg:

Wir knUpfen an die eingangs gefundene Fallunterscheidung " n ungerade oder n gerade (mit
n>1) " an. Den erstgenannten Fall hatten wir bereits erledigt. Im zweitgenannten Fall sind
Zahler und Nenner ungerade, also der Bruch mit Sicherheit nicht durch 2 kurzbar.

Nun wird durch einen indirekten Beweis nachgewiesen, dal es keinen gemeinsamen Primfak-

tor p von Zahler und Nenner geben kann, fur den p > 2 gilt.

Der Bruch —nrl;11 lant sich in unserem Fall in der Form 42r:l ;11 darstellen.

Ist p ein Primfaktor von (2m-1), dannist p auch ein Primfaktor von (2m-1)? = 4m2?-4m +1;
dann ist die Differenz von (4m?+1) und von (4m2-4m+1) durch p teilbar, weil beide Terme
durch p teilbar sind.
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Da sich diese Differenz zu 4m vereinfachen laRt, ist p ein Teiler von m; d.h. p teilt 2n
und damit auch n.

Andererseits ist p ein Teiler des Zahlers (n-1) . Als Teilervon n und (n-1) miRte p auch
deren Differenz, also 1 teilen. Dies ist aber wegen p > 2 nicht méglich.

Damit ist die Annahme widerlegt, dal es einen gemeinsamen Primfaktor von Zahler und Nen-
ner gibt.

Bei Aufgabe 4) wird man zunéchst durch Probieren auf die Lésung (x;y) = (1;1) stofBen, die
die Primzahl p =5 liefert. Weitere Lésungen sind durch Probieren nicht zu ermittein.

Die Hilfsmittelfrage beim RA kann zur Idee fihren, den Term in Faktoren zu zerlegen, um auf
diese Weise zunachst alle derartigen Primzahlen p zu ermitteln.

Das Anwenden der binomischen Formeln fihrt zu

p = x4+ 4yt = (x* + 2y*)* - 4x?y* = [(x* + 2y*) +2xy [[(X* + 2y?) - 2xy] = [(x + y)* + Y] [(x - y)* + y].
Die Zahl p kann nur dann Primzahl sein, wenn der kleinere der beiden Faktoren die Zahl 1
ist, wenn also (x-y)*+y*=1 gilt. Dies ist jedoch genau dann der Fall, wenn x=y =1 gilt.
Folglich ist die oben angegebene Lésung die einzige Lésung, und es gilt L={(1;1)} .

Im Zusammenhang mit Aufgabe 5) sollte man folgendes wiederholen:

Die Zahlen der Form F(n) = 22" + 1 heiRen Fermatsche Zahlen. FERMAT &uRerte die falsche
Vermutung, daB alle diese Zahlen Primzahlen seien. EULER hat diese Vermutung widerlegt, in-
dem er zeigte, dall 641|F(5) gilt. Man vermutet sogar, dafl es nur folgende funf Fermatschen
Primzahlen gibt (wéhrend alle anderen Fermatschen Zahlen keine Primzahlen sind):
F(0)=3, F(1)=5, F(2)=17, F(3) =257, F(4) = 65537 .
GAUSS hat bewiesen, daf® genau diejenigen regularen p-Ecke allein mit Zirkel und Lineal:
konstruierbar sind, bei denen die Primzahl p eine Fermatsche Primzahl ist.
Durch Anwendung einer binomischen Formel erhéalt man

2256 -1 = (2128 + 1)(2128-1) = (2128 + 1)(264 + 1)(284- 1) = ... = F(4)-F(3)-F(2)-F(1)-F(0) .
Damit sind nicht nur 4, sondern sogar 5 Primfaktoren von (225 - 1) ermittelt.

Bei Aufgabe 6) liegt es nahe, x =§ mit teilerffremden p,q e Z und q >0 zu setzen, so dal}

die gegebene Bedingung in die Form (g )2+ *3 + 6 =n? mit neN gebracht werden kann.

Diese Gleichung ist aquivalent mit p? = q(- p - 6q + n?q) , und aus dieser Gleichung folgt, daR
p? durch q teilbarist. Wére g durch eine Primzahl teilbar, so muRte diese folglich in p? und
damit in p enthalten sein, im Widerspruch zu der vorausgesetzen Teilerfremdheit. Daher gilt
g =1 und man erkennt: Wenn eine rationale Zahl x die gestellte Bedingung erfullt, dann mu
diese Zahl sogar eine ganze Zahl p sein, und es mu} gelten:

() p*+pt+t6=n*.
Mit Hilfe der graphischen Methode kann man feststellen, dall es héchstens zwei verschiedene
ganze Zahlen p geben kann, die diese Bedingung erfullen. Der Graph von y =p? +p +6 mit
peZ ist eine Menge von Punkten, die aufder zu y = x? + x + 6 mit xeR gehdrenden nach
oben offenen Parabel liegt. Analog erkennt man, daR die zu y = n? gehoérenden Punkte auf der
"Normalparabel" liegen . Da diese beiden Parabeln héchstens zwei Punkte gemeinsam haben
kénnen, ist unsere obige Behauptung abgeleitet, und man kann versuchen, die beiden Lésun-
gen p=5 und p=-6 zu erraten, wobei man ( nach einer entsprechenden Probe) am Ziel
waére.
Man kann aber auch durch folgende geschickte Umformungen ans Ziel gelangen:
Die Gleichung (*) ist &quivalent mit

(p+aP=n*-%,

23=4n*-(2p +1)?,
23= (2n-2p-1)2n+2p+1).
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Damit ist die Primzahl 23 in zwei ganzzahlige Faktoren zerlegt, deren Summe eine nichtnega-
tive Zahl, namlich 4n , ist. Folglich scheidet von den beiden einzigen ganzzahligen Zerlegun-
gen 23 =1-23 = (-1)(-23) die zweite aus, und es gilt

entweder 2n-2p-1=1 und 2n+2p+1=23

oder 2n-2p-1=23 und 2n+2p+1=1.

Imersten Fallfolgt n-p=1 und n+p=11 unddaraus p=5,

im zweiten Fall folgt n-p=12 und n+p=0 unddaraus p=-6.

Folglich kénnen nur die Zahlen x=5 oder x=-6 die gestellte Bedingung erfullen.
Tats&chlich ist sowohl 25+ 5+ 6 =36 als auch 36 -6 + 6 =36 das Quadrat einer naturlichen
Zahl.

In Aufgabe 7) gelangt man durch Betrachtung der Definitionsbereiche und der Wertebereiche
der vorkommenden Terme zunéchst zur Feststellung
(1) 0<x<1985 und 0<y<1985 .
Relativ leicht zu erkennen sind die "trivialen" Lésungen (0;1985) und (1985;0) . Um nachzu-
weisen, dal keine weiteren Losungen existieren, sind einige nicht ganz einfach zu findende
Umformungen nétig.
Die gegebene Gleichung ist aquivalent mit
\Jy =4/1985 -x ,
y= 1985 - 2+/1985x + x ,
2~\/1985x = 1985 +x-y ,
(2) 41985x=(1985+x-y)* .
Wegen der Primfaktorzerlegung 1985 = 5397 und da 4-1985x nach (2) eine Quadratzahl
ist, muR x durch die Primfaktoren 5 und 397 jeweils in ungerader, also von 0 verschiede-
ner Potenz teilbar und somit durch 1985 teilbar sein.
Wegen (1) ist dies nur méglich fur x =0 oder x = 1985, wozu die Werte y =1985 bzw. y=0
gehdren.
Eine Probe bestéatigt die Richtigkeit der Lésungen.

Als relativ leicht erweist sich die in Aufgabe 8) enthaltene zweite Teilaufgabe, die letzte Ziffer
von 3% zy ermitteln. Derartige Aufgaben wurden in der AG Kiasse 8 gelost, wo das Rechnen
mit Kongruenzen als Hilfsmittel eingefihrt wurde. Wegen 32=1 (10) und 100 = 425 endet
diese Zahl auf eine 1.

Das Ermitteln der Anzahl der Ziffern dieser Zahl durfte den Schulern schwerer fallen. Entschei-
dend ist hier die Erkenntnis, dal das Rechnen mit Logarithmen wohl das einzige Hilfsmittel
ist, das hier zum Ziel fUhrt.

Aus 1g3=0,4771 folgt 3 =100471 sowie 3100 = 10471 woraus dann folgt, daR die Zahl
3100 genau 478 Ziffern besitzt.

In Aufgabe 9) sind 6 Beweisaufgaben zusammengefafit.

Bei der relativ leichten Aufgabe 9a) sollten sich die Schuler durch Befrachten einiger speziel-
ler Félle zunéchst Uberzeugen, dal} die Summe der Quadrate zweier unmittelbar aufeinander-
folgender naturlicher Zahlen bei Division durch 3 tatsachlich nur die Reste 1 oder 2 bzw.
die absolut kleinsten Reste 1 und -1 laRt.

Hier liegt es nahe, durch ein Ubersetzen in die Sprache der Kongruenzen verbunden mit einer
Fallunterscheidung ans Ziel zu gelangen.

Vor..s=n?+ (n+1)*> mit neN;

Beh.: 3ts .

Beweis:

Stets gilt n=0 (3) oder n=1 (3) oder n=-1 (3) ,

folglich s=0+1=1 (3) oder s=1+4=2 (3) oder s=1+0=1 (3),
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woraus folgt, daR stets s #0 (3) und damit 3 + s folgt, w.z.b.w.

Bei Aufgabe 9b) sollte man hervorheben, dal beim Festhalten von Voraussetzungen und Be-
hauptung eines zu beweisenden Satzes oft eine geschickte Formulierung eine entscheidende
Rolle spielt. :

Die Schuler neigen dazu, drei aufeinanderfolgende Zahlen in der Form n, n+1 , n+2 darzu-
stellen. Fur die durchzufGhrenden Umformungen ist die Darstellung durch n-1, n, n+1 je-
doch wesentlich gunstiger.

Vor.:s=(n-1)*+n®*+ (n+1)* mit neN ;

Beh.: 9js .

Beim Vorwértsarbeiten gelangt man durch Umformen zu s =3n(n?+2) .

Durch Rickwartsarbeiten erkennt man dann, dafl sich unsere Behauptung aus der hinrei-
chenden Feststellung 3|n(n? + 2) ableiten liele.

Auf diese Weise sind wir auf die Hilfsaufgabe gestoflen, nachzuweisen, dal stets 3|n(n? + 2)
gilt.

Diese Hilfsaufgabe 4Rt sich wiederum durch eine Fallunterscheidung sowie das Ubersetzen
in die Sprache der Kongruenzen |&sen.

Bei Aufgabe 9c) spielen geschickte Termumformungen die entscheidende Rolle.
In einem 1.Lésungsweg kommt man durch geschicktes Ausklammern zum Ziel. Es gilt
z= a5+ 3a%b - 5a%b? - 15a%b® + 4ab4 + 12bS

= a-(a% - 5a?b? + 4b%) + 3b-(a4 - 5a%b? + 4b4)

= (a + 3b)(a* - 5a’b? + 4b?)

= (a + 3b)(a? - b?)(a? - 4b?)

= (a + 3b)(a - b)(a + b)(a - 2b)(a + 2b) ,
also (1) z=(a-2b)(a-b)(a+b)a+2b)a+3Db) .
Damit ist gezeigt, daR sich z als Produkt aus funf ganzen Zahlen darstellen |1&R3t, von denen
keine zwei einander gleich sind,

Bei einem 2.L6sungsweg geht man nach Division durch bS und der Substitution §= u zum

Term (uS+ 3u4 - 5u® - 15u? + 4u + 12) Uber. Nach dem Vietaschen Wurzelsatz kann dieser
Term als ganzzahlige Nullstellen nur +1, £2, 3, +4, 46, +12 besitzen. Wie man leicht nach-
pruft, besitzt dieser Term 5.Grades die funf ganzzahligen Nullstellen +1, +2, -3 . Durch Ruck-
substitution erhalt man hieraus die Gleichung (1).

Der geforderte Beweis ist bereits erbracht, wenn man die Gleichung (1) angibt und durch Aus-
multiplizieren nachweist, daR dieser Term dem gegebenen Term &aquivalent ist.

Von einem héheren Schwierigkeitsgrad ist die Aufgabe 9d) .
Nach Klarung des Begriffs “pythagordisches Zahlentripel” wird man zunachst nach einem spe-
ziellen Beispiel suchen. Wegen 32 + 42 = 52 |40t sich das Zahlenpaar (3;4) von aufeinander-
folgenden natirlichen Zahlen durch die Zahl 5 zu einem pythagoraischen Zahlentripel ergan-
zen. :
Dies legt es nahe, allgemein nach natlrlichen Zahlen x zu suchen, fur die x* + (x+1)> = 22
mit einer naturlichen Zahl z gilt. Diese naheliegende L&sungsidee fuhrt jedoch in eine Sack-
gasse.
Entscheidend ist die Erkenntnis, daf? durch obige Gleichung auch gezeigt ist, dal sich das
Paar (4,5) durch die Zahl 3 zu einem pythagoréaischen Zahlentripel ergénzen |alt. Das spe-
Zielle Beispiel 5% + 122 = 132 ist von demselben Typ.
Also wird man nach natlrlichen Zahlen x suchen, fUr die mit einer gewissen natlrlichen Zahl
n > 1 die folgende Gleichung gilt:

X2+ (x+nP=(x+n+1) .
Dies fuhrt zur quadratischen Gleichung x2-2x-2n-1 =0 mit der positiven Lésung
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x=1 +\/2(1 +n) .
Da x eine natUrliche Zahl sein soll, muR n + 1 =2z* gelten, woraus dann

x=1+2z und n=222-1 mit z=1,2,3, .....
folgt.
Wie man sich leicht Uberzeugt, gilt tatséchlich

(1+222+(2z+ 222> =(1+2z+22%)* .
Damit ist gezeigt, dal es unendlich viele Paare ( 2z2+2z; 2z2+2z+1 ) von aufeinanderfolgen-
den naturlichen Zahlen gibt, die sich durch die natlrliche Zahl (2z+1) zu einem pythagorai-
schen Zahlentripel erganzen lassen.
Da nach Aufgabenstellung ein Einzigkeitsnachweis nicht gefordert ist, reicht die Angabe der
letzten Gleichung nebst Probe fur eine vollstédndige Lésung aus.

Bei Aufgabe 9e) ist es gunstig, durch das Betrachten spezieller Beispiele zu einer Vermu-
tung zu gelangen, wie diese Summe aus drei Quadratzahlen aussehen kann.

Man erkennt sofort, daR} nicht fur alle nattrlichen Zahlen n die Zahl (3n+1) eine Quadratzahl
ist, und daf} auch nicht alle Quadratzahlen sich in der Form (3n+1) darstellen lassen.

Die erhaltenen Resultate kann man wie folgt in einer Tabelle festhalten:

Darstellung als Summe
n m?=3n+1 n+1 dreier Quadrate
0 1=12 1 0% +0% + 12
1 4=22 2 12+ 12+ 02
5 16 = 4 6 12+12+22
8 25=52 9 22 + 22 + 12
16 49 =72 17 22 + 22 4+ 32

Dieser Tabelle ist folgende Vermutung zu entnehmen:

Es gilt n+1=a%+a?+(a+1)> oder n+1=a*+a?+(a-1)?

sowie (a+a+(a+1))*=3n+1 oder (a+a+(a-1))*=3n+1.

Ferner ist zu erkennen, dall fur 3n + 1 = m? niemals m durch 3 teilbar sein kann, weil sonst
jaauch m? durch 3 teilbar ware, was der Voraussetzung widerspricht.

Folglich kénnen nur die beiden folgenden Félle eintreten:

Fall 1: m=3k+1 mit k>0 ; Fall2: m=3k-1 mit k>0 :
3n+1=(3k+1)? = 9K? + Bk + 1; 3n+1=(3k-12=9k2-6k+1;
n=3k2+2Kk; n=3k-2K;

n+1=3k2+2k+ 1=Kk +Kk?+ (k+1)? n+1=3k?-2k+1=k>+k?+ (k-1)%.
Damit ist gezeigt, dak sich unter den gegebenen Voraussetzungen die Zahl (n + 1) stets als
Summe von drei Quadratzahlen darstellen lafit.

Wenn man auf diese Weise einen Losungsweg gefunden hat, dann ist es nicht schwer, die L6-

sung in kurzerer Form etwa folgendermal3en darzustellen:
2 _m2-1 _ (m+1)(m-1)
Aus der Voraussetzung 3n +1=m? folgt (1) n="7— = 3 .
Da n eine naturliche Zahl ist, ist genau einer der beiden Fakltoren (m+1) bzw. (m-1) durch 3

teilbar, d.h. es gilt stets entweder m=3k+1 oder m=3k-1.

2 2 _
Setzt man dies in (1) ein, dann erhédltman n= g'—‘%-e—k bzw. n= gk—3-6—k, woraus dann

n+1=3k2+2k+1=K2+k?+ (k+1)> bzw. n+1 =3k?- 2k + 1 = k? + k? + (k-1)*> und damit die
Behauptung folgt.

Auch bei der etwas schwierigeren Aufgabe 9f) durfte es notwendig sein, durch Betrachten
spezieller Beispiele zunachst zu einer Vermutung zu gelangen.
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n:(n - 1)%1 | Darstellung als Summe_S$(n;k)
322=12 |12=2+4+6 =(22-2) + 22 + (2*+2)
24=6+8+ 10 = (2°-2) + 2° + (2°+2)
324=48 |48=14+16 + 18 = (24-1) + 24 + (24+1)

Wiwiw|s
a|hjw|xX
[$V]
N)
@
|
N
=N

432=36 |36=6+8+10+ 12 = (32-3) + (3*-1 )+(32+1)+(32+3)
108 = 24 + 26 + 28 + 30 = (3°-3) + (3°-1) + (3°+1) + (3°+3)
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w
w
|
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o
o

5 |3 |542=80 |80 =12+ 14 + 16 + 18 + 20 = (42-4) + (42-2) + 42 + (47+2) + (42+4)

Dieser Tabelle kann man folgende Vermutungen entnehmen:
1.. Die Anzahl der Summanden von S(n;k) ist stets gleich n .
2: 1.Summand s,=(n-1)*"-(n-1), s, iststets gerade ,

2. Summand s,=(n-1)"-(n-3) ; s,=8,+2 ;

(n-1).Summands,, =(n-1)™ +(n-3) ;

n.Summand s,=(n-1)"+(n-1);
3. Esgilt S(nk)=n(n-1)k=s,+s,+...+s,,+s, fur nkeN und n>2 und k>2 .
Fur gerades n wird (n-1) ungerade, folglich auch (n - 1)™ ungerade und damit s, gerade.
Fur ungerades n wird (n-1) gerade, folglich auch (n - 1)™ gerade und damit s, gerade.
Damit ist gezeigt, daR s, stets gerade ist, woraus dann folgt, da S(n;k) eine Summe von
aufeinanderfolgenden geraden Zahlen ist.
Esgilt s, +s,=s,+s,4 =... =2:(n- 1), woraus sich dann S§(n;k) =n-(n-1)™" folgern laRt.
Damit ist alles gezeigt.

In Aufgabe 10) wurden 6 Entscheidungsaufgaben zusammengefallt. Im Vergleich zu Be-
weisaufgaben enthalten sie die zusatzliche Schwierigkeit, da® man zunéchst vermuten muR,
ob die gegebene Aussage wahr oder falsch ist, um sich dann entscheiden zu kénnen, ob man
(bei wahren Allaussagen) nach eine direkten Beweis, (bei falschen Allaussagen) nach einem
Gegenbeispiel, (bei wahren Existenzaussagen) nach einem Beispiel/ oder (bei falschen Exi-
stenzaussagen) nach einem indirekten Beweis suchen soll. Dabei ist die in Klammern angege-
bene Zuordnung nicht in jedem Fall bindend. So ist es z.B. zweckmaRig, die in Aufgabe 10b)
gegebene wahre Allaussage indirekt zu beweisen.

Bei Entscheidungsaufgaben ist es in der Regel gunstig, mit dem Betrachten spezieller
Beispiele zu beginnen, um so einen Anhaltspunkt zu bekommen, ob die betreffende Aussage
wahr oder falsch ist. Wenn man Gluck hat, findet man auf diese Weise gleich ein Beispiel oder
ein Gegenbeispiel und ist am Ziel.

Durch das Betrachten spezieller Beispiele gelangt man zur Vermutung, dail die in Aufgabe
10a) gegebene Allaussage wahr ist.

Bei der Suche nach einem direkten Beweis liegt es nahe, zunéachst die in der Behauptung ge-
gebene Gleichung &dquivalent umzuformen. Auf diese Weise gelangt man zum hinreichenden
Teilziel n=im(m?+3m+2).

Weiteres Ruckwértsarbeiten fuhrt dann zum hinreichenden Teilziel 6|(m? + 3m +2) .

Den restlichen Weg zu einem Lésungsplan wird man durch Vorwértsarbeiten zurlcklegen.
Hierbei bietet sich das Rechnen mit Kongruenzen als Hilfsmittel an, wobei man in bekannter
Weise eine Fallunterscheidung durchfuhrt.

Es ist also zu zeigen, daR stets s =m?+3m +2 =0 (6) gilt.

Stets gilt m=0 (6) oder m=+1 (6) oder m=+2 (6) oder m=3 (6).

Im erstgenannten und im letztgenannten Fall kann man sofort das hinreichende Teilziel und
damit dann auch die Behauptung ableiten.
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In den anderen beiden Fallen gilt
m*+3m+2=1+3+2=0 (6) bzw. m?*+3m+2=4+6+2=0 (6).
Damit hat man einen L&sungsplan gefunden.
In Aufgabe 10b) ist eine Allausage gegeben, die vermutlich wahr ist. Voraussetzung und Be-
hauptung haben allerdings eine Form, die wenig Chancen fur ein erfolgreiches VA oder RA
bieten.
Dies kann zur Idee fUhren, zur Kontraposition des zu beweisenden Satzes Uberzugehen, die
(nach Anwendung der Morganschen Regel ~(p A q) = ~p v ~q ) wie folgt lautet:

Wenn 31a oder 31b, dann 31t(a+b?) .
Diese Kontraposition &Rt sich direkt beweisen, indem man das Rechnen mit Kongruenzen als
Hilfsmittel verwendet und wie dabei Ublich eine Fallunterscheidung durchfihrt.
Statt dessen kann man aber auch den gegebenen Satfz indirekt beweisen, indem man von der
Gegenannahme (31a oder 31b) ausgehend eine Widerspruch zur Voraussetzung 3|(a%+b?)
erzeugt, wobei man genau so vorgehen kann, wie bei dem direkten Beweis der Kontraposition.
Aus (3+a oder 31b) folgt [a=+1 (3) oder b=+1 (3)],also[a*=1 (3) oder b2=1 (3)].
Wie man durch Betrachten aller méglichen Félle erkennt, folgt hieraus a2 + b2 # 0 (3) , also
3+(a?+b?) , im Widerspruch zur Voraussetzung.

Bei der in Aufgabe 10c) gegebenen Existenzaussage kénnte man auf das Untersuchen spe-
zieller Beispiele verzichten. Da die Gleichung x* + 10ax + 5b + 3 = 0 mit a,beZ genau dann
ganzzahlige Lésungen besitzt, wenn ihre Diskriminante D eine Quadratzahl ist, wird man sich
sofort der Frage zuwenden, ob D = (10a)? - 4-1-(5b+3) = 4-(25a - 5b - 3) fur gewisse abeZ
eine Quadratzahl sein kann.

Dies trifft genau dann zu, wenn 25a%- 5b - 3 = 5(5a% - b) - 3 eine Quadratzahl ist.

Nachdem die Suche nach einem Beispiel, das die Wahrheit unserer Existenzaussage nach-
weisen wurde, erfolglos verlauft, wird man versuchen, diese Aussage zu widerlegen.

Bei der Suche nach Eigenschaften von Quadratzahien, die uns hier helfen kénnten, kann man
auf folgenden (in der AG Klasse 8 behandelten) Hilfssatz stofRen: Die letzte Ziffer einer Qua-
dratzahl lautet stets 0, 1, 4, ©, 6 oder 5, niemals 2, 3, 7 oder 8.

Wir waren daher am Ziel und hétten die Falschheit unserer Existenzaussage nachgewiesen,
wenn wir zeigen kénnten, dal D* = 5(5a% - b) - 3 fur D* >0 stets auf eine der "verbotenen"
Ziffern endet (weil D* mit D*<0 ja keine Quadratzahl sein kénnte).

Dieser Nachweis kann durch folgende Fallunterscheidung erbracht werden:

Ist (5a%-b) eine gerade Zahl, dann endet D* auf 7 ;

ist (6a% - b) eine ungerade Zahl, dann endet D* auf 2 .

Damit ist alles gezeigt.

Bei der in Aufgabe 10d) gegebenen Existenzaussage gelingt es nicht, ein Beispiel zu finden,
das ihre Wahrheit nachweisen wirde. Also wird man versuchen, durch einen indirekten Beweis

ihre Falschheit nachzuweisen.

Angenommen, es gelte fur a,beN und a = b die Beziehung aza+bb2 =k mit ganzzahligem k.

Durch &quivalentes Umformen wurde hieraus (%)2 - k--g- +1=0 folgen.
Folglich muRte x = % eine positive rationale Lésung der Gleichung x2-kx+ 1 =0 sein, es

muBte also x = 3(k ++/k? - 4) gelten.

Fur k=2 waredann x=1, also a=b im Widerspruch zur Voraussetzung.

Far k = 2 laRt sich zeigen, daB dann x keine rationale Zahl wéare, was ebenfalls der
Voraussetzung widersprechen wurde.

Damit ist alles gezeigt.
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Bei Aufgabe 10e) wird man zunachst die Analogie zur Aufgabe 10d) feststellen und hervor-
heben, dall Aufgabe 10d) nicht als Spezialfall der Aufgabe 10e) angesehen werden kann, weil
es keine Interpretation von a, b, ¢ gibt, bei der Aufgabe 10e) in Aufgabe 10d) Ubergehen
wlrde. (Hier wird oft Ubersehen, daB die Interpretation ¢ = 0 nicht statthaft ist, weil c als Fak-
tor im Nenner vorkommt). ‘

Dies legt den Analogieschiu nahe, dal es auch hier kein Tripel (a;b;c) von paarweise ver-
schiedenen naturlichen Zahlen gibt, die die gegebene Bedingung erfullen, und dal man daher
nach einem indirekten Beweis zur Widerlegung dieser Existenzaussage suchen muR.

Man sollte hier die Schuler zunachst diesen naheliegenden Irrweg gehen lassen, bevor man
hervorhebt, da} Analogieschlisse (bei der Lésungssuche zwar &auferst nutzlich, manchmal
aber eben auch) falsch sein kénnen.

Bei der Suche nach einem Beispiel, das die Wahrheit unserer Existenzaussage nachweist,

kann man auf das Beispiel (a;b;c) = (1;2;5) stoRen, bei dem a +atgc+ . 12:_222,; ¥. 513% =3
gilt.

34. Logik und Kombinatorik

Die hier gestellten Aufgaben haben mit dem Unterrichtsstoff kaum etwas zu tun, sie gehéren
vorwiegend zur "Wettbewerbsmathematik" und sollen der Auflockerung der Zirkel dienen und
far Abbwechslung sorgen.

Als Ziel wollen wir hierbei lediglich die Vermittiung und Anwendung des Dirichletschen
Schubfachprinzips stellen, das fur das Lésen der Aufgaben 3), 4) und 5) benétigt wird.

Bei Aufgabe 1) wird man zunéachst feststellen, dal3 es beim Schach fur jede gewonnene Partie
1 Punkt, fur jede Remis-Partie 1/2 Punkt und fur jede verlorene Partei O Punkte gibt

Folglich kann jeder der 30 Spieler maximal 29 Punkte erreichen, wenn er jedes seiner Spiele
gewinnt.

Da 60% von 29 gleich 17,4 sind, muf} jeder Spieler nach der getroffenen Vereinbarung minde-

stens 17,5 Punkte erzielen, um die nachste Runde des Turniers zu erreichen.

Die 30 Spieler spielen insgesamt g%g_= 435 Partien, so dafl insgesamt 435 Punkte verge-
ben werden. Wegen 435:17,5 = 24,8 > 24 koénnen sich daher nicht mehr als 24 von den 30
Spielern plazieren.

Nun ist noch ein Existenznachweis zu fihren, daR tatsachlich der Fall eintreten kann, daR sich
24 Spieler plazieren.

Wenn 24 Spieler gegeneinander unentschieden spielen, dann erhélt jeder von ihnen fur diese
Spiele 11,5 Punkte.

Wenn jeder dieser 24 Spieler gegen die restlichen 6 Spieler gewinnt, dann erhalt jeder von
innen weitere 6 Punkte.

Wegen 11,5 +6 = 17,5 erzielt daher jeder dieser 24 Spieler die benétigten 17,5 Punkte.
Abschlie3end wird nochmals hervorgehoben:

Um nachzuweisen, dalR m die maximale Anzahl von Elementen ist, die eine gewisse Bedin-
gung erfullen, ist zweierlei zu zeigen: Es kann keine Anzahl n > m von Elementen geben, die
diese Bedingung erflllen; es kdnnen tatsachlich m Elemente angegeben werden, die diese
Bedingung erfullen. (Vor allem der letztgenannte Nachweis wird haufig von Schulern nicht als
notwendig erkannt.)

Aufgabe 2): Aus der Voraussetzung folgt, dal jedes der Telefone genau 15 AnschlUsse be-
sitzt. Folglich gibt es genau 77-15 AnschlUsse, und dies ist eine ungerade Anzahl.
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Da die Verbindung eines Telefons A zu einem Telefon B gleichzeitig eine Verbindung von B
zu A ist, mURte die Gesamtanzahl der AnschllUsse eine gerade Zahl sein.

Damit ist gezeigt., dal man 77 Telefone niemals so miteinander verbinden kann, daR jedes
Telefon mit genau 15 anderen Telefonen verbunden ist.

Es wird abschlielRend hervorgehoben, daR hier ein indirekter Beweis fur eine negierte Exi-
stenzaussage gefuhrt wurde, bei der man einen Widerspruch zwischen zwei aus Vorausset-
zung und Gegenannahme abgeleiteten Feststellungen herleitet.

Beim Losen der Aufgaben 3), 4) und 5) spielt das Dirichletsche Schubfachprinzip eine ent-
scheidende Rolle. Dieses Prinzip besagt:

Werden mehr als n Elemente in n Schubfacher verteilt, so mul - unabhéngig von der Vertei-
lung - mindestens ein Schubfach mehr als ein Element enthalten.

Mit diesem Prinzip kann man Aufgaben aus allen Bereichen der Mathematik I16sen, und unter
diesen Aufgaben gibt es neben sehr leichten auch sehr schwierige Aufgaben.

Eine Aufgabe 1aRt sich mit dem Schubfachprinzip I6sen, wenn in der Aufgabenstellung eine
Menge beschrieben wird, in der zwei oder mehr Elemente gleich sein oder eine gewisse Be-
dingung erfullen sollen. Dabei kommt im Aufgabentext haufig die Formulierung "mindestens"
vor.

Im allgemeinen sind Existenzaussagen Uber endliche Mengen mit dem Schubfachprizip be-
weisbar. Haufig mu der Aufgabentext erst so umformuliert werden, daf? diese aufleren Merk-
male sichtbar werden.

Wenn man weil3, dal} eine Aufgabe mit dem Schubfachprinzip l6sbar ist, dann kommt es "nur"
darauf an, die "Elemente" und die "Schubfacher" geschickt zu bestimmen. Gerade hierin be-
steht jedoch in der Regel die Hauptschwierigkeit einer solchen Aufgabe. »

Wenn die Schuler mit dem Schubfachprinzip noch nicht vertraut sind, dann solite man dieses
Prinzip zunachst mit Hilfe einiger einfacher Aufgaben einfGhren. Hierfur sind folgende Aufga-
ben geeignet:

(1) Beweise: In einer Schule mit 400 Schulern gibt es mindestens zwei, die am gleichen Tag
Geburtstag haben.
Fur welche kleinere Schulerzahl bleibt diese Aussage noch richtig?

(2) Gibt es eine (hinreichend grof3e) Schuleranzahl, fir die man behaupten kann, dal mit Si-
_cherheit an zwei verschiedenen Tagen jeweils mehr als ein Schuler Geburtstag hat? (Nein)

(3) Beweise: Unter n+1 ganzen Zahlen kann man stets mindestens zwei finden, deren Diffe-
renz durch n teilbar ist.
(Hinweis: Man betrachte die Reste der n+1 Zahlen bei Division durch die Zahl n .)

(4) Eine SchieRscheibe habe die Form eines glelchse;tlgen Dreiecks mit der Seitenlange 2 .
Sie werde funfmal getroffen.

Zeige, dall es dann stets mindestens zwei EinschuRBlécher gibt, deren Abstand kleiner oder
gleich 1 ist.

(Hinweis: Man zerlege das gegebene Dreieck in vier kongruente Dreiecke mit der Seitenlange
1.)

Bei Aufgabe 3) ware man am Ziel, wenn es gelingen wirde zu zeigen, daf} bei jeder Auswahl
von 101 verschiedenen Zahlen aus den naturlichen Zahlen von 1 bis 200 stets mindestens
ein Zahlenpaar der Form (n, 2t-:n) vorkommen mul}.

Unter den Zahlen von 1 bis 200 kommen genau 100 ungerade Zahlen vor.
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Wir nehmen an, da unter den 101 ausgewéhlten Zahlen m ungerade Zahlen und folglich
(101 - m) gerade Zahlen vorkommen.

Nun bilden wir zu jeder dieser geraden Zahlen der Form 2tn diejenige ungerade Zahl n, die
entsteht, wenn man die gerade Zahl durch die gréRtmogliche Zweierpotenz dividiert.

Auf diese Weise hat man m ausgewahite und (101 - m) erzeugte ungerade Zahlen, insge-
samt also 101 ungerade Zahlen erhalten.

Wahit man diese 101 ausgewahiten bzw. erzeugten ungeraden Zahlen als "Element" und die
unter den Zahlen von 1 bis 200 vorkommenden 100 ungeraden Zahlen als "Schubfacher",
dann mussen sich unter den 101 ungeraden Zahlen mindestens zwei gleiche befinden, von
denen die eine das 2!-fache der anderen ist, w.z.b.w.

AnschlieRend sollte man darauf hinweisen, daR sich die durch einen Schubfachschiul® erhalte-
nen Aussagen haufig verscharfen lassen, dal} der Beweis der so verscharften Aussage in der
Regel aber wesentlich komplizierter wird. Wir haben hier die Tatsache vernachlassigt, daR es
auch in der Menge der ungeraden Zahlen bereits Paare geben kann, bei denen die eine Zahl
ein Vielfaches der anderen ist.

Wurde man den Fall betrachten, da® aus den Zahlen von 1 bis 20 genau 11 Zahlen
auszuwéahlen sind, dann lieRe sich m.H. des Schubfachschlusses analog ableiten, daR sich
unter den ausgewahiten Zahlen mindestens zwei befinden, deren eine ein ganzzahliges
Vielfaches der anderen ist. '

Unter den Zahlen von 1 bis 20 befinden sich jedoch nur maximal 8 paarweise teilerfremde
Zahlen, namlich die 8 Primzahlen 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19 . Also kénnte man sogar nachwei-
sen, daf sich bereits unter 9 ausgewahiten Zahlen mindestens zwei befinden mussen, die
nicht teilerfremd sind.

Aufgabe 4) :

Seien ny, Ny, N3, ..., Ny die 1000 gegebenen beliebigen ganzen Zahlen.

Dann kann man folgende 1000 Summen bilden (wobei wir die Zahl n, als Summe mit einem
Summanden auffassen) : n, , n;+n,, N+AN+N5, ., NN+ HNy000 -

Wie betrachten die Reste dieser Summen bei Division durch 1000.

Es gibt insgesamt genau 1000 verschiedene Reste bei Division durch 1000. Folglich mu3 es
unter den 1000 Resten der betrachteten Summen entweder den Rest 0 geben, oder es mus-
sen zwei Summen denselben Rest lassen (Schubfachschiul!) .

Im erstgenannten Fall trifft unsere Behauptung zu.

Im zweitgenannten Fall bilden wir die Differenz der beiden Summen mit gleichem Rest . Die
Differenz dieser beiden Summen ist wieder eine Summe, und diese Summe hat den Rest O .
Damit ist alles gezeigt.

Aufgabe 5):

Wir zerlegen das Quadrat mit der Seitenldnge 1 durch seitenparallele Geraden in 25 kon-
gruente Quadrate mit der Seitenlange .

Da sich im groRen Quadrat nach Voraussetzung 51 Punkte befinden, gibt es (mindestens) ein

kleines Quadrat, das (mindestens) 3 Punkte (im Inneren oder auf dem Rand) enthalt
(SchubfachschiuB!) .

Der Umkreis dieses kleinen Quadrats hat einen Radius von 4/2:1= 142 <1
Folglich liegt unser kleines Quadrat, und damit auch die drei Punkte in ihm, in einem (zum Um-
kreis konzentrischen) Kreis mit dem Radius ;—

Aufgabe 6)
Da nur endlich viele Punkte gegeben sind, bilden sie auch nur endlich viele Dreiecke. Also gibt
es unter ihnen ein Dreieck mit maximalem Flacheninhalt (Extremalprinzip!) .
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Sei ABC das Dreieck mit maximalem Flacheninhalt. ' : .
Dann haben alle Dreiecke ABX eine Flache, die nicht \B \& \A-

groRer als die von Dreieck ABC ist. Also ist die zu X
gehdrende Hohe auf AB nicht gréRer als zu zu C geho- / f

rende Héhe auf AB. A
Also liegen alle Punkte in einem Streifen um die Gera-
den AB, AC, BC mit einem Abstand jeweils von hg, hg, = 7 \\
Pa.

Es entstehen also die Punkte A', B' und C'.
Es ist leicht zu sehen, daf} die Dreiecke ABC, AC'B, CBA' und B'AC kongruent sind. Da alle
Punkte im Dreieck A'B'C' liegen, existiert eine gesuchte Dreiecksflache mit einem Flachenin-
halt, der nicht gréRer als 4 ist.

Um eine Antwort auf die in Aufgabe 8) gestellte Frage zu finden, empfiehit es sich, die moégli-
chen Resultate der aufeinanderfolgenden Teilungen nacheinander zu betrachten.
Wenn man bei der 1.Teilung von den gegebenen 7 Papiersticken n, Papiersticke in jeweils

7 Teile teilt, dann hat man (7 - n,) nicht zerteilte und 7n, neue Papierstlcke, insgesamt also
a, = (7 + 6n,) Papierstucke erhalten.

Wenn man bei der 2.Teilung von den so erhaltenen a, Papiersticken n, Papiersticke in je-
weils 7 Teile teilt, dann hat man (a, - n,) bei dieser Teilung nicht zerteilte und 7n, neue Pa-
piersticke, insgesamt also a, = a, + 6n, =7 + 6(n,+n,) Papierstlcke erhalten.

Nun erkennt man leicht, dal® man nach der k-ten Teilung insgesamt a, =7 + 6n Papiersticke
erhalt. Folglich mul stets a, =1 (6) gelten. Da 1994 = 2 (6) gilt, kann man aus 7

Papierstlcken durch eine derartige Teilung niemals 1994 Papierstlcke herstellen.

Diese Uberlegung l&Rt sich noch wie folgt vereinfachen:

Man erhélt beim Zerteilen eines Papiersticks in 7 Teile stets 6 Teile mehr, als vorher
vorhanden waren. Wenn insgesamt n derartige Teilungen vorgenommen wurden, dann hat
man 6n Teile mehr, als anfangs vorhanden waren. Da anfangs 7 Papierstlucke vorhanden
waren, erhélt man nach insgesamt n derartigen Teilungen folglich z =7 + 6n Stucke, was mit
z =1 (6) &quivalent ist.

Nun sollte man die Schuler auffordern, die Aufgabenstellung zu verallgemeinern .

Wenn man in der geschilderten Weise einige von a gegebenen Papiersticken in n Teile
teilt, dann kann man genau dann genau z Papiersticke erhalten, wenn z=a (n-1) gilt.

Far unsere spezielle Aufgabe gibt es noch andere einfache Losungswege. Da bei jedem
derartigen Teilvorgang stets eine gerade Anzahl neuer Stlcke entsteht und da 7 eine
ungerade Zahl , 1994 aber eine gerade Zahl ist, kann man durch einen derartigen
Teilungsvorgang aus 7 Papiersticken niemals 1994 Stlcke herstellen.

Aufgabe 9)

Von jedem der gegebenen 6 Punkte gehen 5 Verbindungsstrecken
zu den ubrigen Punkten aus. Greifen wir uns z.B. den Punkt A
heraus, so gibt es nach Voraussetzung mindestens 3 Strecken, die
gleich gefarbt sind. Wir kénnen o0.B.d.A. annehmen, daR dies die
Farbe "rot" ist und daR die anderen Endpunkte dieser rot gefarb-
ten Strecken die Punkte B, C, D sind.

Nun gibt es genau zwei Mogllchkelten

(2): Férben wir eine oder mehrere der Verbindungsstrecken BC,
BD oder CD rot, dann entsteht mindestens ein vollstandig rot
gefarbtes Dreieck ABC ABD oder ACD.

(b): Wird keine dieser drei Verbindungsstrecken rot gefarbt, sondern alle drei grun, dann ent-
steht das vollstéandig grin gefarbte Dreieck BCD.
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Da einer dieser beiden Falle eintreten muB, |&4Rt es sich nicht vermeiden, daR ein gleich
geféarbtes Dreieck entsteht.

Es liegt nahe, fir die 5 vom Eckpunkt A ausgehenden Strecken folgende Fallunterscheidung
durchzufGhren:

(a) Alle diese Strecken haben die gleiche Farbe; (b) Vier dieser Strecken haben die gleiche
Farbe, (c) Drei dieser Strecken haben die gleiche Farbe.

Dabei erkennt man, dall man sich auf die Betrachtung des oben behandelten Falls (c) be-
schrénken kann.
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35. Geometrie

Auch in der Geometrie werden in dieser Klassenstufe weder neuer Stoff noch neue Verfahren
eingefihrt. Der Wiederholung kommt hier allerdings ein wesentlich héherer Stellenwert zu als
etwa in der Zahlentheorie. Man kann hierbei die Gelegenheit nutzen, eine Gesamtwiederho-
lung des elementargeometrischen Unterrichtsstoffs durchzufUhren, die erfahrungsgeman im
Unterricht der Klassen 10 bis 12 in der Regel zu kurz kommt.

Die Aufgaben wurden so gewahit, dald die benétigten Hilfsmittel von den Satzen Uber Winkel
an geschnittenen Geraden in der Kiasse 6 bis zur Ahnlichkeitslehre in der Kiasse 8 reichen,
und es wird auch auf die nicht zum Unterrichtsstoff zahlenden Satze von Menelaos und von
Ceva zuruckgegriffen.

Ferner wurde bei der Auswahl der Aufgaben darauf geachtet, daf} die wichtigsten heuristischen
Vorgehensweisen eingesetzt und dabei wiederholt werden kénnen. Es ist durchaus méglich
und nutzlich, in Klasse 10 diesbezlglich eine Gesamtwiederholung durchzufihren (vg. hierzu
den Abschnitt 5.) .

Die Aufgaben 1) bis 19) beschaftigen sich mit der Planimetrie, die Aufgaben 20) bis 29) mit der
Stereometrie . '

Die Aufgaben 1) bis 3) sind Bestimmungsaufgaben, die Aufgaben 4) bis 6) sind gemischte
Beweis- und Bestimmungsaufgaben, die Aufgaben 8) bis 14) sind Beweisaufgaben. Mit Auf-
gabe 16) folgt eine Ortsaufgabe, die Aufgaben 17) bis 19) sind Konstruktionsaufgaben. In den
Aufgaben 7) und 15) werden die Schuler aufgefordert, selbstandig Stoff aus den AGn fruherer-
Jahre zu wiederholen.

In Aufgabe 20) sollen die Schuler die "Begriffe und Satze aus der Stereometrie" wiederholen,

die in der AG Klasse 9 behandelt wurden. Mit Ausnahme der Beweisaufgabe 27) und der Ent-
scheidungsaufgabe 29) sind die restlichen stereometrischen Aufgaben Bestimmungsaufgaben.

Ziele:

- Geschicktes Zeichnen genauer Planfiguren zum Finden von Vermutungen
- Informativ gestaltete Figuren zum Abspeichern von Aufgabenstellung und Lésungsplan;
Wahl glnstiger Bezeichnungen
- Teilzielfrage und Hilfsmittelfrage beim VA/RA zum Lésen von Beweis- und Bestimmungsauf-
gaben; Lésungsgraph zum Festhalten des Lésungsplans
- Entdecken "versteckter" Hilflinien durch Verwenden der Hilfsmittelfrage beim RA
- "Suche nach Gleichungen ..." (als spezielle Hilfsmittelfrage), wenn VA/RA versagt; Finden
gunstiger Hilfsgrofien
- Wiederholen der
Methode der geometrischen Orter (als Durchschnittsbildung von Erfillungsmengen)
Methode der Hilfselemente (als Teilzielfrage beim VA/RA)
beim Lésen von Konstruktionsaufgaben
- RuckfUhrungsprinzip (Finden oder Formulieren von Hilfsaufgaben)
Ortsaufgaben als Hilfsaufgaben fur Konstruktionsaufgaben
Beweisaufgaben als Hilfsaufgaben fur Ortsaufgaben
Planimetrische Aufgaben als Hilfsaufgaben fur stereometrische Aufgaben
(Schnittebenenmethode)
- Transformationsprinzip: Algebraische Methode bei Konstruktionsaufgaben (Ubersetzen in
die Sprache der Arithmetik)
- Analogieprinzip beim Lésen von stereometrischen Aufgaben (analoge planimetrische
Aufgabe als Hilfsaufgabe)
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- Einzigkeitsnachweis und Existenznachweis bei Konstruktionsaufgaben und Ortsaufgaben
- Indirekte Beweise (vor allem fur Umkehrungen bewiesener Satze)
- Umkehren, Verallgemeinern und Spezialisieren von Sétzen; Betrachtung von Spezialféllen
und von Grenzféllen
- Ubergang von konkreten Aufgaben zu parameterhaltigen Aufgaben und umgekehrt; Proben
am Spezialfall; Lésbarkeitsdiskussion bzw. Determination bei parameterhaltigen Aufgaben
- Wlederholung und Festigung
der Satze Uber Winkel an geschnittenen Geraden, Uber Dreiecke und Kongruenz
der Séatze Uber Vierecke und weitere Vielecke
der Satzgruppe des Pythagoras und der Séatze Uber Strecken, Winkel und Geraden
am Kreis
der Ahnlichkeitslehre und der Strahlensétze sowie der Berechnung von Kérpern
des Kreises des Apollonius, der Satze des Menelaos und Ceva nebst Umkehrungen,
des Satzes Uber elementar konstruierbare Terme und von Satzen aus der Stereometrie
- Satz Uber die Eulersche Gerade und Satz Uber den Feuerbachschen Kreis

Bei der recht leichten Aufgabe 1) sollte man die
Satze Uber Strecken, Winkel und Geraden im Zu-
sammenhang wiederholen, was auch fur Aufgabe 2)
nltzlich sein wird. Hier bietet sich der Satz Uber die
Tangentenabschnitte als naheliegendes Hilfsmittel
an, und auch das Einfuhren der Bezeichnungen X, vy,
z liegt nahe.

Geg. BC=a;AC=b; AB=c ;

D, E, F sind die BerUhrungspunkte

des Inkreises mit dem Dreieck;
Ges.. Langen der Seitenabschnitte

AD, DB, BE, EC, CF, FA.
Nach dem Satz Uber dle Ta _gentenabschmtte gilt

AD=AF=x , BD=BE=y, CE=CF=z .

Bei der Suche nach Gleichungen zwischen gegebenen und gesuchten GréRen stélt man auf
das folgende Gleichungssystem, das mit Hilfe der Additionsmethode gelést werden kann:

X+y=cC--

}--»y-z=c-b -------
X+zZ=b- ¢~ 2y=a-b+c ;analog:2x=-a+b+cund 2z=a+b-c

y+z=a

Folglich gilt AD=AF=Y-a+b+c), BD=BE=4a-b+c), CE=CF=Ya+b-c) .
Die erwartete Symmetrie bezuglich a, b, ¢ kann zur Probe herangezogen werden.

Von etwas héherem Schwierigkeitsgrad ist die Aufgabe 2) .

Beim Zeichnen einer genauen Planfigur wird man wiederholen, dal nach einer Umkehrung
des Satzes von Thales die Hypotenuse des rechtwinkligen Dreiecks ABC ein Durchmesser
des Umkreises ist. Man kann auch wiederholen, dal wegen des gegebenen Seitenverhaltnis-
ses der Kreis des Apollonius ein geometrischer Ort fur C ist, obwohl man dies nicht unbedingt
fur eine Konstruktion dieses Dreiecks benétigt.
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Geg.: Umkreis k von Dreieck ABC;

BC=a;
<ACB=90°;
AC:BC=2:1;

Die Winkelhalbierende von << ACB
schneidet k in D ;
Ges.. CD=f(a) .

Beim Vorwértsarbeiten erkennt man, dall die
Lange des Durchmessers AB mit Hilfe des
Satzes von Pythagoras berechenbar ist.

Einer genau gezeichneten Planfigur kann man
die Vermutung entnehmen, dal D der Mittel-
punkt des Halbkreises BR ist Da nach dem
verallgemeinerten Periperiewinkelsatz zwei Peri-
pheriewinkel genau dann gleich sind, wenn sie D
Uber gleich groRen Bogen stehen, 1&Rt sich diese
Vermutung leicht beweisen. —
Auf diese Weise kann man auch auf den Durchmesser DE als Hilfslinie (mit berechenbarer
Lange) stoRRen, was Uber den Satz des Pythagoras fur Dreieck DEC zur Lange von EC als
hinreichender HilfsgroRe fuhren kann. Dieser Weg landet jedoch in einer Sackgasse.

Bei der Suche nach einem geeigneten Hilfsmitte/ kann man auf den Sehnensatz und damit auf
den Hilfspunkt S stoRRen. Entscheidend ist nun das Entdecken der Lote SF und 3G als
nltzliche Hilfslinien .

Man kann leicht nachweisen, dal SFCG ein Quadrat ist und daRl die Dreiecke SBF und
ASG zum gegebenen Dreieck ABC &ahnlich sind. Dies fuhrt dann zum EinfGhren der HilfsgréRe
SF=85G=CF=CG=s, worausdann BF =a-s und AG =2a-s folgt.

Damit erweisen sich die Langen der Sehnenabschnitte CS, AS und BS als berechenbare
HilfsgréRen, und mit Hilfe des Sehnensatzes ist es dann méglich, auch die Lange des Sehnen-
abschnitts DS zu "berechnen. Wegen TD = CS + DS haben wir auf diese Weise einen L6-
sungsplan gefunden.

Der Satz des Pythagoras, angewendet auf das Dreieck ABC, fuhrt zu AB = \/5a )
Wegen ASBF ~ aABC gilt s: (a-s)=2:1, also s=2a.

Der Satz des Pythagoras, angewendet auf das Dreieck CSF, fuhrt zu CS =+/2s, also zu
(1) CS=%2a.
Wegen 4ASG ~aABC gilt AS:s=AB:a, also AS-a = Za-+/5a und somit
(2) AS=%/5a .
Wegen BS = AB - AS =+/6a - Z\/5a gilt daher
(3) BS=1/5a .
Aus (1), (2), (3) folgt wegen des Sehnensatzes DS - 2\/2a = %\/5a - W/5a, also
(4) DS =2+2a.
Wegen CD =CS + DS = &\2a +2+2a = &\2a , also
(5) CD=\2a ~ 2,12a.

Damit haben wir unser Ziel erreicht. Nachmessen an einer genau gezeichneten Figur nebst
Vergleich mit dem berechneten Naherungswert lassen erwarten, daf® das Resultat korrekt ist.
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In der Phase der weiterfiihrenden Untersuchungen kann man ein Ergebnis des oben angege-
benen gescheiterten Lésungsweges nutzen und zusétzlich noch die Lange von EC berechnen.

Es gilt EC? = DE? - CD? = AB? - CD? = 5a° - %a% = la? also EC = L\2a . Hieraus folgt dann
EC: CD =1: 3, was als recht Uberraschende neue Erkenntnis zu werten ist.
Damit haben wir folgenden Satz entdeckt und sind auch in der Lage, ihn zu beweisen:

Wenn AB und DE zwei zueinander orthogonale Durchmesser einer Kreises sind, und wenn C
ein Punkt auf dem Kreisbogen BE ist, fur den AC:BC =2:1 gilt, dann gilt DC:EC=3:1 .

Relativ leicht ist die Aufgabe 3), und hier gibt es
auch mehrere Lésungswege. Ca
Da ein rechtwinkliges Dreieck mit den Kathetenlan- C
gen a und b gegeben ist, setzt sich das %,a,b
Sechseck, dessen Inhalt zu berechnen ist, aus drei A bz' C
Quadraten, zwei rechtwinkligen Dreiecken und zwei
stumpfwinkligen Dreiecken zusammen. : A
Von funf dieser Teilfiguren 1ait sich der Inhalt sofort | A g,ab

|

I

I

ermitteln (vgl. Figur).

LieRRe sich der Inhalt der schraffierten stumpfwinkli-

gen Dreiecke ebenfalls mit Hilfe von a und b aus- b/ 2. 12

drlcken, dann waren wir am Ziel. A.'\ (a +b)

Man kann recht leicht vermuten, daR der Inhalt die- \

ser beiden Dreiecke auch jeweils %ab betragt, wo-

raus dann folgt, daf Az,
J=2a%+Db?+ (a®+b?) + 4-%ab =2(a®>+ab + b?)

gilt.

!

w gy

Am leichtetsten gelingt dieser Nachweis mit Hilfe der trigonometrischen Inhaltsformel, mit der
man wegen sin(180° - a) = sina. sofort zeigen kann, dall J(A,AA,) = J(ABC) = %ab gilt.

Analog wird J(B,BB,) = 1ab abgeleitet.

Fihrt man A' als vierten Eckpunkt des Parallelo-
gramms AAAA' ein, dann |aRt sich zeigen, daf
<AAA=90°, AA=AA =CC,=b und AA-=
6-261 = ¢ gilt, woraus dann die Kongruenz und erst
recht die Inhaltsgleichheit der Dreiecke A,AA’ und
C,C,C folgt. Aus Eigenschaften des Parallelogramms
folgt J(ALAA') = J(AAA,) . Hieraus kann man dann

J(AAA)) = Jab ableiten.

Es fUhren aber auch Scherungen und 90°-Drehungen
zum Ziel.

Dabei haben wir stets die Methode der Fldchenzerle-
gung verwendet. Dal} hier auch die Methode der F/a-
chenergénzung zum Ziel fuhrt, deutet nebenstehende Figur an. FUr den Inhalt des Rechtecks
XYZU gilt

J; = (2a + b)(a + 2b) = 2a* + 2b* + 5ab, fur den Inhalt des Sechsecks dann

J, = (2a?+2b*+5ab) - Jab - ab -3ab - ab=2(a? + ab + b?) .
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Relativ leicht ist der Teil a) der Aufgabe 4):

V,, AB=a, CD=c, ABNCD ={S} im konvexen Viereck
ABCD; D

V, <«ASD =90°;

V,  E ist der Mittelpunkt von AC ,

F ist der Mittelpunkt von BD ;
Beh.: AC? + BD? = AD? + BC= .

Die Hilfsmittelfrage beim RA fihrt zum Satz des Pythagoras
als Hilfsmittel.

Nun liegt es nahe, jeden der beiden Summanden auf den bei-
den Seiten der Gleichung mit Hilfe dieses Satzes auszudrik-
ken und dann die beiden Seiten zu vergleichen.

Esgilt  ACz+BD?=(AS? + 5C?) + (BS? + §D?) A a B ‘45'
und AD? + BC2 = (AS2 + 8D?) + (BS2 + 5C?) .

Hieraus folgt unmittelbar die Behauptung.

Etwas schwieriger ist die in Teil b) der Aufgabe geforderte Berechnung der Lange von EF , weil
man hierzu Hilfslinien bendtigt.

Betrachtet man V;, dann kann die Hilfsmittelfrage beim VA zu dem Satz dber die Mittellinie im
Dreieck als Hilfsmittel fihren. Um die Mittellinien EG bzw. FG in den Dreiecken ABC bzw.
BCD zu erzeugen, fihrt man den Mittelpunkt G von BC als Hilfspunkt ein.

Der Rest ist einfach. Nach dem Satz Uber die Mittellinie im Dreieck folgt dann EGJJAB und
GF|| CD, wegen V, also < FGE =90° sowie EG—Ea und GF =1c woraus dann nach dem

Satz des Pythagoras folgt: EF =l\a*+ ¢

Bei Aufgabe 5) ist es gunstig, Teil b) vor Teil a) zu I6sen. Wenn man ¢ durch r, und r,

ausgedruckt hat, ist es leichter méglich, die dann préazisierte Behauptung aus den Vorausset-
zungen abzuleiten.

Der Aufgabenstellung ist zu entnehmen, dal} c
von der Lage des Punktes P auf dem Kreis k,

unabhangig sein mul}.

Folglich wird man einen glnstigen Spezialfall
wahlen, um ¢ zu berechnen. Besonders gunstig
ist es, P, speziell so zu wéhlen, dal} AP, = BP,
gilt.

In diesem Fall (und damit auch in allen anderen
Fallen) kann nur c=2(r,? +r,?) gelten.

V,: Fir k(M;ry) und Ky(M;rp) gilt ry<ry;
V,: AB ist Durchmesser von Kk, ;

V5 Pliegt auf k,;

Beh.: AP? + BP? =2(r,2 + 1,2

Die Hilfsmittelfrage beim RA fuhrt zum Satz des
Pythagoras als Hilfsmittel.
Wir mussen also rechtwinklige Dreiecke als Hilfsfiguren einfuhren.
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Wahlt man als Hilfspunkte den Lotfullpunkt A' von A auf die Gerade PM sowie den Lotful3-
punkt B' von B auf PM , dann entstehen die rechtwinkligen Dreiecke APA' und BPB' mit
den uns interessierenden Strecken als Hypotenusen.

Man weist leicht nach, daR die schraffierten rechtwinkligen Dreiecke AMA' und BMB' kongru-
ent sind. Bezeichnet man ihre Kathetenlangen mit u und v, dann gilt r? = u*> + v¢ sowie

0BdA AP=r,+u und BP =r,-u. Der Rest st leicht. Man erhalt
APz = (, + Uy +v* und BP2=(r,-u) +Vv? |

also AP2+BP2=2r,2+2u +2v2 =2(r,2 +1,2) , w.zbw.

Es gibt noch einen kurzeren Lésungsweg m.H. des Kosinussatzes.

Von héherem Schwierigkeitsgrad ist Aufgabe 6) . Der Schwierigkeitsgrad wirde noch steigen,
wenn man nur die Bestimmungsaufgabe 6b) stellen wirde, die nur I6sbar ist, wenn man die
Behauptung der Beweisaufgabe 6a) kennt. Um 6b) zu I6sen, miRte man daher (etwa aus einer
genau gezeichneten Planfigur) erst die entsprechende Vermutung finden und Aufgabe 5a) als
Hilfsaufgabe fur Aufgabe 5b) formulieren.

In der Regel soll man eine Hilfsaufgabe erst dann lésen, wenn sie sich als "brauchbare
Hilfsaufgabe" erwiesen hat, d.h. wenn es gelungen ist, mit der entsprechenden Vermutung die
Ausgangsaufgabe zu I6sen.

Dieses heuristische Vorgehen sollte man mit den Schulern besprechen. Wir beginnen daher
mit der Aufgabe 6b) :

Geg.: <ACB=90°;
CS s ist Seitenhalbierende im AABC ; C
CH h ist Héhe im AABC ;
CW ist Winkelhalbierende im AABC ;
CW ist Winkelhalbierende im ASHC : 3 h
Ges.. Lange w=f(s,h) der Winkelhalbierenden CW .

A S VW¥H B

Hierliegt es nahe, die Strategie "Suche nach Gleichungen
zwischen den gegebenen, der gesuchten und ginstig
gewdhlten HilfsgréBen" einzusetzen.
Da rechtwinklige Dreiecke vorkommen, bietet sich der Satz des Pythagoras als Hilfsmittel an.
So stéRt man auf die naheliegenden HilfsgroRen SW=u und WH=v .
Da eine gesuchte GréRe und zwei HilfsgréRen vorkommen, bendtigen wir drei unabhéngige
Gleichungen.
Zwei Gleichungen zwischen s, h, w, u, v liefert der Satz des Pythagoras fur die Dreiecke SHC
und WHC . Um die dritte Gleichung zu gewinnen, missen wir die bisher noch nicht verwen-
dete Bedingung betrachten, dall CW Winkelhalbierende im Dreieck SHC ist. Dies fuhrt auf
den Satz uber die Winkelhalbierende als Hilfsmittel, der besagt, daR jede Winkelhalbierende
die zugehdrige Seite im Verhéltnis der anliegenden Seiten teilt.
Auf diese Weise gelangt man zu folgendem Gleichungssystem:

(1) w?*=h%+v?

(2) (u+v)y2=82-h?

(8) u:v= s h
Aus (3) folgt u=¢-v , woraus man durch Einsetzen in (2) zu (h v+v)2=s?-h? alsozu
Crly ve=(s+ h)(s -h) und damit zu vz == gejangt
Durch Einsetzen in (1) folgt hieraus w? = hzéi% + hzs(i hh) = 5222‘; , wWoraus wir das gesuchte

Resultat erhalten:
f(s,h) = h-

s+h'
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Nachdem wir uns Uberzeugt haben, dal3 Aufgabe 6a) wirklich eine brauchbare Hilfsaufgabe flr
Aufgabe 6b) ist, befassen wir uns jetzt mit Aufgabe 6a):

V,, <ACB=90°;
V,, CS ist Seitenhalbierende im AABC ;
V, CH ist Hohe im AABC ;

V, CW ist Winkelhalbierende im aABC ;
Beh.: CW ist Winkelhalbierende im ASHC .

Beim Rickwaértsarbeiten kann man erkennen, dal}
sich das Ziel <1 = <2 wegen V, Uber das hinrei-
chende Teilziel <3 = <4 erreichen lalt:

Wie man das Ziel erreicht, hélt der folgende L&-
sungsgraph fest:

V, X1+ X3 =<2+ X4 -
V, ----- » AS=CS - - <F4=q - ---—}—-—{1 =<2
V1 ----- - (X=90°-B ----- - +----+ X3 =<4 e
fe—— o -~
V;-----»= «3=090°-p -
Dabei werden folgende Hilfsmittel  verwendet: Def. "Winkelhalbierende" , Def.

"Seitenhalbierende" , Basiswinkelsatz fur Dreieck CAS , Innenwinkelsatz fur Dreieck ABC ,
Def. "Héhe" , Innenwinkelsatz fur Dreieck SHC , Drittengleichheit, Umformung.

Bei der in Aufgabe 7) geforderten Wiederholung der Satze von Menelaos und Ceva sowie de-
ren Umkehrungen sollte man auch wiederholen, dal sich der Satz des Menelaos aus den
Strahlensatzen ableiten 1aRt, der Satz des Ceva aus dem Satz des Menelaos und dal die Um-
kehrungen dieser Satze indirekt bewiesen werden (vgl. hierzu 19/, S.65-67) .

Bei Aufgabe 8) wird man sich anhand einer genau gezeich-
neten Figur Uberzeugen, dal die Ecktransversalen . BE, C
CF einander tatsachlich in einem Punkt schneiden, wenn D,
E, F die BerlUhrungspunkte des Inkreises mit den Seiten des
Dreiecks ABC sind. E
Die Hilfsmittelfrage beim RA fuhrt zu der Umkehrung des
Satzes von Ceva als Hilfsmittel und somit zu dem hinreichen-

..., AF BD CE _
den Teilziel &5 5c 8a=1 - N \

Die Hilfsmittelfrage beim VA fihrt zum Satz iber Tangen- | A F B
tenabschnitte als Hilfsmittel und damit zu den ableitbaren
Feststellungen AF =EA, BD =FB und CE = DC , von denen ausgehend man das hinrei-
chende Teilziel leicht erreichen kann.

Bei der Aufgabe 9) erkennt man durch VA, daR wegen der Symmetrieeigenschaft von Dra-

chenvierecken BM = DM M gilt und dal} man daher die Behauptung g éx gm aus der hinrei-

chenden Feststellung 5 = %R% sofort ableiten kénnte.

Die Hilfsmittelfrage beim RA deutet nun auf "Ahnlichkeit / Strahlensatze” oder auf
"Inhaltsformel" als Hilfsmittel hin.
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Da in der Figur keine &hnlichen Dreiecke zu erkennen sind,
versucht man es mit dem letztgenannten Hilfsmittel.

Esgilt J(MAB)=iMAh=1ar, also a= m%

sowie  J(MCB)=1MCh=1br, also b=MCE.

Hieraus folgt unmittelbar das hinreichende Teilziel, womit
dann ein Losungsweg gefunden ist.

Noch schneller gelangt man ans Ziel, wenn man beachtet,
daR BM als Zentrale den Winkel < CBA halbiert und daB
dann die Winkelhalbierende BM im Dreieck CAB die Seite
CA im Verhaltnis der anliegenden Seiten teilt. Damit hat
man das oben genannte hinreichende Teilziel errreicht.

Von etwas héherem Schwierigkeitsgrad ist die Aufgabe 10)
Zunachst wird man sich anhand der Figur davon Uberzeugen, daf sich die Ecktransversalen
EA, FB,, GC, in einem Punkt schneiden, wenn dies fur die Ecktransversalen AA,, BB,, CC,

zutrifft.
Die Voraussetzung legt es nahe, mit dem Satz des Ceva ein ableitbares Teilziel zu gewinnen.
Die Behauptung legt es nahe, mit der Umkehrung

des Satzes von Ceva ein hinreichendes Teilziel zu C
gewinnen.

Die Schwierigkeit der Aufgabe besteht darin, zwi-
schen diesen Teilzielen einen Weg zu finden und
zu erkennen, daf} hierbei der Satz tber die Mittelli-
nie im Dreieck das geeignete Hilfsmittel ist.

V,: Die Ecktransversalen AR, BB,, CC,

schneiden einander in P ;
V,: EFG ist das Mittelpunktsdreieck von ABC ;

V5 A, B,, C,sind die Schnittpunkte von AR, §_B'.2
bzw. CC, mit FG, GE bzw. EF ;
Beh.: EA,, FB,, GC, schneiden einander in Q .
vV, = (1) %%%fg% = 1 ; [ Satzdes Ceval.
V, = (2)AC,=2FC, [Mittellinie im aAC,C].
C,B=2.C;E; [Mittellinie im AC,BC].
BA, = 2.GA,; [Mittellinie im ABA,A].

A,C =2AF, [ Mittellinie im aA,CA]
CB, =2EB,; [ Mittellinie im ACB,B | .
BA=2BG; [ Mittellinie im AB,AB ] .
FCGA EB
(1.2) > (3) piaiite =1 [ Einsetzen, Kirzen | .
2 2 2
CEAFBG
@) = @ g =1 [ Kehrwert ]

(4),V;=> Beh.: EKQ, 5: GC'Z schneiden einander in Q ; [ Umkehrung des Satzes von Ceva ].
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Von relativ hohem Schwierigkeitsgrad ist die Aufgabe 11) . lhre Behandlung ist dennoch zu
empfehlen, weil man hier den Einsatz von vielen unterschiedlichen heuristischen Vorgehens-
weisen wiederholen und demonstrieren kann.

vV, AC=BC ;
V,:  k(M;ry) ist der Umkreis von AABC ;
V. K(N;ry) ist der Inkreis von aABC ;

Es ist glnstig, wenn man die Richtigkeit der
Behauptung zunéachst durch eine Probe am
Spezialfall Uberpruft. Im gleichseitigen Drei-
eck git M=N, alsoc MN = 0. Wenn die
Behauptung stimmt, dann muRte hier r, = 2r,
gelten, was in der Tat zutrifft, weil hier M und
N mit dem Schwerpunkt S zusammenfallen
und daher r,:r,=2:1 gelten mul3.

Ferner ist es gunstig, die Beweisaufgabe in
eine Bestimmungsaufgabe umzuwandein,
indem man MN = x setzt und fordert, x durch r, und r, auszudriicken. Dadurch wird nahe-

gelegt, aulRer dem VA/RA auch die Strategie "Suche nach Gleichungen ..." einzusetzen.

Beim Zeichnen einer genauen Planfigur wird man den Umkreis und den Inkreis einzeichnen
und die Bezeichnu%g_en A, B, C, M, N eintragen. Als naheliegende Hilfslinien bieten sich allen-
falls MC =r, und NT =r, an, wobei zu diesem Zeitpunkt noch nicht klar ist, an welcher Stelle

man die BerUhrungsradien glnstigerweise einzeichnet.

Da sich aus den Voraussetzungen nichts ableiten |aRt, was uns offensichtlich dem Ziel naher
bringen wirde, wird man mit dem Rickwértsarbeiten beginnen.

Da die Behauptung in ihrer vorliegenden Form auf kein brauchbares Hilfsmittel hinweist, wird
man sie so lange umformen, bis dies der Fall ist.

Da alle vorkommenden GréRen positiv sind, ist die Behauptung x = \/r1(r1 - 2r,) &aquivalent mit
x*=r?-2rr, , alsomit (r, + x)(r, - x) = 2r,r, , und diese Form der Behauptung weist nun auf
die Hilfsmittel "Gleichheit von Inhalten", "Ahnlichkeit" oder "Sehnen-/Sekantensatz" hin, wo-
bei das Hilfsmittel “Ahnlichkeit” die gréRten Chancen zu bieten scheint.

Dies legt es nahe, nach dhnlichen Dreiecken zu suchen, in denen die in der umgeformten Glei-
chung enthaltenen GréRen vorkommen.

Im rechtwinkligen Dreieck CNT kommt (r, + x) als Hypotenusenlange und r, als Katheten-
lange vor, wodurch nahegelegt wird, der Behauptung die Form (r, + x) : r, =2r, : (r, - X) zu
geben.

Nun liegt es nahe, den Durchmesser CD = 2r, , die Hohe CH sowie die Strecke AD als
Hilfslinien einzuzeichnen.

Offensichtlich ist das Dreieck CDA nach dem Satz des Thales rechtwinklig, woraus sofort die
Ahnlichkeit der Dreiecke CNT und CDA folgt.

Dies fuhrt dann zum hinreichenden Teilziel *) RD=r,-x .

Nun empfiehlt es sich, die gefundenen Hilfspunkte durch Zusatzvoraussetzungen explizit ein-
zufGhren, um stets zu wissen, auf welche Eigenschaften dieser Hilfspunkte man zurtckgreifen
kann.
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ZV,: Dek(M;r,) und CD ist Durchmesser von k(Mr,) ;
ZV,. CDHAB ={H};
ZV, TeAC und NT ist Berihrungsradius von k(N;r,) .

Da laut Voraussetzung ND =r, - x gilt, fihrt weiteres Riickwértsarbeiten von (*) zu AD = ND
und m.H. der Umkehrung des Basiswinkelsatzes dann zum hinreichenden Teilziel %1 =<2 .

Nun versucht man, dieses Teilziel durch Vorwértsarbeiten zu erreichen. Als Hilfsmittel kom-
men Sétze uber Winkel in Dreiecken oder am Kreis in Frage. Die Bezeichnungen der benétig-
ten Winkel werden in die Planfigur eingetragen.

Der Weg von den Voraussetzungen und den Zusatzvoraussetzungen zum hinreichenden Teil-
ziel (*) kann dann wie folgt aussehen:

Zeige: <DAC =90°= <1+ <3 ——» «1=90°-8§3 -~
Zeige: << NHA = 90° <2 =90%-§4 -T ......... -] = X2
Zeige: AN ist Zentrale ------m-meeeemm- R K- O — ,

Das Formulieren des Beweises ist nun nur noch eine Frage erlernbarer Technik, wobei es je-
doch erfahrungsgeman auch in Klasse 10 meist noch einige Schuler gibt, die diese Technik
nicht voll beherrschen. Deshalb sollte man mit solchen Schulern auch in Klasse 10 noch das
Darstellen von Lésungen Uben.

Vor allem sollte man hervorheben, daR alle geometrischen Objekte, die bei der Beweisdarstel-
lung benétigt werden und die durch den Aufgabentext nicht explizit eingefthrt sind, durch Zu-
satzvoraussetzungen explizit eingefGhrt werden mussen. Ferner ist stets zu Uberprufen, ob
kein ZirkelschluR vorliegt, d.h. ob zum Ableiten einer Feststellung nicht eine Feststellung ver-
wendet wird, die weder vorausgesetzt noch bereits abgeleitet wurde. Und schlielich ist darauf
zu achten, daf zu jeder abgeleiteten Feststellung auch das zugehérige Hilfsmittel (Satz, De-
finition, Axiom, Formel, Umformungsregel) angegeben wird.

Eine Uberprifung der diesbezlglichen Korrektheit und Vollstandigkeit eines Beweises ist be-
sonders leicht moéglich, wenn dieser Beweis in Form eines Beweisschemas dargestellt wird.
Da diese Darstellungsform auch den Vorteil der Kirze und Ubersichtlichkeit besitzt, wird sie
von uns in der Regel fur das schriftlichen Festhalten an der Wandtafel eingesetzt. Die Uber-
fuhrung in eine ausfuhrliche, sprachlich geféllige Form ist im Prinzip problemlos, sollte jedoch
bei einer mundlichen Darstellung der Beweise immer wieder getbt werden.

Die Darstellung des von uns gefundenen Beweises in Form eines Beweisschemas kann wie
folgt aussehen:

V,, AC=BC ;
V,:  k(M;r,) ist der Umkreis von aABC ;
V3 k(N;r,) ist der Inkreis von AABC ;

Beh.: MN = x = +fry(r, - 2r,) .
Beweis:

ZV,: Dek(M;r,) und AD ist Durchmesser von k(Mr,);
ZV,. CD~AB ={H};
ZV, TeAC und NT ist Berihrungsradius von k(N:r,) .
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ZV, = (1) <DAC=90°; [ Satz des Thales ] .

Vi, ZV,; = (2) <«CHA=90°: [ CH ist Hohe ].

V,, (1) = (3) <DAN=90°-<«<NAC; [N liegtim Inneren von <« DAC].

ZV, 53 (2)= (4) (<ANH=)<AND =90° - <HAN;| N,HeCD ; Innenwinkelsatz far AAHN 1.

Vy, 2V, = (5) (<¥BAN=) «HAN=<NAC: [HeAB; AN ist Zentrale des Tangenten-
paars AB, AC ank(N;r,)].

(3),(4),(5) > (6) <DAN=<AND; [ Umformung ] .

(6) = (7) DA=DN; [ Basiswinkelsatz fur ANAD ] .

V,5, 2V, = (8) CN=r,+x;DN=r,-x; [M\NeCD, MD=MC =r,, MN=x].

(7),(8) = (9) DA= r=-X, [ Drittengleichheit ] .

ZV,5 (1) = (10) aCNT ~4CDA; [« TCN=<ACD, < NTC=<DAC(=90°)1].

(10) - (11) CN:NT=CD:DA: [ Ahnlichkeitssatz ] .

ZV,5,(8),(9)=> (12) (ry+X):r,=2r,:(r,-X); [CD=2r,, NT=r,, Einsetzen].

(12) = Beh.x= 4/r,(r,-2r,) ; [ Umformung .

Bei Aufgabe 12) wird man die Schuler auffordern,
zunachst nach einer Beziehung zwischen den Teilauf-
gaben a) und b) zu suchen.

Wenn es gelungen ist, nachzuweisen, da H' auf CH,
liegt, dann kann man analog nachweisen, da H' auch
auf BH, und auf AH, liegt, woraus dann folgt, da H'
der Héhenschnittpunkt von Dreieck ABC ist.

Folglich ist Aufgabe 12a) eine hinreichende Hilfsauf-
gabe fur Aufgabe 12b), und wir brauchen uns daher nur
noch mit Aufgabe 12a) zu befassen.

Beim Ruckwértsarbeiten erkennt man, da H' auf CH,

liegen wirde, wenn CH'LAB gelten wurde, was wegen
MS_LAB (leicht ableitbar aus der Tatsache, da M auf

der Mittelsenkrechten von AB liegt) aus MS||CH' fol-
gen wlrde.

Dieses hinreichende Teilziel deutet u.a. auf das Hilfsmittel
"Umkehrung eines Strahlensatzes" hin, was sehr chancenreich
ist, weil in der Figur eine Strahlensatzfigur vorkommt.

Der Rest ist leicht durch Vorwértsarbeiten zu bewaltigen. Nach
dem Satz uber den Schnittpunkt S der Seitenhalbierenden gilt
§S,:8C=1:2, nach Voraussetzung gilt SM: SH =1:2,

also gilt §'C . 5C =5V §H , woraus dann MS,J|CH' folgt,
und womit ein Lésungsweg gefunden wurde.

Unser Lésungsplan ist noch mit dem Mangel behaftet, daR er
fir den Spezialfall eines spitzwinkligen Dreiecks gefunden
wurde und wir uns nicht Gberzeugt haben, ob der Beweis pro-
blemlos auf stumpfwinklige oder rechtwinklige Dreiecke Uber-
tragen werden kann. Auch ist von vornherein nicht klar, daR
auch in diesen Fallen S stets auf der Strecke MH liegen muB,
wenn H den Héhenschnittpunkt bezeichnet. DaR all dies zutrifft,
ist der nebenstehenden Abbildung zu entnehmen.
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Nach dem Durchlesen der Aufgabenstellung von Aufgabe 13) sollte man die Schuler auffor-
dern, die Beziehung dieser Aufgabe zur Aufgabe 12) festzustellen.
Um zu zeigen, dal’ der Satz dber die Eulersche Gerade eine Umkehrung des in Aufgabe 12)
bewiesenen Satzes ist, halte man seine Voraussetzungen und seine Behauptung wie folgt fest:
V,: M ist der Umkreismittelpunkt von AABC ; (AABC nicht gleichseitig) ;
V,. S ist der Schwerpunkt von AABC ;
V;:  H ist der Hohenschnittpunkt von AABC ;
Beh.: H liegt auf der Geraden MS und es gilt MS:SH=1:2 .
Vertauscht man die Behauptung mit der Voraussetzung V; und schreibt H' statt H , dann er-
hélt man den in Aufgabe 12) bewiesenen Satz.
Dies legt es nahe, den Satz Uber die Eulersche Gerade indirekt zu beweisen , wobei man den
Satz aus Aufgabe 12) als Beweismittel benutzt.
Unter Beachtung der Morganschen Regel gewinnt man aus der Behauptung die folgende Ge-
genannahme unseres Satzes:

GA: H liegt nichtauf MS oder MS:SH=1:2 .

Es sind daher folgende Falle zu unterscheiden:
GA, H liegtauf MS undesgilt MS:SH=1:2 ;
GA,: H liegt nicht auf MS und es gilt MS: SH=1:2;
GA;: H liegt nicht auf MS undes gilt MS:SH=1:2 .

Aus GA, folgt, daR es genau ein H*=H auf MS gibt, fur das MS : SH*=1: 2 gilt. Die An-

wendung des Satzes aus Aufgabe 12) liefert dann sofort den Widerspruch, da H* = H gelten
mufte.

Die anderen beiden Falle sind nicht ganz so leicht zu bewaltigen. In der Regel solite man auf
ihre Behandlung verzichten und sich damit begnugen, mit den Schulern die Problemtik "Satz -
Umkehrung" sowie "Beweis von Umkehrungen" zu wiederholen.

Recht umfangreich ist die Aufgabe 74) , in der der Satz iber den Feuerbachschen Kreis be-
wiesen werden soll.

Die Aufspaltung in die Teilaufgaben a) bis d) stellt eine wesentliche Erleichterung dar, weil
es dadurch den Schulern erspart wird, die benétigten Hilfsaufgaben selbst zu finden.

Bei Zeitmangel oder mit leistungsschwacheren Schulern kann man auf diese Beweise verzich-
ten und sich damit begntgen, daR die Schuler beim Lésen der Teilaufgabe 14e) nachweisen,
daR sie diesen Satz verstanden haben.

Lésung von Aufgabe 14e) :

Wenn <BCA=90°, dann H=C=H,=H,=H; und M=S_, und S,=H, und S, =H,.
Wenn AC =BC, dann H,0,MeCH, , d.h. CH, ist die Eulersche Gerade .

Wenn AB=BC=AC, dann H=0=M und H,=S, und H,=S, und H =S, .

Aufgabe 14a) :

Aus den Voraussetzungen folgt, dai §;S, Mittellinie im AABC ist und daher S.S, = 2AB und
SyS.lIAB gilt.

Desgleichen folgt, dak H;H, Mittellinie im aABH ist und daher H;H, =1AB und H,H,||AB
ilt.

Eiieraus folgt dann 'S',,—S'a='I-TFIZ und S,S,||H,H, , d.h. HH,S,S, ist ein Parallelogramm.

Da H,S, Mittellinie im AHCA ist, gilt H,S,||HC, wegen HCLAB und damit auch HC1S,S,

folgt hieraus H,S,1S,S, , d.h. H,H,S,S, ist sogar ein Rechteck.
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Hieraus folgt dann, daB H,, H,, S, und
S, auf dem Kreis k(O;r) liegen, wobei
O der Mittelpunkt der Diagonalen H,S,

ist. Damit ist der geforderte Beweis
erbracht.

Analog kann man zeigen, daR} auch
H,H;S,S, ein Rechteck ist. Da es mit
dem oben_genannten Rechteck die
Diagonale H,S, gemeinsam hat, besitzt
es auch den Umkreis Kk(O;r). Damit ist
der in Aufgabe 12b) geforderte Beweis
erbracht.

Sehr leicht zu |6sen ist die Aufgabe 14c).
Da H,S, ein Durchmesser des Feuerbachschen Kreises ist und da nach Voraussetzung

< H,H,S, = 90° gilt, liegt H, nach einer Umkehrung des Satzes des Thales auf diesem Kreis.

Von héherem Schwierigkeitsgrad ist die
Aufgabe 14d) . Hier ist es gunstig, vor-
auszusetzen, dal N der Mittelpunkt
von HM ist und dann zu zeigen, dal N
mit dem Mittelpunkt O des Feuer-
bachschen Kreises zusamenfallt.

V,: H ist der Héhenschnittpunkt von

AABC ;
V,: M ist der Schnittpunkt der Mittel-

senkrechten von AABC ;
V5 O ist der Mittelpunkt des Feuer-

bachschen Kreises ;
V, N ist der Mittelpunkt von HM ;

Beh.: N=0O .

Wir fUhren durch eine Zusatzvoraussetzung ZV den Hilfspunkt N, als den LotfuBpunkt von N
auf BC ein.

Aus V, und V, und der Definition von H, und S, folgt dann, da S,H,HM ein Trapez mit
HH,||MS, ist und dall wegen ZV auch NN,||HH,||MS, gilt.

Aus V,folgt dann, dak® NN, die Mittelparallele und damit auch die Mittellinie in diesem Trapez
ist, d.h. da® N, der Mittelpunkt von H_.S, ist.

Folglich ist NN, die Mittelsenkrechte der Strecke H.S, .

Aus V, und den bereits bewiesenen Satzen folgt, daR H_S, eine Sehne des Feuerbachschen
Kreises ist.

Da die Mittelsenkrechte der Sehne eines Kreises stets durch den Mittelpunkt dieses Kreises
geht, muR N =0 gelten, w.z.b.w.

Die Aufgabe 15) sollte man dazu nutzen, das selbstandige Wiederholen unter Verwendung
des Arbeitsmaterials aus friheren Klassen zu Uben. Folgendes sollte hervorgehoben werden:

Konstruktionsaufgaben gehéren - neben zahlentheoretischen Bestimmungsaufgaben, dem L&-
sen von Gleichungen, Ungleichungen und Gleichungssystemen, geometrischen Ortsaufgaben
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und gewissen logisch-kombinatorischen Aufgaben - zu demjenigen Aufgabentyp, bei dem ne-
ben der Angabe der gesuchten Erfullungsmenge auch ein Einzigkeitsnachweis und ein Exi-
stenznachweis gehéren. An die Stelle der Angabe der Erflllungsmenge tritt hier die Angabe
einer algorithmischen Vorschrift, mit deren Hilfe man alle und auch nur diejenigen untereinan-
der nicht kongruenten Figuren konstruieren kann, die die gestellten Bedingungen erflllen.

Auch die Ortsaufgaben gehoren zu diesem Aufgabentyp, wobei man hier die Erfllungsmenge
in der Regel nicht als Ergebnis des Einzigkeitsnachweises (der begrindeten Herleitung) ge-
winnt, sondern durch Betrachtung von speziellen Punkten errét.

Beim Lésen von Konstruktionsaufgaben treten Ortsaufgaben als Hilfsaufgaben auf, beim L6-
sen von Ortsaufgaben treten stets zwei geometrische Beweisaufgaben als Hilfsaufgaben auf,
die im Beweis eines Satzes und seiner Umkehrung (Einzigkeits- und Existenznachweis oder
umgekehrt) bestehen. Dabei wird die Umkehrung oft indirekt bewiesen, wobei man entweder
den Ausgangssatz als Beweismittel verwendet oder der beim Beweis des Satzes erfolgreichen
Beweisidee folgt.

Jede Konstruktionsaufgabe 1ait sich so umformulieren, da entweder nur Punkte gesucht und
Punkte nebst Bedingen gegeben sind oder daR Streckenldngen gesucht und Streckenlangen
nebst Bedingungen gegeben sind. Im erstgenannten Fall wird die Methode der geometrsichen
Orter oder die Methode der Hilfselemente eingesetzt, im letztgenannten Fall verwendet man
die algebraische Methode,

Die Methode der geometrischen Orter bedeutet eine Anwendung der allgemeineren Methode
der Durchschnittsbildung von Erfallungsmengen, die Methode der Hilfselemente ist eine spe-
zielle Variante des kombinierten Vorwérts- und Ruckwaértsarbeitens, die algebraische Methode
eine Anwendung des allgemeinen Transformationsprinzips (Ubersetzen in die Sprache der
Arithmetik).

Punkte S zu ermitteln, die folgende Bedingung
erfullen:
S ist der Schwerpunkt des Dreiecks OXY ,
wobei Xeg,, Yeg,, XY =6,

mit g,ng, = {0} und g,Llg, gilt.

In Aufgabe 16) ist der geometrische Ort aller ?
4z

Offensichtlich kann man sich aus Symme-
triegrinden bei der Suche nach einem L&-
sungsweg auf eine der vier Viertelebenen be-
schrénken, in die g, und g, die Ebene zerle-

gen.
Wir konstruieren zunachst ein spezielles Drei-
eck OX,Y, und seinen Schwerpunkt S, , die

die gestellten Bedingungen erflllen. Dazu
benétigen wir den Mittelpunkt S, von X.Y, als

Hilfspunkt. Es gilt 0S, =208, .
Dann betrachten wir die "Grenzfalle” X=0, Y=Y,, S=8§, .229 Y= L X=X, , S= Sy,
in denen das Dreieck zu einer doppelt durchlaufenen Strecke OY, bzw. OX| entartet. Man er-
kennt, daB OS, = 10X, , OS, = 1 0Y, gilt.

X, X, &

Bei elementaren (d.h. nur mit Zirkel und Lineal auszufGhrenden) Konstruktionen sind als
geometrische Orter nur Geraden, Strahlen, Strecken, Kreise oder Kreisbdgen zugelassen.
Wenn der hier gesuchte GO zu dieser einfachen Art gehért, dann kann es in der betrachteten
Viertelebene nur ein Kreisbogen, in der gesamten Ebene also ein Kreis sein (wenn man die
erwahnten entarteten Dreiecke mit in die Betrachtung einbezieht). Dies fuhrt zu folgender



121

Vermutung: GO =k(O; r=3XY =2).
Sicherheitshalber Uberprifen wir diese Vermutung anhand eines weiteren speziell gewéhlten
Dreiecks OX,Y, .

Wir bezeichnen die zweite und dritte Zeile der oben gegebene Bedingung ' mit V, (die als
"gemeinsame Voraussetzung" beim Einzigkeitsnachweis und beim Existenznachweis auftau-

chen wird) .
Der Beweis der Vermutung besteht dann im Beweis des folgenden Genau-dann-wenn-Satzes:

Vo, = [ S ist der Schwerpunkt von AAXY < Sek(O; 1XY)].

Es sind also folgende beiden Wenn-dann-Satze zu beweisen:
(I) V, und (S istder Schwerpunkt von AO0XY ) = Sek(O; LXY) : (Einzigkeitsnachweis) .

() V, und Sek(O; LXY) = Sistder Schwerpunkt von AOXY ; (Existenznachweis) .

Beweis von (1): _—

Wir fihren S, durch eine Zusatzvoraussetzung ZV als den Mittelpunkt von XY ein.

Aus ZV und V, folgt dann (1) OS, ist Seitenhalbierende von aXYO .

Nach einer Umkehrung des Satzes des Thales folgt aus ZV und V,, weiterhin die Feststellung

(2) 85,0 =5X=58Y=1XY.
Laut Voraussetzung ist S der Schwerpunkt in AXYO , also gilt (3) OS =208, .
Aus (2) und (3) folgtdann OS = XY, also Sek(0; IXY) , w.zbw.

Beweis von (ll) [indirekt] :
Wie oben folgen aus ZV und V,, die Feststellungen (1) und (2).

Wire Sc0S, kein Schwerpunkt von aXYO, dann wurde OS <20S, oder OS > 205, gel-
ten, woraus wegen (2) dann OS < XY oder 08 > XY und somit Sgk(O; $XY) folgen

wurde, im Widerspruch zur Voraussetzung unseres Satzes.
(Wir sind beim indirekten Beweis der Umkehrung der Beweisidee fur den direkten Beweis des
Ausgangssatzes gefolgt.)

Bei Aufgabe 17) erkennt man leicht, daR hier die Methode der geometrischen Orter nicht so-
fort zum Ziel fuhrt. Also wird man versuchen, die Methode der Hilfselemente anzuwenden.
Ges.: Vierecke ABCD .
Bedingungen: (a) ABCD ist ein Trapez mit AB||CD und AC~BD = {S};

(o) AB+CD=s=12cm;

(cy AC+BD=d=15cm;

(d) <ASB=¢=100°;

(e) «<CAD=¢g=70°.
Da man stets mit dem Konstruieren einer Strecke beginnen soll, wird man im ersten
Konstruktionsschritt entweder von der Bedingung (b) oder von der Bedingung (c) ausgehen.
Ferner ist klar, daR man m.H. einer Streckenabtragung und das EinfGhren von Hilfspunkten
Strecken mit den gegebenen Langen erst erzeugen mufB. Daflr gibt es im Prinzip stets
mehrere Méglichkeiten. Da man mit den Hilfspunkten stets Hilfsfiguren erzeugen méchte, Uber
die man méglichst viel weill, wird man die Hilfspunkte E bzw. F durch Streckenabtragung so
einfUhren, dall das Parallelogramm BECD und das gleichschenklige Dreieck EFC entstehen.
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Dadurch bietet sich das Dreieck AEF als Hilfsdreieck
an, von dem wir die beiden Seitenlangen AE =s und F
AF =d kennen. ,c?
Offensichtlich mUssen wir einen Winkel als drittes ¢
Bestimmungsstick ermitteln. Laut Stufenwinkelsatz gilt o . \-\
< ASB = <XACE = ¢ , nach dem AuBRenwinkelsatz und v ‘1( C e “
dem Basiswinkelsatz fur das Dreieck EFC also D; o \
«CFE = <FEC=1}0¢. \ DN
Folglich werden wir von Bedingung (c) ausgehen und ~
die ("grun" zu zeichnenden) Punkte A und F als %
gegebene Punkte wahlen. =~ | F—————nu--___ o £
Dann sind B, C, D die ("rot" einzuzeichnenden) A B
gesuchten Punkte und E ein ("'blau" einzuzeichnender) ¥
Hilfspunkt.

Da wir fur E zwei geometrische Orter kennen, ist E
ein konstruierbarer Hilfspunkt . Da die Daten des Hilfsdreicks AEF vom Typ (s, s, w) sind,
erkennt man, dafl} bei den hier gegebenen Gré3en zwei derartige Dreiecke existieren.

Man erkennt recht leicht, daB sich nun die gesuchten Punkte B, D, C in dieser Reihenfolge
konstruieren lassen, weil man jeweils zwei geometrische Orter kennt.

Den kurzen Lésungsplan kann man dann wie folgt festhalten: A, F/E,,,C,,,D;,,B;,.
Beim ausfihrlichen Lésungsplan mufte man zu jedem Punkt, der zu konstruieren ist, jeweils
die beiden geometrischen Orter vermerken.

So gelangt man zu der folgenden
Konstruktionsbeschreibung:

(1) AF=d=15cm;

(2) FX mit <AFX=1¢=50°;

(3) k(A;s=12cm)nFX={E, E,} ;

(4) E,¥;, mit «FE,,Y,,= L¢=50°;

(B) EioYi20 AF ={C,; C,};

(6) gy, mit gy,llAE,, und C,,€9,,;

(7) mit «C,,AZ=¢=70°,;

(8) AZ~g,,={Dy; D,}

(9) k(Eq2 Ch)n 12= {By; Bz }.

AB,C,D, und AB,C,D, sind zwei verschiedene Lésungen unserer Aufgabe.

Mit Ausnahme von Schritt (3) sind alle Konstruktionsschritte unbeschrankt und eindeutig aus-
fahrbar.

Die Konstruktionsbeschreibung wurde unter Verwendung einer abkurzenden Schreibweise
festgehalten. Man achte darauf, dal die Schuler die Konstruktionsbeschreibung mundlich aus-
fuhrlich formulieren, z.B.:

(2) Man trage an dne Strecke AF im Punkt F den freien Schenkel FX des Winkels mit der
GréRe von 50° an. (Dabei wird < AFX als orientierter Winkel aufgefallt, womit eindeutig
festgelegt wird, in welcher der von AF erzeugten Halbebenen der freie Schenkel anzutragen
ist.)

Auch wenn eine Konstruktionszeichnung nicht verlangt wird, sollte man sie stets anfertigen, um
einerseits die Korrektheit der Konstruktionsbeschreibung zu Uberprifen und andererseits zu
einer begrindeten Vermutung zu gelangen, ob die beiden so erhaltenen Vierecke kongruent
sind oder nicht. In unserem Fall erkennt man, daR die beiden Trapeze nicht kongruent sind .
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Ex

Im Einzigkeitsnachweis ist nun zu zeigen:
Wenn ein Viereck ABCD die gestellten Bedingungen erflullt, dann kann es wie beschrieben
konstruiert werden. Dies 143t sich kurz und unmiversténdlich wie folgt festhalten:

(a).(b),(c).(d) = (1).(2),(3), ... .(9) .
Beim Einzigkeitsnachweis mUssen die verwendeten Hilfspunkte eingangs durch Zusatzvoraus-
setzungen explizit eingefuhrt werden, wobei in der Regel ihre eindeutige Existenz gesichert
sein mul3. Bei uns gilt:

ZV,: EcAB mit BE=DC, dh. AE=s ;

ZV, FeAC mit CF=BD, dh. AF=d.
Es gibt Autoren, die den (dann meist "Analysis" genannten) Einzigkeitsnachweis mit der L6-
sungsfindung identifizieren. Dies ist nicht gerechtfertigt. Einerseits haben heuristische Uberle-
gungen, die zu brauchbaren Hilfspunkten fuhren, im Einzigkeitsnachweis nichts zu suchen.
Andererseits wird durch die notwendige Festlegung der Hilfspunkte im Einzigkeitsnachweis
nichts darUber ausgesagt, wie man sie finden kénnte.

Im Existenzsnachweis ist die Umkehrung des oben genannten Satzes zu beweisen:
(1).(2),(3),....(9) = (a),(b),(c).(d) .

Man beginne stets mit dem Beweis derjenigen Bedingungen, deren Erfllltsein unmittelbar aus

einem der Konstruktionsschritte folgt. Es kann namlich vorkommen, daR eine dieser sofort ab-

leitbaren Bedingungen fur das Ableiten der restlichen Bedingungen benétigt wird.
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Einzigkeitsnachweis:

Wenn ein Viereck ABCD die Bedingungen (a), (b), (c), (d) erfullt, dann gilt:

Es gibt genau einen Punkt E , der ZV, erfullt, und es gibt genau einen Punkt F, der ZV, er-
fallt.

Die Punkte A und F sind durch (c) und ZV, eindeutig bestimmt.

Wegen ZV, und (a) ist BECD ein Parallelogramm, also gilt BD||[EC und BD EC . Aus (d)

folgt daher nach dem Stufenwinkelsatz < ACE = <ASB=¢ .
Aus ZV, folgt dann CF = BD = CE . Nach dem Ba5|swmkelsatz und dem AuRenwinkelsatz fur

Dreieck EFC gilt daher (*) <CFE=<FEC —5

Wegen (*), (b) und 2V, liegt daher E sowohl auf dem freien Schenkel des Winkels < AFE =
7o als auch auf dem Kreis k(A;s) .

Wegen ZV, und (*) liegt C sowohl auf AF als auch auf dem freien Schenkel des Winkels
<FEC=%0.

Wegen (a) und (e) liegt D sowohl auf der Parallelen g zu AE durch C als auch auf dem
freien Schenkel des Winkels <FAD =¢.

Wegen ZV, liegt B sowohl auf AE als auch auf k(E; CD) .

Damit ist gezeigt:

Wenn ein Viereck ABCD die Bedingungen (a), (b), (c), (d) erfullt, dann laRt es sich wie in
(1).(2), ... ,(9) beschrieben konstruieren.

Existenznachweis:

Wenn ein Viereck ABCD nach (1),(2), ... ,(9) konstruiert wurde, dann gilt:

Wegen (6), (8) und (9) gilt AB||CD, alsoist (a) erfulit.

Wegen (7) und (8) gilt ««CAD =¢, alsoist (e) erfulit.

Wegen (3) und (9) gilt AE=AB+BE=AB+CD=s, alsoist (b) erfullt.

Wegen (2), (3), (4) und dem AuBenwinkelsatz fur Dreteck EFC gilt «ACE=¢ .

Wegen (8), (8), (9) ist BECD ein Parallelogramm, also gilt BE||EC und BE =EC .

Nach dem Stufenwinkelsatz gilt dann <«<ASB = <ACE = ¢, also ist (d) erfullt.

Wegen (2), (3) und (4) sind die Basiswinkel im Dreieck EFC gleich groR, also gilt nach Um-
kehrung des Basiswinkelsatzes EC =FC ; wegen BD = EC und (1) sowie (5) folgt hieraus
AF=AC+CF=AC+BD=d, also ist auch (b) erfullt.

Damit ist gezeigt: -

Wenn ein Dreieck nach (1),(2), ... ,(9) konstruiert wurde, dann erfllit es die Bedingungen (a),
(b), (c), (d)und e).

Die Lésungsfindung erfolgt bei Aufgabe 18) analog. Im
Unterschied zu Aufgabe 17) sind jedoch keine konkre-
ten GroRen, sondern nur Parameter gegeben. Dies
macht eine Determination erforderlich.

Offensichtlich wird man wegen Bedingung (b) den
Hilfspunkt E so einfuhren, da@ E<BA mit AE = AD,
also BE =s gilt.

Da auRerdem BD =f gegeben ist, bietet sich das Drei-
eck BED als Hilfsdreieck an. Wegen Bedingung (d)
mull man nun versuchen, einen Winkel dieses Hilfs-
dreiecks durch den gegebenen Winkel ¢ =B + &
auszudricken.

Wegen (a) gilt <DBA=3B und <ADB=15.

Wegen AD = AE qgilt <EBED <EDA=¢.
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Nach dem Innenwinkelsatz fur Dreieck BDE gilt daher 2-¢ + %(B +9)=180°, also &€ =90° - ‘Z-(p

Folglich ist das Hilfsdreieck BDA aus s, f, ¢ konstruierbar, wobei es 2,1 oder O derartige
Dreiecke geben kann, je nach dem, ob k(B;f) den freien Schenkel ED von <BED schneidet,
berihrt oder meidet.

Der Rest ist einfach. Der kurze Lsungsplan lautet B, E/ D, ,, A, Cy,

Bei Aufgabe 19) liegt es nahe, wegen Bedingung (b) mit der Strecke AB = s zu beginnen.
Wegen Bedingung (a) ist dann AB ein 1.g.0. fur X, es ist aber nicht zu erkennen, wie die
noch verbliebene Bedingung (c) einen 2.9.0. fur X liefern kénnte.

Wenn man mit der Methode der geometrischen Orter und auch der Methode der Hilfselemente
scheitert, dann wird man versuchen, die algebraische Methode einzusetzen.

Zu diesem Zweck wird die Aufgabe so umformuliert, daR eine Streckenlénge gesucht und ne-
ben Bedingungen auch nur Streckenléangen gegeben sind.

Sei AX = x die gesuchte Streckenlange und AB =s die ge-
gebene Streckenlange.

Wegen Bedingung (a) gilt dann BX = s - x, und die Bedin- g
111 s

gung (c) nimmt die Gestalt
(c) x(s-x)=p mit gegebenem s>0 und p>0

an. Dabei wird angenommen, da® s und p konstruierbar sind.
Nun versuchen wir, x durch s und/foder p in der Form
x = f(s;p) auszudrucken. Enthalt der Term f(s;p) nur rationale
Rechenoperationen oder Quadratwurzeln, dann ist dieser Term
elementar konstruierbar und die zugehdrige Konstruktionsauf- | 2% \&
gabe I6sbar.

!

(c') ist aquivalent mit x2 - sx +p =0, also mit x,, =1+/s>-4p . : - '
Hieraus folgt, dalR x elementar konstruierbar ist und dal es =Ny X
genaudann 2,1 oder 0 Punkte X gibt, die die Bedingungen T x X ]
(a), (b), (c) erfullen, je nach dem, ob s> 24/p , s=2+/p oder o !

s <2+Jp dgilt.

Wie der Term f(s;p) konstruiert wird, ist in der obigen Abbildung angedeutet. Zunachst wird +/p

mit Hilfe des Héhensatzes, dann \/32 - 4p mit Hilfe von Streckenverdopplung und des Satzes
von Pythagoras sowie schliellich f(s;p) mit Hilfe einer Streckenabtragung und einer Strek-
kenhalbierung konstruiert.

Im Zusammenhang mit Aufgabe 20) sollte man Uber die dort geforderte Wiederholung der

"Begriffe und Séatze aus der Stereometrie” auch die beim Losen stereometrischer Aufgaben

einsetzbaren Methoden wiederholen.

Im Vergleich zu planimetrischen Aufgaben kann bereits die Veranschaulichung der Aufgaben-

stellung problematisch sein. Besonders bei leistungsschwacheren Schulern sollte man biswei-

len auch Kérpermodelfle zur Veranschaulichung heranziehen . Bei einer Planfigur ist jeweils

zu entscheiden, ob es lohnt, ein Schrégbild zu zeichnen, oder ob es gunstiger ist, eine Zweita-

felprojektion, ein Netz, eine Abwicklung oder gewisse Schnittfiguren fur eine Veranschauli-

chung der Aufgabe zu verwenden.

Die Schuler haben folgende Methoden zum Lésen stereometrischer Aufgaben kennengelernt:

a) Ruckfuhrung auf planimetrische Aufgaben durch das Betrachten von gunstig gewahliten
Schnittfiguren, von Abwickiungen oder Kérpernetzen .

b) Verwenden von Satzen und Formeln aus der Stereometrie als Hilfsmittel .

c) Analogiemethode, d.h.. Lésen einer analogen planimetrischen Aufgabe in der Hoffnung,
den dort erfolgreichen Lésungsweg Ubertragen zu kénnen.
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Bei Aufgabe 21) empfiehit sich ein
Schragbild  zur Veranschaulichung der Auf-
gabenstellung, u.U. ergénzt durch das Bild
der gemeinsamen Grundflache von Prisma
und Pyramide. Dabei ist es gunstig, das
Schragbild so zu zeichnen, dall das Dreieck
AS,S in wahrer GréRe erscheint.

Sei M;, der Inhalt der Mantelflache des Pris-
mas, das ein gleichseitiges Dreick mit der
Seitenlange a als Grundflache sowie die
Hoéhenlange h besitzt, und sei M,Dy der In-

halt der Mantelflache einer Pyramide, die mit dem Prisma die Grundflache und die H6henlange
gemeinsam hat.
Dann lautet die gegebene Bedingung

Mp, = Mpy .
Wie man sofort erkennt, gilt (1) My, =3ah.
Um Mg, zu berechnen, verwende man die ._S_cl.vnittebenenmethode. Durch Rickwértsarbeiten
gelangt man zur hinreichenden HilfsgréRe SS, =h,, von hier aus ( mit Hilfe des Satzes von
Pythagoras) zu S'S, und der gegebenen GréRe h .

Durch Vorwértsarbeiten gelangt man mit Hilfe des Satzes von Pythagoras zu Z\'§a = ;—\/ﬁ-a
und mit Hilfe des Satzes Uber den Schwerpunkt zu S'S, = 1y/3-a und damit zu 55,2 = 1a? + h2.

Folglich gilt (2) Mp=lar\[rpa®+h? .

Aus (1) und (2) folgt dann durch Umformen das gesuchte Resultat h= ;—a :

Eine etwas andere Lésungsidee besteht darin, aus den gegebenen Bedingungen zu folgern,
dal J(ABED) = J(ABS) , also a-h = %ahaund somit h, =2'h.

Man ermittelt also h =f(a) so, daR diese Gleichung gilt.

Wegen é@; = % 3a und hz2=h?+852 sowie h, =2h gelangt man uber die Gleichung
4h? = h? + L-a? schlieBlichzu h=ta

Auch bei Aufgabe 22) ist ein Schréagbild die gunstigste Mdglichkeit fur eine Veranschauli-
chung.

Da E und F die Mittelpunkte der Kanten BS bzw. CS sind, ist EF eine Mittellinie im Drei-
eck BCS, woraus EF||BC folgt.

Da ABCD ein Quadrat ist, gilt BC|JAD.

Hieraus folgt dann EF||AD , womit gezeigt ist, da® A, E, F, D in einer Ebene liegen, die die
gegebene Pyramide in zwei Teilkoérper zerlegt.

Das Verhaltnis V, : V, der Volumina die-

ser Teilkérper lieRe sich ermitteln, wenn
man sowohl V, als auch V, durch die
gleich groRe Lange a der acht Kanten
der Pyramide ausdricken kénnte.

Zur Berechnung von V, und V, bietet
sich eine Zerlegung der Pyramide in Teil-
kérper an.

Zwei zur Grundflache ABCD senkrechte
und zur Kante AB parallele Ebenen zer-
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legen den unteren Teilkérper in ein Prisma KMELNF mit der Grundflache KME und der Hohe
EF sowie in zwei zueinander kongruente Pyramiden ABMKE und DCNLF .

Fur das Volumen des unteren Teilkorpers gilt dann  V, = Vp, +2:V,, .

Fur das Volumen des oberen Teilkérpers gilt dann  V, =V -V, , wobei V das Volumen der

gegebenen Pyramide ABCDS bezeichnet.

Kombiniertes VA/RA und die Schnittebenenmethode liefern die ableltbaren und die hinrei-
chenden HilfsgréRen. Dabei sto3t man auf die FuBpunkte S', E', F' der Lote von S, E, F auf
die von ABCD festgelegte Ebene als weitere Hilfspunkte .

Offensichtlich gilt KM=IN=AB=CD=a und EF =MN=1a sowie BM=NC =
Der Satz des Pythagoras liefert AS' =88'=2+[2.a.

Hieraus folgt dann V=122,

Laut Zusatzvoraussetzung gilt EE'||SS' ; laut Voraussetzung ist E der Mittelpunkt von BS ;
folglich ist EE' eine Mittelparallele und damit auch eine Mittellinie im Dreieck BSS', woraus

dann EE =122 folgt.

-b[-*

Hieraus erhélt man Vp, =zv/2:a* und pr =+ 2 a*, also
Hieraus folgt dann (2) V,=V-V,= ~ 2 at.

Folglich betragt das gesuchte Verhéltnis V, : V2 =5:3 .

Bei Aufgabe 23) wird man den gegebenen geraden Kreiskegelstumpf, dessen Mantellinien um
60° gegen die Grundflache geneigt sind, zunachst durch einen ebenen Schnift veranschauli--
chen, der ein gleichschenkliges Trapez ABCD darstelit.
Da sich die Inhalte von Grund- und Deckflache laut Voraussetzung wie 4 : 1 verhalten, verhalt
sich der Durchmesser AB der Grundflache zum Durchmesser CD der Deckflache wie 2: 1.
Da der Gummifaden, dessen maximale Lange zu ermitteln ist, in der Mantelflache liegt, wird
man zuséatzlich die Abwicklung der Mantelfléche betrachten, die auf jeden Fall ein Kreis-
ringausschnitt ist. Wirde man den Zentriwinkel o dieses Kreisringausschnitts kennen, dann
kénnte man diese Abwicklung konstruieren.
Nun ist die Erkennnis entscheidend, daf} die Abwick-
lung der Mantelflache des zugehorigen Kegels mit der
Spitze S und dem Grundkreisdurchmesser AB eine
Halbkreisflache ist, d.h. da o = 180° gilt. Wegen SA
1

=z ist namlich der Umfang des Grundkreises, der

den Bogen des Kreisausschnitts bildet, halb_so lang
wie der Umfang des Kreises mit dem Radius SA .

Auf diese Weise hat man die stereometrische Aufgabe
auf eine planimetrische Aufgabe zurtickgefuhrt. Es ist
die maximale Lange einer Strecke PQ zu ermitteln,
deren einer Endpunkt P auf dem Halbkreis mit dem
Radius S5A , deren anderer Endpunkt Q auf dem
Halbkreis mit dem Radius SC liegt und die ganz im
Kreisringausschnitt liegt.

Wahit man 0.B.d A P = A, dann ist offensichtlich der
Tangentenabschnitt AQ die gesuchte Strecke mit
maximaler Lange. (Wurde man einen Punkt Q' auf
dem Bogen QD wahlen, dann wirde der Gummifaden
AQ' die Mantelflache verlassen und teilweise in der
Deckflache liegen.)
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Der Rest ist einfach. Wegen SA=8P= 2ry und sQ = rg gilt nach dem Satz des Pythagoras
max{PQ} =/3-r, .

Bei Aufgabe 24) ist wieder ein Achsenschnitt ein gun-
stiges Mittel zur Veranschaulichung der Aufgabenstel-

'y
lung. : !
Man erhélt das Volumen Vg des Restkorpers, indem (hl'bz\ !
man vom Volumen V,, des grolen Ausgangskegels das l i -

Volumen V,, des kleinen Kegels an der Spitze sowie das 'T'
Volumen V, des ausgebohrten Zylinders subtrahiert. h
Laut Aufgabenstellung soll dann
Vi = Vig - Vig - Vz = 3V gelten. J
Dies ist aquivalent mit v re— R —
(1) Vz+Vy = ;‘ng ~
Die Formeln fur die in (1) vorkommenden Volumina liefern
uns die Hohenlange h des Ausgangskegels und die Hohenlange h, des Zylinders als Hilfs-

gréfBen .
Durch Einsetzen dieser Formeln in (1) erhélt man die Gleichung

nrth, + -‘3-7:r2(h -hy) = %‘TCth , die aquivalent ist mit

(2) 4r*h,=(R?*-2r*h .
In dieser Gleichung treten aufer der gegebenen GréfRe R und der gesuchten Grée r noch
zwei zu eliminierende HilfsgréRen auf. Hierzu werden in der Regel zwei weitere Gleichungen
bendtigt.
Wegen der Ahnlichkeit der in der Figur vorkommenden kleinen und groRen rechtwinkligen
Dreiecke gilt R:h=r:(h-h;) , also

3) hy=h(1-g).
Es ist Uberraschend, daR in diesem Falle die Gleichung (3) genugt, um in (2) beide Hilfsgréflen
zu eliminieren. Durch Einsetzen von (3) in (2) erhalt man

4rh(1-§) = (R2- 2r4)h

also 4r2 - %= R2 - 2r?
und somit (4) 4r*-6Rr*+R® =0.

§
s--------

Die gréte Schwierigkeit dieser Aufgabe besteht nun darin, eine Lésung dieser Gleichung
3.Grades zu erraten.

Es ist ratsam, zunachst einen gunstigen Spezialfall zu betrachten.

FUr R =6 erhalt man die Gleichung 4r*-36r2 + 216 =0, also r*-6r? + 54 = 0, und mit Hilfe
des Vietaschen Wurzelsatzes nebst Abspalten des zur erratenen Lésung gehérenden Linear-
faktors gelangt man zur Gleichung (r - 3)(r? - 6r - 18) = 0 . Der quadratische Term besitzt die
Nullstellen r,=3-3y3 und r; =3+ 31/3, diewegen r,<0 und r, >R =6 keine Lésungen
unserer Aufgabe liefern. Also ist r =3 die einzige Lésung unserer speziellen Gleichung.

Dazu R =6 die Lésung r =3 gehort, liegt es nahe, zu vermuten, dal fur beliebiges R die
Gleichung (4) als einzige Lésung r= %—R besitzt.

Inder Tatgilt 4 (LR)*-6RER) +R* =R - 2R3+ R*= 0.
Damit ist gezeigt, daB r= iR gilt.



129

Bei Aufgabe 25) wird man zunachst (auch in Hinblick auf die Aufgabe 28) ) zunachst den Be-
griff regulérer Kérper (Tetraeder, Wurfel, Oktaeder, Dodekaeder, lkosaeder) wiederholen und
begrinden lassen, warum als Begrenzungsflachen nur gleichseitige Dreiecke, Vierecke oder
Funfecke, nicht aber auch gleichseitige Sechsecke, Siebenecke usw. vorkommen kénnen.
Alle reguléren Kérper besitzen eine Umkugel und eine Inkugel, und es fallen die Mittelpunkte
von Umkugel und Inkugel zusammen.
Der Umkugelradius r eines Wurfels mit der Kantenlédnge a ist gleich der halben Raumdiago-
nalen dieses Wurfels, d.h. es gilt
r=14/3a .
Fur den Inkugelradius r, eines solchen Wurfels gilt offensichtlich
n=xa.

Durch Einsetzen und Umformen folgt hieraus

() r=3f3r.
Nach Voraussetzung soll das zu betrachtende Ok-
taeder mit diesem Wurfel den gemeinsamen Mittel-
punkt M von Umkugel und Inkugel sowie den Um-
kugelradius r gemeinsam haben. Aus Symme-
triegrinden reicht es aus, nur die Hélfte eines sol-
chen Oktaeders zu betrachten (vgl. Figur).
Wenn das Oktaeder die Kantenldnge b besitzt,
dann ist sein Umkugelradius gleich der halben
Diagonalen des Quadrats ABCD mit der Kanten-
lange b, d.h. es gilt

2) r=i\2b .
Nicht ganz so einfach ist die Ermittlung des Inku-
gelradius r, dieses Oktaeders.

Da der Inkugelradius auf der Seitenflache, die die

zugehorige Tangentialebene festlegt, senkrecht steht, fuhren wird den Hilfspunkt L als FuB-
punkt des Lots vom Mittelpunkt M auf eine Seitenflache, z.B. die Seitenflache BCE ein. Es
gitdann r, =ML .

Da BCEM eine gerade Pyramide mit dem gleichseitigen Dreieck BCE als Grundflache ist, ist
der LotfuBpunkt L gleich dem Schwerpunkt dieses Dreiecks.

Fuhrt man nun N als Mittelpunkt der Kante BC ein, dannist EN eine Seitenhalbierende die-

ses Dreiecks und es gilt LN =1EN sowie [E =2EN.

Da ML Hohe im rechtwinkligen Dreieck NEM ist, gilt nach dem Héhensatz ML2 = IN-LE ,
folglich ML =1+/2.EN.

Da EN Hohe im gleichseitigen Dreieck BCE mit der Seitenlange b ist, gilt EN =1+/3b.
Hieraus folgt dann ML =1+/6:b, also

Wegen (2) gilt daher
(3) rp=3\3r.

Wegen (1) ist damit gezeigt, dal® ein Oktaeder, das mit einem Wurfel den Mittelpunkt M und
den Umkugelradius r gemeinsam hat, auch den gleichen Inkugelradius wie dieser Wurfel be-
sitzt. Das gesuchte Verhaltnis lautet daher r,:r,=1:1 .

Dieses einfache Resultat war nicht von vornherein zu erwarten. Wenn man von der Lage der
Kérper im Raum absieht, dann gibt es zu jeder Kugel genau einen Wurfel mit der Kantenlange
a und genau ein Oktaeder mit der Kantenlange b , die diese Kugel als Inkugel und deren Mit-
telpunkt als gemeinsamen Mittelpunkt besitzen.
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Man fordere die Schuler auf, sich zwei derartige Kérper vorzustellen und Aussagen Uber die
Lage der 8 bzw. 6 Eckpunkte zu treffen.
Unser Resultat besagt, daR diese 14 Punkte alle auf einer Kugel mit dem Mittelpunkt M und

dem Radius r=+/3; liegen, wenn r; den Radius der Inkugel bezeichnet.

Weiterhin gilt r,<r=4/3r,<a=2r,<b=4f6r, . :

Zwei ausgezeichnete gegenseitige Lagen dieser beiden Kérper sollten hervorgehoben werden:
a) Zwei gegenuberliegende Eckpunkte des Oktaeders fallen mit zwei gegenuberliegenden
Eckpunkten des Waurfels zusammen; die restlichen vier Eckpunkte des Oktaeders liegen auf
einem GroR3kreis der Umkugel und teilen diesen in vier gleiche Teile.

b) Die 6 Eckpunkte des Oktaeders liegen auf denjenigen drei Geraden, die die Mittelpunkte
gegenuberliegender Seitenflachen des Wrfels verbinden.

Nur bei einem gut ausgebildeten Raumanschauungsvermdégen durfte ein Schuler in der Lage
sein, sich die gegenseitige Durchdringung der beiden Kdrper in den genannten beiden Fallen
richtig vorzustellen. Das Anfertigen entsprechender Kantenmodelle kann hierbei sehr hilfreich
sein.

In der Aufgabensammiung der AG Klasse 9,
Geometrie, Aufgabe 34) wird in einer Abbildung
folgendes veranschaulicht (vgl. /10/, S.16):

Die Mittelpunkte (Schwerpunkte) der 6 Seiten-
flachen eines Wurfels sind die Eckpunkte eines
Oktaeders, und die Schwerpunkte der 8 Sei-
tenflachen dieses Oktaeders sind die Eckpunkte
eines Wurfels.

Anhand dieser Abbildung laRt sich folgendes
veranschaulichen:

Geht man von einem Oktaeder aus, dessen Eck-
punkte in den Mittelpunkten der Seitenflachen
des zugehorigen Waurfels liegen und denkt sich
dieses Oktaeder einer zentrischen Streckung mit
dem gemeinsamen Symmetriezentrum dieser
beiden Kérper unterworfen, dann durchdringt v
dieses Oktaeder die Seitenflachen des Wurfels
immer mehr, bis schliellich die Oktaederkanten
die Wurfelkanten schneiden und die Eckpunkte des Oktaeders in den Mittelpunkten der Seiten-
flachen des Wurfels liegen. Zwischen dem Ausgangszustand und diesem Endzustand tritt der
in nebenstehender Abbildung festgehaltene Zustand ein, daR diese beiden Kérper eine ge-
meinsame Inkugel und eine gemeinsame Umkugel besitzen.

Auch die Aufgabe 26) fuhrt zu ei-
nem Uberraschenden Resultat. Der
durch die geschilderte zentrisch zy-
lindrische Durchbohrung einer Kugel
entstehende Restkérper hat dasselbe
Volumen wie diejenige Kugel, deren
Durchmesser gleich der Lange der
zylindrischen Bohrung ist.

Zur Veranschaulichung der Aufga-
benstellung bieten sich gunstig ge-
wahlte Schnittfiguren an.

Bezeichne R den Radius der zen- N
trisch durchbohrten Kugel, r den
Radius der Bohrung, d die Lange der Bohrungund sei h=R - %d .

\
\
oh)
/
/

\

%

3

f— —— —
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Dann gilt fur das Volumen Vg des Restkorpers laut Aufgabenstellung

mit Ve =31R® Volumen einer Kugel mit dem Radius R ,

V, = nr3d Volumen eines Zylinders mit dem Radius r und der Hohe d
und Vi = %n-h‘(SR -h) Volumen einer Kugelkappe mit dem Radius R und der Héhe h.
Laut Aufgabenstellung und dem Satz des Pythagoras gilt

R2=r2+ 1_,dz

7% .

Wegen h=R-1d folgt hieraus dann

BR-h=2R+1d.

Durch Einsetzen und Umformen erhéait man dann

Ve=n[2R*-(R?- 1d?)d-4R?*-dR+1d)(2R +1d) | =n[ i - L [=incb.
Far eine Kugel mit dem Radius d gilt ebenfalls V, = E‘;n-d’ )
Folglich gilt fir das gesuchte Verhaltnis Vi :V=1:1 .

Relativ leicht ist die Aufgabe 27) , bei der
wieder eine Schnittfigur der Veranschauli-
chung der Aufgabenstellung dient. Polarkre

Nach dem EinfGhren gunstiger Bezeichnun- Wenode -
gen (vgl. Figur) kann man beim Vorwértsar- keeis /

beiten entdecken, dal
o+ p=90°

gilt, woraus zunachst die Kongruenz der ?

Dreiecke MB'B, AAM, MCA und BDM

und hieraus dann ___ .
MC=MB'=DB=r, und MD=CA=r,

folgt.. .

Da h=CD = MC - MD gilt, erhalt man

schlielllich das gesuchte Resultat S
h=r,-r, .

Die dreiteilige Aufgabe 28) stellt relativ hohe Anforderungen an das Raumanschauungsver-
mogen der Schiler. Daher ist eine Unterstitzung der Veranschaulichung durch Modelle
(Tischtennisbélle, die man zusammenklebt) zu empfehlen. Bei der Schragbilddarstellung zu
Aufgabe 28c) wurde auf eine perspektivisch richtige Darstellung der Kugeln bewuf3t verzichtet.
Bei den Aufgaben 28a) und 28b) spielen geschickt gewahlte Schnittfiguren fur die Veran-
schaulichung eine entscheidende Rolle.

Wichtig ist die Erkenntnis, dal aus Symmetriegrinden die Mittelpunkte der gleich groRen Ku-
geln, die der gegebenen Hohlkugel eingelagert werden sollen, jeweils die Eckpunkte eines re-
guléren Polyeders sein mussen. ‘

Beim Anfertigen der Planfiguren wird stets der Satz verwendet, dal® der BerGhrungssradius auf
der Tangentialebene senkrecht steht und daf} die BerUhrungsradien zweier einander berGh-
render Kugeln stets auf der Verbindungsstrecke ihrer Mittelpunkte liegen.

Da die Existenz einer derartigen Einlagerung jeweils der Aufgabenstellung entnommen werden
kann, darf man auf einen Existenznachweis verzichten. Dennoch sollte man stets tberlegen,
warum die angegebenen BertGhrungsbeziehungen zutreffen.
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Bei Aufgabe 28a) mussen die 6 einzulagernden Kugeln die Eckpunkte eines regularen Ok-
taeders bilden. Dabei berGhrt jede dieser Kugeln (auer der Hohlkugel) diejenigen vier Kugeln,
deren Mittelpunkte in den vier "benachbarten" Eckpunkten liegen, wahrend sie diejenige Kugel
meidet, deren Mittelpunkt im "gegenulberliegenden” Eckpunkt liegt.
Als gunstige Veranschaulichung bietet sich die Schnittfigur an, die in der von den Eckpunkten
A, B, C, D festgelegten Ebene liegt.
Diese vier Eckpunkte A, B, C, D des Okta-
eders bilden ein Quadrat, dessen Diagonalen-
schnittpunkt M gleich dem Mittelpunkt der
Hohlkugel mit dem Radius R ist und fur des-
sen Diagonalenléange

AC =2 AB = 2+/2r
gilt, wobei der Radius der eingelangerten gleich
groflen Kugeln mit r bezeichnet wurde.
Bezeichnet man den inneren Durchmesser der
Hohlkugel, der die Punkte A und C enthalt,
mit T,T,, dann gilt

T,T,=2r+AC =2(1 +y2)r=2R,
fur D=2R und d=2r also

D=(1+4/2)d.
Hieraus folgt dann die gesuchte Beziehung d= (\/—2_ -1)D . |
Die Richtigkeit des Naherungswerts d = 0,41D H

/

bestatigt man durch Nachmessen an einer ge-
nau gezeichneten Figur.

Bei Aufgabe 28b) bilden die 8 Mittelpunkte E L F
der einzulagernden Kugeln die Eckpunkte ei-
nes Warfels.

Die Kugel mit dem Mittelpunkt A berthrt die
drei Kugeln mit den "benachbarten" Mittel-
punkten B, D, E, sie meidet dagegen die
Kugeln mit den vier "nicht benachbarten" Mit-
telpunkten C, F, G, H.

Als gunstige Veranschaulichung bietet sich die
Schnittfigur an, die in der durch die Eckpunkte
A, B, G, H festgelegten "Diagonalebene" T,
des Warfels liegt. ¥
Diese Punkte bilden ein Rechteck mit den

Seitenlangen AB = d, AH =+2d und der ] G

Diagonalenlange AG =4/3d .

Fur den inneren Durchmesser der Hohlkugel

git T,T,=D.

Wegen TT, = T.A + AG + GT, = 2r + y/3d ®d ke

und 2r =d folgt hieraus (\/3+ 1)d = D und _

damit die gesuchte Beziehung \ !
d=1+3-1)D . v

Die Richtigkeit des N&herungswerts A B

d = 0,37D bestatigt man durch Nachmessen -

an einer genau gezeichneten Figur. T
1
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Bei Aufgabe 28c) bilden die Mittelpunkte der 4
einzulagernden Kugeln die Eckpunkte eines regu-
laren Tetraeders.

Hier ist es gunstig, zur Veranschaulichung ein
Schragbild  anzufertigen, in dem die Schnittfigur

—

AS,D (mit S, als Mittelpunkt von BC) in wahrer

GroRe erscheint.

Offensichtlich berthrt hier jede der eingelagerten

Kugeln die drei anderen eingelagerten Kugeln, und

fur die Kantenlénge des Tetraeders gilt
AB=AC=2r.

Da ABC ein gleichseitiges Dreieck ist, folgt hier-

aus

(1) AS,=DS, =+3r.
Aus Symmetriegrinden ist der Mittelpunkt M der
Hohlkugel gleich dem Schnittpunkt der Hoéhen im regularen Tetraeder, der mit dem
Schwerpunkt dieses Kérpers zusammenfallt.
Bezeichnet man den Schnittpunkt des Strahls AM bzw. DM mit dem Dreieck BCD bzw.
ABC mit S, bzw. S, , dann sind AS, und DSj Schwerelinien im Tetraeder, also ist S,

bzw. S, der Schwerpunkt im Dreieck BCD bzw. ABC.
Zusammen mit (1) folgt hieraus
(2) AS,=%f3r und §,5,=L3r .
Nach dem Satz des Pythagoras fur das Dreieck AS,S, gilt dann
/_\g:\z =3r2- %rz ’
also (3) AS,=%/6r .
Aus der Ahnlichk_e_it c_ie__r Dreiecke AMS, und AS,S, folgt
AM:AS, = AS,:AS,.
Durch Einsetzen von (1), (2), (3) und Umformen folgt hieraus dann
4) AM=4/6r .
Fur den Radius R der Hohlkugel folgt dann
MT=TA+AM=r+X6r=}6+2r=R,
woraus man dann

r=@16-2)R

und hieraus die gesuchte Beziehung
d=({6-2)D
gewinnt.

Die Richtigkeit des Naherungswertes d = 0,45D bestatigt man durch Nachmessen an einer
genau gezeichneten Figur.

Bei Aufgabe 29) ist es zweckmaRig, zur Veranschaulichung 2 Schnittfiguren anzufertigen.
Die erste Schnittfigur liegt in der vom regularen Funfeck M;M,M;M,M; mit dem Umkreis k(M;r)

und der Seitenlange s aufgespannten Ebene, dessen Eckpunkte die Mittelpunkte der funf Ku-
geln mit dem Radius 1's sind.

Die zweite Schnittfigur enthélt neben M, und M auch den Mittelpunkt Mg der Kugel Kg und
steht auf der erstgenannten Schnittfigur senkrecht.

Sei MM;=h .
Far h< %s wurden die Kugeln Kg und K; einander schneiden;,
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fur h= s warden sie einander berihren;

fur h > L1s wurden sie einander meiden.
2

Wenn man einer genau gezeichneten Figur die Langen M;Mg=M,M, =s und MM =r ent-
nimmt, dann kann man erkennen, dal} die Lange —NTMS = h der zweiten Kathete im rechtwinkli-
gen Dreieck M;MM; gréRer ist als -}s und daf} daher der letztgenannte Fall eintritt.

Ein exakter Nachweis gelingt am einfachsten mit Hilfsmitteln der Trigonometrie.
Far den Mittelpunkt P von MM, gilt «<M;MP = 36°, also s = 2r-sin36°, woraus r ~ 0,851

folgt. Wegen h? =s?-r2 erhalt man hieraus h~0,526s, also h> 1s.
Folglich gilt: Die Kugeln Kz und K; meiden einander .

Wesentlich umstéandlicher ist der folgende 2.Lésungsweg:
Man denke sich das reguléare Funfeck zu einem regularen Zehneck mit der Seitenléange M,Z =

ZM, = z erganzt. Sei ferner M;Q Winkelhalbierende im Dreieck ZMM, .
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Da dann die Dreiecke M,ZM und ZQM, &hnlich sind, gilt MM, : M,Z = M,Z : ZQ, wegen
W, =MZ =r sowie M,Z=2z also r:z=z:(r-z) und damit

(1) rz=r*-22.
fMZ halbiert den Winkel <M,MM, und schneidet daher die Strecke M,M, senkrecht in ihrem
Mittelpunkt P, der seinerseits ZQ halbiert. :
Da M,ZP ein rechtwinkliges Dreieck ist, gilt (2-M,P)? = (2-M,2) - (2-PZ)? .
Ferner gilt 2M,P=MM,=s, 2M,Z=2z und 2PZ=ZQ=MZ-MQ=r-z .
Folglich gilt s2=42-(r-z)*=3z22-r*+2rz.
Ersetzt man in dieser Gleichung 2rz mit Hilfe von (1), dann erhalt man die bemerkenswerte
Beziehung

(2) s?=z2+r2.
Dies besagt nach der Umkehrung des Satzes von Pythagoras, dafl man aus der Seite eines
reguléren Funfecks, der Seite des zugehdrigen regularen Zehnecks und dem gemeinsamen
Umbkreisradius stets ein rechtwinkliges Dreieck bilden kann.
Wegen M;Mg=MM,= .. =NMM;=s ist M der FuBpunkt des Lots von M, auf die Ebene, in
der das Funfeck liegt. - .
Fur die Lange MgM = h dieses Lotes gilt wegen MMy =s und M;M =r daher

(3) s*’=h*+r2.
Aus (2) und (3) folgt h=z.
Da im rechtwinkligen Dreieck M,ZP stets M;Z >M,P, also z> s gilt, ist damit gezeigt,

dall h> %s gilt und daher die Kugeln Ky und K, einander meiden.

In der Phase der Auswertung sollte man hervorheben:

Es ist stets gunstig, wenn man durch geschickte Wahl der Planfigur und genaues Zeichnen
zunachst zu einer Vermutung gelangt, die dann noch zu beweisen ist.

Auch bei stereometrischen Aufgaben kann die Trigonometrie ein sehr nltzliches Hilfsmittel
sein.

Obwohl der 2.Lésungsweg unangemessen umstandlich ist, hat er uns doch zu der merkens-
werten Beziehung (2) gefUhrt. Hatte man eine entsprechende (Beweis- oder Bestimmungs-)
Aufgabe als Hilfsaufgabe bereits fruher geldst und wirde diese Eigenschaft regularer Funf-
und Zehnecke kennen, dann waére auch dieser Lésungsweg angemessen.
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4. LOSUNGEN DER BESTIMMUNGSAUFGABEN AUS DER
"Aufgabensammlung fiir Arbeitsgemeinschaften - Klasse 10"
Gleichungen, Ungleichungen und Funktionen
1) &) L={3}; b) L={¥1-5);¥1+V5);3}; ¢ L=0;
d)  L={6-4y2,6+42}; e) L={-6}.
2) a) Wenn p<0 , dann L= 0 ;
wenn p=1, dann L={-3};
wenn p>0 und p =1, dann L={-p-2Ap:-p+2\p} .
b) Wenn pe(-u-3U(d; o), dann L=0;
wenn pe{-33 dann L={3p+3}
wenn p=0, dann L={1};
wenn p=g dann L={3%};
wenn pe(-32)undpe{0:] dann L={x; %}
3) a) (140 (1 -3 ( \[>,<2;-\/§),(3;0>};
b) L= {(00 (1; 5) (1,2),(24).2,9.3 9.3 3)};
c)  L={(0;0).(1;3-12), (1;3R/2), (2D, (2, 2), (3; D). (3; 3) .
4) &) X=(-2222); L={2}; b) X=(¢0;10);  L={1};
) X=(iew); L={4-23}; d X={2} L={2};
e) X=R; L=¢(1:2) f) X=R L={-9:4}
g9 X=(0;26); L=(25,26); h)  X=(-3x) L =(0; @) ;
i) X=(0;45); L=¢(0;3); kk X=R L=R
) X=(0,0)\{2}; L=(0,2)u(4 o),
m)  X=(-]W2W2)\{0}; L=¢ W2 1);
n  X=(-W3 W3\ {0}, L=(0:3);
0) X=(1o); L=¢(510) .
6) f(x)=2 - 2x+12x+10

10) Die Funktion f besitzt nur fur a =0 eine reelle Nullstelle ; es gilt f(-1)=0 .

13) #0)=1; f-1)=}; Q=18 .
16) a) Es gibt derartige Polynome, z.B. p(x) =x*-29x2-x+9 .

b) Es gibt keine derartigen Polynome.

17) a)  L={(2-1), (-2, 1), W2 N2), - W2 -32)}
by L= {(1,1,(2,2,(%1*—\/—,%1f),(5(1\/—,5(1+Jg))}
)L ={(1;5), (5:1). (-1:-5), (-5;-1), (3+V/3; 3+3), (3/3; 3+3), (-3+/3; -33), (-33; -3+\3)};



17)

18)

19)

20)

21)

22)

23)

25)

27)
28)
29)
30)

31)

32)

33)

Y
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L={(2;2), (22} .

L={(1:2,3), (-1,-2-3), (2:1; D), (-2-1;-) };

L={(1,2,3), (-1;-2;-3) } ;

L={(31+5); 51 +5); X1 +/5)), ( X1-5); X1-5); ¥1-5))}:
L={(-1-1;-1), (1;-1,1) }; e) L={(a00) (0,a0),0,0;a);
L={(1;1;1)}.

Das Gleichungssystem (1), (2), (3) besitzt

a) keine reelle Lésung, wenn a = 3 gilt ;

b) genau eine reelle Lésung in keinem Fall ;

c) mehr als eine relle Lésung, wenn a =15 gilt .

1

a) a<; oder a>1,;

b) a<1.

a) 5 b) 8; c) 025:

d) 01 ; e) 13, f) 05 ;

g 5; h)y 0,09 : i) 0,04 .

a) 41: b) 14 : c) 2 d 3;

e) 5, f) 7

L={1,3}. 24) L={(3:3)}

a) 4, b) % c) -4 d 32

e) -3 ) -1

o) 1 (6) (6) log,b - log,c = log,c; (7)  logcb .
a) 08271; b) 12001 ; ¢ -02519; d) -1,7100 .
a) 1 by 2 0 3 a9 2

Die letzten beiden Ziffern lauten 41 .

a) L={4}; b) L={16}; ¢ L=(913);d L=(0g):
e) L=(57);f L=R\(9;13) =(-0;9)uU (13, o) ; @) L=0.
a) L={a;1 far  a>0 und a=1;
L=0 fur - a<0 oder a=1.

o) L={2%1  fur a>0 und bzc;

L=R furr a>0 und b=c und a=10¢:

L=0 fr a<0 oder [a>0 und b=c und a=10¢] .
L={(24)} .



36)

37)
42)

a)
a,)

by)
b3)
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L=0,
L={x;; X} mit -3 <x,
L={x,} mit 26<x,<27 .
L={0;x} mit 24<x,<25 ,b,)
L={-1;0}, b,)

a,)

<-29 und 2,

L={x,.1} mit -17<x,<-16,
1<x,<22 ,

L={x,;2} mit 04<x1<05
L=0 .

Es gibt genau ein derartiges Zahlentripel, nadmlich (2; 1; 2) .

Die Ungleichung ist allgemeingiltig, wenn |a| <2 gilt.
Das Gleichheitszeichen gilt fir (a=2 und x=y) oder (a=-2 und x=-y).

Vektoren

2)

a) A—Lsf; 55; S_ﬁ

b) P—§.; B_IW; MD X aR .

d PM=-CQ AC = 2PQ AB=-2RD; SP=-;BD, RP=-2AS, Mk=-.DA

c) DC=2; CD=-3; PR=D: DA=-b; QS5=-a3; 8Q=3;
AC=3a+b" BD=b-2; DB=2a-b; CA=-2-b;
AF=1a;, QM=-13; RM=-1b, §A=-1F; aC=1b; MS=-13;
AM=1@+B); MB=1(3-5); MD=1(-3); RS=-1@+D)
o AS-LF RE=.5
AP+PM+MD=AD=b" W+l\7fﬁ+ﬁ?5+QM=W=;-a,
W+§B+DA=IWK=-%(5+’S5; CM+PR+QB+AC=0;

f) X=PM=1F; X=RC=1%; X=PM=1F; X=RC=13a;
X=PQ=1(@+DB); X=8R=1(F+DB); X=MM =3, Xx=PS=1(b-a)

PQ=3-7; QP =p-¢; PM=PQ=1(G-p);

OM=0P + PM=5+1(§-P) =1(@+3) .

a)y AC=a+DP=d+c: BD=b-c=-a+d;

EF = E_B-+§I?=;~é’+%5’=%-(é’+5'); HG = }Tﬁ+5—§=;~a.+;~g=;~(3+'3,

b) EE=%-K€ Satz uber die Mittellinie im Dreieck CAB ;

E_E= HG  Satz tber das Mittelpunktsviereck: EFGH ist ein Parallelogramm .

) HF=1E+9) .

a) 5Pfele: FE; CA; CG; GA; TH.

b) 24 Pfeile haben die gleiche Lange wie KL es gilt KL = ; El

c) HD=1% BE=-17; KA=-13; AH=1%;

A IR BR=-1B0-13-3).

d AB+BC+CD=AD=%5" —I?+Ff+r+l3_€=_€=--‘2~é';
BF+CC+KA=BF +FE+EA=BA=-3.
BC+CL+CF=BL+LK=BK=1(-a+%§);
DL+CF+KH+AH=DL+[R+KH+AD=DD =3
AG+EF+CD+KE=AG+GC +CD +DH = A -;55



20)

21)

a) 5=AS,=c+18=-B-18=1@-b);
b ')'(’=§;+§;+?c=6_
a) AG=2+B+2; EC=-2+2+B; AM=0+1F +1b;, AN=F+0+18;

MN=MG+GN=1(@+b-0); AP=AE+EM+MP=33+b+9).
b) MN=1EC; folglich MN=1EC und MN| EC ; MN ist Mittellinie im Dreieck .

AS=AP=3:5: HAS:8C=1:5.
D(1;5);  P@31);  [B=+10.

R=2F=(42); V=F+B+2=(14); Z=3F+1b-2C=(82) .

o= (o), AB=\B,-af+ (by-aF ; M=i@+b) .

OR, =[1,0°]=(1;0); I\:Kfc”)r\; :

OA,=[1,60°1= (% 1\3); AR = (-3 3\3) =[V/3, 150°;
OA,=[1;120°]1= (-1 1N3); AR, =(-2,0)=[2 180°];
OK,=[1,180°]1=(-1;0); AE= (-2 13) =[V3; - 150°];
OA;=[1,-120°]= (-} - 33) AR, = 0K,

OA,=[1,60°1= (% -1\3); AR =(0;-3) = [\3; - 90°]
F=(3,4)=[5531°]; b =(-3; -4) =[5 233,1°] = [ 5; - 126,9° | ;
= (2,-4)=[4,47,296,6°| =[4,47. -63,4°];d=(-5. 1) =[ 5,10, 169° | :
'é=(-4;-4)=[5,66;225°]=[5,66;-135°];?’-——)~[060 56,3° ] ;
3=(-1,3)=[3,16: 108,4°]; R=(3;-1)=[3,16;342° | = [ 3,16; - 18,4°]
F=[2;30°1=(3;1)=(1,73; 1) ; B=[2-30°]= (3 -1)=(1,73;-1):
2=[4;100°] = (- 0,69, 3,94) d=[10; 160°] = (- 9,40; 3,42) :
g=[5-120°]=(-5 - \/’)-( 2,5;-4,33); F=[10;-20°]=(9,40; - 3,42) :

=[ 2:-135°] = (-1/2; \/"-( 1.41;-1,41); R=[3;170°]=(-2,95; 0,521) :

i

=[1;135°]1=(-3/2; 32) = (- 0,71, 0,71) .

Komplexe Zahlen

1)

a) x=4,y=10; b) x=6+2-1,y=6-2+-1 .

a) a=1+i=+/2(cos45° + i-sind5°) ; b=-2+i=1+/5(cos153,4° + i-sin153,4°) ;
¢ =4 - 3i = 5[cos(-36,9°) + i'sin(-36,9°)] ;d = 5i = 5(cos90° + i-sin90°) :
T=1-i= 1/2(cos45° - i-sind5°) : b=-2-i=+/5(cos153,4° + i-sin153,4°) .

b) 2a-3b-3c+d=(4; 13); (@a+3)(b+D)=(-8;0) ;
(@a+B)(b+3)=(1;0) ; (a+b)@+b)=(50) ;

(c+d)(d +8) =(80;0) ; agd+bb=(7;0) .



6)

7)

10)

13)

14)
15)

17)
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at=2i; ab=-3-i;b>=3-4i ; a2+2ab+b2=-3-4j ;
(a+b)2=-3-4i : (a+b)a-b)=-3+6i; (a+b)c+d)=-8+6i :
at=-2+2i; at=-4; a*=-4-4i; ab=-8; a’'=8-8i.
1.1 4. 1_ 2 1.. 1_ 4.3, a_ 1 3. b _ 1.3,
a~2"2': p =55 cT 23 2 b~ 55! a - "2*%2!
a) z=1-2i; b) z=%2-%, ©) z=-1
z (0; 0) (1, 0) (2. 1) (1. 2) (-2, 2) (-1:.-1)
w (0, 0) (1:1) (1:3) (-1:3) (-4, 0) (0; -2)

z | (1,0 (1 G 1) 3D | (2-2) | 3-2) | (20

wil (10) | G- | G- |- LD &H | G0

o cd . . o :

By =[41507= (2432 G = [54 30° = (Z3; &); bsc’de = [ & -30°] = (£43; - 9.
22,22, .
a) Kreisflache um (1;0) mit dem Radius 2 ;

b) Kreis um (0;1) mit dem Radius 3 ;

c) Kreisflache um (-4 ; 3) mit dem Radius 5 ;

d) Kreis um (a,;a,) mitdem Radius r (>0) ;

e) Mittelsenkrechte der Strecke mit den Endpunkten (1;0) und (3;0) ;

f) Mittelsenkrechte der Strecke mit den Endpunkten (0;2) und (0;-5) ;

9) Mittelsenkrechte der Strecke mit den Endpunkten (a;;a,) und (by;b,)

a) z4= (- 8; 8\3) = [16; 120°] ; L ={[2; 30°]; [2; 120°]; [2; 210°]; [2; 300°] };
L={ (3 1) (-1;4/3); (+V3; -1); (1, V/3) }..

b)  Z=(-3V2,3\2)=[1,135°]; L={[1; 45} [1; 165°] [1; 285°] } ;
L = {&2; 3+/2):(- 0,966; 0,259):(0,259; - 0,966)}

) Z=(-1,\3)=[21207; L ={[y2, 607, [\/E; 240°1}
L={ G2 7V8): (-3V2 - 5V6) }.

d =1, L{(10<~xf\f<o1<\F\F)(1o-—\/’--xf

(©; 1 V2 -3v2) ).

) =1, L={(10) G 2V3) (-3: 3V3) (- 1.0); (- 3:- 3V3); G:- 3v3) 1

f) z4=1; L={(1; Oy, (O 1) (-1,0),(0,-1)}—{1,|,-1;-i}.

9 =1, L={(1;0); (-3:3V3); (-3:-3\/3) .

h)  z°=-8=[8180°]; L ={[2 60°]; [2; 180°|; [2; 300° ] };
L={(1;4/3); (-2, 0); (1; \f3) }

i) z4=-16=[16; 180°; L ={[2; 45°; [2; 135°]; [ 2; 225°]; (2; 315°] };

L={ (V2 V2); (2, V2); (+2; +/2); (V2; 4/2)) }
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18) a) Z2+1=(z-i)(z+1i);
b) Z+8=[z-(1;\B)z+21z-(1,~3)];
) Z+(1B3)=[z-GV27V8) [z + GV2 1V6)]
d) 22+(242)=2[2+ 32 -12)]

=2[z- (~\/_ 1\N2)1[z- (- 0,966; 0,259) ][ z + (0,259; - 0,966 ) ] .

19) PB,=z,-z ; —5 PB,=2,-2, ;
p_1$3=23'z1 : P—ﬁ i! =23-2
'P_ﬁ'-z1 Zs? F1$=.P1—|f2+':’2 =-22)+2,+ 25 |

20) a) AB" /T(ﬂﬁ (- a+|(b c)
T —6+5€ (c-b)+i(c-a) ;
BC -Bc+cc1—(c b) +i(b-c) ;
AM, =AB+BM, =1[(2a+b+c)+i(b-c)] :
BM, = BA+m-—[(a 2b+c)+i(c-a)] ;
CM,=CA+1AB,=1[(a+b-2c)+i(a-b)] ;
M‘W:%ng-é‘a=%Ac1=‘5[c-a)+i-(b-c)];
MR, = $BC, =4[ (c-b) +i(c-a)] ;
MM, = MM+ MM, =1[(a-b) +i(2c-a-b)] .

b) iAC,=i(c-a)+i*(b-c)=(c-b)+i(c-a)=BC, ;

MM, =Li(c-a) +Lit(b-c)=L[(c-b) +i(c-a)]= MM, ;
i~m2=%i~(a-b)+;-i2-(20-a-b)=;—[(a+b—2c)+i-(a-b)]=(-fm;.

Trigonometrie

3 a) L={i%;
b) L={-28;-22,-0,9;0,0,9; 22;28};1genauer Wert , 6 Naherungswerte ;
c) L={-11};
d) L={-11}; d) L={0}; dg) L=0;
e) L={04 24, 33} ; 3 Naherungswerte ;

f) Fur p= O gilt L={-23;-16; -0,49; 0,49; 1,6; 2,3 }; 6 Néherungswerte ;
fur p= 5 gilt L={-0,2;0,2} ; 2 Naherungswerte ;

fur p=2 gillt L={0};
fur p=3 gilt L=0 .
8) a) cot%ﬁ; b)  cosa; c) \2cosa .
10) a) sin15°=Y\6-2); cos15° =16 +2);  tan15°=2-43 ;
b) sin75°=1\B+2) ;.  cos75°=1\6-42) ;  tan75°=2++3 ;
c) cos36° =15+ 1) ; sin36°=14/10-2+/5 ; tan36°=%-\[5—1)(\/10-2-\/§)
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. H 1 i ' 1
11)  sing =sino ; sine =\1-cos® ; sing =\/1tfr:an2<p © T i cory |
COSQ =4/1-sin%p ; COSQ =COSQ ; cose = \J1 + tan%p - coses i+ coPg

__sing _Ni-cose o no = 1.
tano m ;. tano cosp ne = tano ; tano cotp |
coto = Y1-sinp cotp = =22 . cotg =1 cotp = coto .

sinp ' \J1- cos?p ' tang
L={30%150%210%330°} ; b) L=&%o&Un

)
)  L={25%55°205%235°}; d) L={30%150°} :
)
)

Y

12)

O O

L ={0° 300° 360° }; f)  L={60%240°} ;
L ={60° 180° 300°} ; hy  L={30%150°} ;
i) L={0°90°% 120° 180°; 240°; 270° 360°} ;
k) L={0° 45° 135° 180° 225°; 315°; 360° } .
13) a) L={(x;y)|x=(2n-2m-%)n und y=(2n-4m-1)rn};
b) L={(xy)| x=(C2m+PYn und y=2n+Hn} .
27) J=6+6 ; r=2+6 ; R=32\6 ; h="26 .
33) J(ABD) = %V/10(5 +/5)-d? ~ 0,266-d* .

Zahlentheorie

-\

L={(3456)} .

L={(-21). (1;-2), (3}6), (4,4), (6:3) }.

Alle ungeraden naturlichen Zahlen n mit n>1 .

L={(11)}.

2256 -1 =3517-257-65537 .

L={-6;5}. '

L ={(0;1985), (1985,0) } .

310 hat 478 Ziffern und endet auf die Ziffer 1 .

as+ 3a‘b - 5a*b? - 15a%b® + 4ab* + 12b5 = (a - 2b)(a - b)(a + b)(a + 2b)(a + 3b) .
Die Paare ( 2z2+2z; 2z*+2z+1 ) von aufeinanderfolgenden naturlichen Zahlen werden
durch die Zahl (2z + 1) zu einem pythagoraischen Zahlentripel erganzt.

S(n;k) =n(n - 1)*! &Rt sich als Summe von n unmittelbar aufeinanderfolgenden
geraden Zahlen darstellen; der erste Summand lautet s, =(n-1)™-(n-1) .

O O 0N O Oy AN WIN
38vvvvvvvv

- (o]
o N
Y

-
o
L8808

Wahre Allaussage .

Wahre Allaussage .

Falsche Existenzaussage.

Falsche Existenzaussage.

Wahre Existenzaussage; Beispiel: (1;2;5) .

-—
o
O

—
388
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Logik und Kombinatorik

1) Es kénnen 24 Spieler die nachste Runde erreichen.

8) Es ist nicht méglich, auf die geschilderte Weise aus 7 Papiersticken genau 1994 Pa-
pierstlicke herzustellen. '

9) Man kann nicht vermeiden, daR bei der angegebenen Farbung ein Dreieck entsteht, das
nur gleichfarbige Seiten hat.

Geometrie

=AF=X-a+b+c), BD=BE=Ya-b+c), CE=CF=Xa+b-c) .

5b) c=2(r2+r2) .

6b)  w=f(sh) =hn |2

s+h -

16) GO =k(O; TXY) .

17) 2 Vierecke als Lésungen .

18) 2,1 oder O Vierecke als Losungen .
19) 2,1 oder 0 Punkte als Lésungen.
21) h=la.

22) V,:V,=5:3

23)  max{PQ}=+/3r, .

24) = IR

25) riirp=1:1.

26) Vg V=1:1.

27) h=ry-1, .

28a) d=(\2-1)D .

28b) d=X3-1)D .

28c) d=(\6-2)D .

29) Die Kugeln Ky und K; meiden einander .



144

5. UBERBLICK iiber vermittelbare Verfahrens- und Sachkenntnisse
in AGn der Klassen 5 bis 10

Die auBerunterrichtliche Tatigkeit kann sehr verschiedenartige Ziele verfolgen. Da die Auswahl
des Inhalts und der Methoden sehr stark von den gestellten Zielen abhéngt, sollte man diese
stets explizit nennen.

In den "Anleitungen” [3/, /5/, 171, 19/ und /11/ werden jeweils im Abschnitt 1. diese Ziele an-
gegeben. Bei den "Vorschlagen zur Gestaltung der Zirkel" im Abschnitt 3. werden fur jedes zu
behandelnde Teilgebiet die jeweiligen Ziele nochmals explizit genannt. Die Untergliederung in
Teilabschnitte richtet sich nach den in den zugehorigen Aufgabensammliungen /2/, 14/, 16/, I8/
und /10/ enthaltenen Aufgabenarten.

In Klasse 5 sind dies 15 Aufgabengruppen, die jeweils einen eigenen Namen tragen: "1. Wer
ist wer?" , "2. Wir schlieBen auf die Einheit und I6sen Sachaufgaben", ..... , "14. Aufgaben
Uber Flachen und Kérper", "15. Vermischte Aufgaben" .

In Klasse 6 treten auRer den "Vermischten Aufgaben" 12 Aufgabengruppen auf: jhe eine zur
Kombinatorik, Wahrscheinlichkeitsrechnung und Arithmetik; drei zu mengentheoretisch-logi-
schen Grundlagen; zwei zur Zahlentheorie; vier zur Geometrie.

In Klasse 7 treten als Hauptgebiete nur noch Arithmetik, Geometrie und Zahientheorie auf, wo-
bei jeweils explizit zwischen Beweis- und Bestimmungsaufgaben unterschieden wird. In der
Geometrie kommen noch die Konstruktions- und Ortsaufgaben hinzu, bei der Arithmetik wer-
den noch Sach- und Anwendungsaufgaben sowie Aufgaben Uber Aussageformen, Mengen und
Abbildungen gesondert behandelt. Da hier auerdem noch zwischen Geometrie Teil | und Teil
Il unterschieden wird, kommen im Abschnitt 3. der Anleitung fur diese Klassenstufe insgesamt
13 Unterabschnitte vor.

In Klasse 8 wird nur noch in der Arithmetik zwischen Beweis-, Bestimmungs- sowie Sach- und
Anwendungsaufgaben unterschieden. In der Geometrie treten Beweis- und Bestimmungsauf-
gaben sowie Konstruktions- und Ortsaufgaben bereits "vermischt" auf, und auch bei der Zah-
lentheorie werden Beweis- und Bestimmungsaufgaben "vermischt", so dall hier in Abschnitt 3.
nur noch 6 Teilabschnitte auftreten.

In Klasse @ werden nur noch zu den 3 Gebieten Zahlentheorie, Arithmetik und Geometrie die
anzustrebenden Ziele getrennt ausgewiesen,

In der vorliegenden Anleitung fur Klasse 10 werden nur in den Unterabschnitten 3.1., 3.2,
3.3. und 3.5. die Ziele angegeben, die bei der Behandlung der zugehorigen Aufgabengrup-
pen gestellt werden kénnen.

Durch die folgenden Ubersichten soll der Leser zunéchst einen zusammenfassenden Uberblick
erhalten, welche Ziele beim Behandeln der angegebenen Aufgaben angestrebt werden kén-
nen.

Keine naheren Angaben lassen sich zum Hauptzie/l machen, das im Beféhigen zum selb-
sténdigen Erwerb von Wissen und Kénnen besteht. Hier geht es vor allem darum, daR die
Schuler lernen, sich den in der Aufgabensammliungen enthaltenen "Merkstoff' selbstandig an-
zueignen.

Beim Vermitteln heuristischer Vorgehensweisen wird zwischen heuristischen Hilfsmitteln |
heuristischen Strategien und aligemeinen heuristischen Prinzipien unterschieden. In der Re-
gel ist der erfolgreiche Einsatz derartiger Hilfsmittel leichter lehrbar als der von Strategien oder
gar von allgemeinen Prinzipien. Dieses Ziel ist deshalb so bedeutsam, weil das Beherrschen
heuristischer Vorgehensweisen nicht nur fur die Mathematik, sondern fur die Entwicklung des
problemlésenden Denkens in allen Wissenschaften sehr wichtig ist.

Von fachubergreifender Bedeutung ist auch das Vermitteln einiger logischer Grundlagen .

Den geringsten Wert messen wir dem Vermitteln von speziellen mathematischen Sachkennt-
nissen und Fertigkeiten bei. Dies sollte nie als Selbstzweck aufgefallt werden, sondern stets
als Hilfsmittel fur das Lésen von Aufgaben dienen und fur die Befahigung zum selbstandigen
Erwerb von Wissen und Kénnen eingesetzt werden.
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Den Ubersichten ist auch zu entnehmen, in welchen Klassen und in welchen Stoffgebieten eine
heuristische Vorgehensweise eingefiihrt bzw. trainiert werden kann. Dazu bendtigt man aller-
dings die Inhaltverzeichnisse der "Anleitungen”. Die angegebenen "Nr. des Stoffgebiets der AG
in KI. .." ist jeweils die Nummer des Unterabschnitts im Abschnitt 3. der jeweiligen "Anleitung".

Heuristische Vorgehensweisen

Heuristische Hilfsmittel (zum Abspeichern von| Nr.  des  Stoff-  gebiets der AG

Aufgabe/Losungsplan sowie Hilfe bei Losungsfindung) | KIS K16 KL7 KIL8 KI9 KL10

Einfihren gunstiger Bezeichnungen 1, 3, | 1, 2, [ 11,12

(Variable; giinstige Symbolik) 4, 5 5 2-13-42-2- 1, 2.3 1 3

Tabellen (mit oder ohne Variable) 51,72,9 1,3 3.4 23

Skizzen (bei Sachaufgaben) 10 3.4 2.3

Planfiguren bei geometrischen Aufgaben 14 9.1, |21, 22 3 5

(auch zum Finden von Vermutungen) 9.2,9.3] 23,24,

Mengendiagramme 11 5

Ldsungsgraphen zum Festhalten von L&- 14 3,8 |21,2211,31,11,3| 2,5

sungsplénen 91,92 33, 2.2

Heuristische Strategien KL5 | K6 | KL.7 | KI.8 | KIL9 | KI.10

Vorwdrtsarbeiten VA | Teilzielfrage alle Auf gaben

VA / Hilfsmittelfrage (vor Teilzielfrage) 14 | 8,91, |21, 22 1,232.1, 1, 3 [1,23
9.2 3.3, . 5

Rickwdrtsarbeiten RA | Teilzielfrage

- Finden von Gewinnstrategien 3 Spiele

- bei Sachaufgaben und Geom-Best. 10,1413 92(22,34(32,23| 3 5

- bei Geom-Bew., Zt-Bew. und Geom-Ko 9.1 2-1é :'2, 1.332-1' 1, 3 12,3,5

RA / Hilfsmittelfrage (vor Teilzielfrage) 8, 9.2(21, 22,(31,22(1,2,3(2,3,5

3.3,

- Hilfsmittel fuhrt zu "versteckten" Hilfslinien 9.1 2.1 3.1 3 5

Festhalten von Beziehungen (Bedingungen) 57,1 3,8, 1.1 2.3 1, 2 3

durch Gleichungen 91 9.2

Suche nach Beziehungen (Gleichungen) zwi- 2.2, 21, 2,3 5

schen gegebenen, gesuchten und HilfsgréRen 34 2.3

Systematisches Probieren (Erfassen aller még- | 4,5, 6, 2 1.2, 21

lichen und AusschlieRen aller nicht méglichen Falle) 8,13 3.1

Durchschnittsbildung von Erfillungsmengen 5 2, 93]24,12(32,21| 2,3 1

Folgern zum Zweck des Vereinfachens 5,812 3 1.2 |1, 2.1 1 2

Folgern aus der Behauptung 3.3 2.2 1

Heuristische Prinzipien K. | K6 | KL.7 | KL.8 | KL9 | KL10

Analogieprinzip ver mischte Aufga ben 3 5

Transformationsprinzip (Ubersetzen in die 3.2 1, 2111,2,3] 1,2,

Sprache einer Theorie) 4,5

Rlickfihrungsprinzjp (Suche nach bereits 1 Spiel 21,22, 1, 1, 2, { 1, 2,

geldsten bzw. Finden und Formulieren von 4,5, 23,24, | 31, 3 4, 5

Hilfsaufgaben) 13 ‘212 213 3.2
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Prinzip des Ubergangs zu einer einfacheren
Aufgabe (Spezialisieren, Vereinfachen)

3, 4

8, 9.1,
9.2

22,
22,23

3.1,
32,22

1,2,3

wA
o

Symmetrieprinzip

5 Spiele

Logische Grundlagen

KIS

KI.6

)
o

KI.8

Kl-9

KIL.10

Begriffe aus Logik und Mengenlehre

- mindestens, héchstens, genau ein

- nicht, und, oder, wenn-dann

- (Einzel-, All-, Existenz-) Aussage; Wahrheitswert
-Symbole ~Av =&

- Aussageform ; Erfullungsmenge

-NuU <= nebst Beziehungzu Av => &

- Term ; Definitionsbereich, Wertebereich

- Definition (von Aussageformen oder Termen)

- aquivalentes Umformen von Aussageformen

(e Ne)Ne>Ne e Ne Mol e Mol

0 W W W WL
JPUUS. NEE. N N NS (I N U

2.1

Einzigkeitsnachweis (begrindete Herleitung) und
Existenznachweis (Probe) bei
Bestimmungsaufgaben vom Typ |

Die Rolle von Stichproben und Proben am
Spezialfall

N_.\
NN

N
[V

3.2

2.2

1,2,3

2,3,5

Unterbestimmte und Uberbestimmte Aufgaben
Parameterhaltige Aufgaben als Aufgaben-
klassen; Determination, Lésungsdiskussion
oder Angabe von Ldsbarkeitsbedingungen

2,14

2.2,
3.2,
3.4

3.1,
3.2,
21,23

2,3

Logische Verwandl(schaften zwischen Aussagen

und Aufgaben

- Umformen und Umkehren von Satzen

- Verallgemeinern und Spezialisieren von Aus-
sagen und Aufgaben ; Grenzfélle

21,11
1.1,1.2,
21,23

3.1
1, 3.1,
32,22

w w

1,3,5

Direkte Beweise von Allaussagen ; 3-spaltiges
Beweisschema

1.1,
2.1

1,31,

1,2,3

-—

Indirekte Beweise von Umkehrungen und von ne-
gierten Existenzaussagen

131

1,2,3

w W
oabdaod

Aquivalenzrelationer, Abstraktion durch Aqui-
valenzklassenbildung

Prinzip des deduktiven Aufbaus einer Theorie

Sachkenntnisse und Fertigkeiten

Klasse 5

Satz von Euler Uiber das Durchlaufen von Graphen .

Klasse 6
Definition der Wahrscheinlichkeit
Euklidischer Algorithmus zur ggT-Bestimmung .
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Klasse 7

Arithmetik:

Termumformungen mit Hilfe der binomischen Formeln;

Schema zur Ermittlung des Hauptnenners bei Bruchgleichungen mit Variablen;
Satz Uber das arithmetische, das geometrische und das harmonische Mittel;
Abschatzungen beim Beweis von Ungleichheitsaussagen .

Geometrie:
Satze Uber Inkreismittelpunkt und Uber Ankreismittelpunkte eines Dreiecks;
Satze Uber Mittellinie, Mittelparallele und Schwerpunkt eines Dreiecks .

Zahlentheorie:
Grundgleichung der Zahlentheorie;
Erweiterung der Teilbarkeitslehre auf den Bereich der ganzen Zahlen

Klasse 8

Arithmetik:

Funktionen y =sgn(x) und y =[x] nebst Graphen;

Kurvenscharen als Graphen parameterhaltiger Funktionsgleichungen;
Satz Uber das quadratische Mittel .

Geometrie:

Sétze Uber Tangentenabschnitte, Zentrale und BerUhrungssehne;
Sekantentangentenwinkelsatz; Tangentenvierecksatz;

Umkehrungen von Sehnenvierecksatz, Peripheriewinkelsatz, Satz des Thales;

Zahlentheorie:

Definition der Kongruenz nach einem Modul;
Rechnen mit Kongruenzen,

L&sen von linearen Kongruenzen .

Klasse 9

Arithmetik:

GauRscher Algorithmus zum Losen linearer Gleichungssysteme;

Ermitteln ganzzahliger Lésungen von Gleichungen héheren Grades mit Hilfe der Vietaschen
Wurzelsétze;

Transformation von Funktionsgraphen (Spiegelungen und Verschiebungen);

Geometrie:

Satz Uber den FuRpunkt der Winkelhalbierenden eines Dreiecks;

Satz Uber die Produkte der Héhenabschnitte eines Dreiecks;

Satz des Menelaos und Satz des Ceva nebst Umkehrung;

Der Kreis des Apollonius als geometrischer Ort;

Die algebraische Methode zur Lésung von Konstruktionsaufgaben;

Eigenschaften von Bewegungen; Definition und Satze Uber die Spiegelung am Kreis;
Einige Begriffe und Satze aus der Stereometrie.

Zahlentheorie:

Lineare Kongruenzen und Restklassen;

Diophantische Gleichungen; das Eulersche Reduktionsverfahren zum Losen linearer diophan-
tischer Gleichungen;

Das Rechnen mit Restklassen; der Begriff der Gruppe;

Der kleine Satz von Fermat und weitere Satze Uber Primzahlen.
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Klasse 10

Arithmetik:

Funktionen und ihre Graphen; Graphen von ganzen rationalen Funktionen n-ten Grades:
Transformation von Funktionsgraphen (Dehnungen und Stauchungen) .

Das Rechnen mit Vektoren (Addition, Multiplikation mit reeller Zahl); Vektoren im Koordinaten-
system ;

Das Rechnen mit komplexen Zahlen (Definitionen und Sétze); Fundamentalsatz der Algebra;

Geometrie:

Einige Eigenschaften von reguléren Polyedern;

Satz Uber die Eulersche Gerade;

Satz Uber den Feuerbachschen Kreis:

Einige goniometrische Formeln (Additionstheoreme, Theoreme Uber Summen trigonometri-
scher Funktionen, Theoreme fur mehrfache Winkel und halbe Winkel);

Einige trigonometrische Satze (verallgemeinerter Sinussatz, Kosinussatz, Tangenssatz, Hero-
nische Inhaltsformel) .
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