Klausur fiir den Auswahlwettbewerb des BK Leipzig
zur Qualifikation fiir die Teilnahme
an der 3. Stufe der 64. Mathematik-Olympiade

Klasse 11/12

Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in lo-
gisch und grammatisch einwandfreien Sétzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung
herangezogene Aussagen sind zu beweisen, falls sie nicht aus dem Schulunterricht bekannt
sind. Auf eine Beweisangabe kann auflerdem verzichtet werden, wenn die Aussage einen
eigenen Namen besitzt und dadurch als allgemein bekannt angesehen werden kann.

Aufgabe 1: (6 Punkte)

Eine Zahl heifit glicklich, wenn die iterierte Anwendung der Operation des Bildens der Summe
der Quadrate ihrer Ziffern schlielich auf den Wert 1 fithrt. Zum Beispiel ist 2026 gliicklich
(2026 — 44 — 32 — 13 — 10 — 1).

(a) Finde unendlich viele Paare aufeinanderfolgender gliicklicher Zahlen.

(b) Finde unendlich viele Paare gliicklicher Zahlen, die sich um genau 2 unterscheiden.

Aufgabe 2: (7 Punkte)

Zwei Kreise k1 und ko mit Radien a und b beriihren sich von auflen. Ein dritter Kreis k3, der
k1, ko und eine gemeinsame duflere Tangente dieser beiden Kreise beriihre und von diesen
drei Figuren eingeschlossen wird, habe Radius c. Man zeige, dass
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Aufgabe 3: (7 Punkte)

Man bestimme alle streng monoton steigenden Funktionen f: R — R, sodass

f(l—2) =1-f(f(z))

fir alle z € R gilt.



