Aufgabenserie fiir Klasse 9/10
zum Auswahlseminar des BK Leipzig
zur Qualifikation fiir die Teilnahme
an der 3. Stufe der 59. Mathematikolympiade

Vorbemerkungen

Dem Bezirkskomitee Leipzig zur Forderung mathematisch-naturwissenschaftlich begabter und
interessierter Schiilerinnen und Schiiler stehen fiir die in den Klassenstufen 9 — 12 sachen-
weit zentral ausgerichtete 3. Stufe der Mathematikolympiade (MO) maximal 23 Plitze zur
Verfiigung. Die Entscheidung iiber die Zusammensetzung der Leipziger Mannschaft fallt auf
einem Auswahlseminar auf der Basis der Ergebnisse der 2. Stufe sowie der Auswahlklausur.
Neben der weiteren Qualifizierung unserer Kandidaten soll damit auch die Vergleichbarkeit
und Transparenz im Auswahlverfahren verbessert werden.

Sie haben sich durch Thren Erfolg bei der zweiten Stufe der MO fiir diese Auswahlklausur
qualifiziert, die wiahrend des Auswahlseminars am 25. 1. 2020 geschrieben wird.

Zur Vorbereitung auf die Klausur schicken wir Thnen heute zusammen mit der Einladung zum
Auswahlseminar eine Hausaufgabenserie. Die angegebene Punktzahl entspricht dem Schwie-
rigkeitsgrad der Aufgabe. Es kénnen 40 Punkte erreicht werden. Losungen kénnen Sie bis
zum 13.1.2020 an

Dr. A. Schiiler, Hauptmannstrafie 3, 04109 Leipzig

schicken. Die Losungen werden korrigiert und wéhrend des Auswahlseminars mit Musterlosun-
gen versehen zuriickgegeben.

Die Aufgaben

Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen ist deutlich erkennbar in lo-
gisch und grammatisch einwandfreien Sétzen darzustellen. Zur Losungsgewinnung her-
angezogene Aussagen sind zu beweisen. Nur wenn eine Aussage aus dem Schulunterricht
oder aus Arbeitsgemeinschaften bekannt ist, geniigt es, sie als bekannten Sachverhalt ohne
Beweisangabe anzufiihren.

Aufgabe 1: (6 Punkte)

Untersuchen Sie, ob es natiirliche Zahlen n mit der folgenden Eigenschaft gibt: Sowohl die
Quersumme von n als auch die Quersumme des unmittelbaren Nachfolgers (n+ 1) sind durch
11 teilbar.

Wenn es solche Zahlen gibt, so ist die kleinste natiirliche Zahl mit dieser Eigenschaft anzuge-
ben.



Aufgabe 2: (6 Punkte)

Im nebenstehenden Bild mdégen sich die Kreise k;
um A bzw. k2 um B mit dem Radius |[AB| =4a im
Punkt C schneiden. Es sei D der Mittelpunkt von
AB und k3 und k4 die Halbkreise iiber den Durch-
messern AD bzw. DB, die in derselben Halbebene
liegen wie C. SchlieBlich sei k5 der Kreis mit dem
Mittelpunkt M und dem Radius r, der k1 und ko
A paepapanp von innen und k3 und k4 von auflen beriihrt.
Berechnen Sie r in Abhéngigkeit von a.

Aufgabe 3: (6 Punkte)

Zeigen Sie: Wenn die Summe dreier Kubikzahlen durch 7 teilbar ist, so ist auch ihr Produkt
durch 7 teilbar.

Aufgabe 4: (6 Punkte)

Ermitteln Sie alle nichtnegativen reellen Lésungen x,y, z > 0 des folgenden Gleichungssystems

(z+y)(y+2)=4dzy
(y+2)(z+z)=4y=
(z+x)(x+y) =4z

Aufgabe 5: (6 Punkte)

Im rechtwinkligen Dreieck ABC' mit dem rechten Winkel bei C gelte fiir die Seitenléingen
(mit den iiblichen Bezeichnungen) ¢ = 3 und a + b = v/17.

Bestimmen Sie daraus den Flacheninhalt ' und der Radius r des Inkreises des Dreiecks.

Aufgabe 6: (10 Punkte)

a) In wie viele Teile wird die Ebene durch drei, vier bzw. fiinf Geraden in beliebiger Lage
hochstens geteilt? In wie viele Teile wird der dreidimensionale Raum durch die 6 Ebenen
geteilt, die durch die Seitenflichen eines Wiirfels gegeben sind?

b) In wie viele Teile a,, wird die Ebene durch n Geraden in beliebiger Lage hochstens geteilt?
Wie erhélt man a,, durch Hinzunahme einer n-ten Geraden aus a,,_17 Finden Sie eine explizite
Formel fiir a,,, die nur von n abhéngt.

¢) In wie viele Teile b, wird der dreidimensionale Raum durch n Ebenen in beliebiger Lage
hochstens geteilt? Wie viele Raumteile entstehen neu, wenn man zu den b,_; Raumteilen,
die durch n — 1 Ebenen gebildet werden eine n-te Ebene hinzufiigt? Finden Sie eine explizite
Formel fiir b,,.



