Von Gruppen, Wiirfeln und
Perlenketten

oder

warum doppeltes Abzahlen lohnt

Bernd Kirchheim
(Uni Leipzig)
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Stolz sagt sie: nun kann ich jeden Tag eine andere Halskette
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Peter fragt: kannst Du sicher sein, dass die Kette nicht genau
wie eine vorherige wird, wenn sie dir am Hals verrutscht oder
Du sie andersrum anlegst?
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Wir wollen diese und dhnliche Fragen studieren, und effektive
Losungen durch doppeltes Abzahlen finden. Zunachst jedoch
eine Warnung

Die Mathematiker sind eine Art Franzosen: Redet man zu
ihnen, so iibersetzen sie es in ihre Sprache, und dann ist es
alsobald ganz etwas anderes.

J. W. von Goethe

2.Warnung: Auch grosse Dichter konnen irren.
Und das ist auch gut so.
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Rotation um 90, 180, 270 Grad und 3 Achsen =

Rotation um 120, 240 Grad und 4 Achsen =

Rotation um 180 Grad und 6 Achsen =
Nein, auch triviale Rotation (0 Grad) zihlt.
Nun wirklich alle?

6
total 24
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Warum Identitdt (0-Rotation) wichtig? erhalten Gruppe
Die Rotationen des Raumes bilden eine Gruppe G, d.h
a) fe€Gund g€ G dann ist Zusammensetzung f o g € G
b) Esgibt /I =lgeGsodassfol=/of=ffirallefeg
c) Fiirjedes f e Ggibtesge Gmit fog=gof =1
d) fo(goh)=(fog)ohwennf,g,heg

die selben Eigenschaften haben die (wenigen) Rotationen, die
den Wiirfel auf sich selbst drehen!

a) nicht so einfach, nutzt Rotation gleichbedeutend mit
Abstand und Orientierung erhaltend.

Jede Rotation f des Raumes hat eine Achsgerade A, d.h.

f(x) = x wenn der Punkt x auf der Achse A liegt. Leicht gesagt
aber nicht so einfach, zB in der Ebene oder 4 Dimensionen gilt
dies nicht fiir jedes f, das Abstand und Orientierung erhilt.
Wieder: warum nur 24 Drehungen des Wiirfels?
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Sei Ry Gruppe aller Rotationen des Wiirfels, wollen #(R )
finden.

Fiir alle Ecken e, ¢’ des Wiirfels gibt eine Rotation f € Ry, die
e nach €’ sendet!

Beweis: es geht fiir Nachbarn und Ry Gruppe.

Wieviele f € Ry, senden e nach e?

Fix(e) = {f € Rw, f(e) = e}, #Fix(e) =

Fiir jedes (andere) €’ gibt es ein fo mit fe/(e’) = e. Wenn also
g(e) = € dann (fo o g)(e) = e, also 3 Moglichkeiten fiir

fer 0 g € Fix und somit fiir g. Da e auf jede der 8 Ecken genau
von 3 Rotation geschickt wird, gibt es 3 - 8 = 24 Rotation in
Rw.

Analog konnen wir fragen, wieviele f € Ry eine der 12 Kanten

erhalten(zwei) oder eine der 6 Flachen erhalten (vier) Immer
#(Rw)=24=3-8=2-12=4-6,

oder allgemeiner #(G) = #Fix(w) - #orb(w), wenn das Orbit

orb(w) die Menge aller Bilder der Ecke, Kante, oder Fliche w
ist.



Nicht so einfach, aber funktioniert auch

Oben

Unten

Doppelpyramide
#(G) = #Fix(w) - #orb(w)

Hier entweder 6 = 3 -2 (Oben und Unten) oder 6 =2-3 (w im
Aquator)
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Noch ein Symbol

Da wir viel zdhlen wollen, miissen wir viel addieren. Wenn
jedem Element w € Q eine Zahl f(w) zugeordnet ist, dann ist

Z f(w) die Summe aller dieser Zahlen.

we

Man muss weniger schreiben, und also

D F(w) = flwr) + F(w2) + ... + F(wn)
we

im obigen Beispiel Q = {w1,w>,...,wy}.
Wichtig: > .o f(w) ist unabhingig von der Reihenfolge des
Addierens.
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Die Ubersetzung
Wollen nun urspriingliche Frage angehen: Wieviele Farbungen
des Wiirfels W sind verschieden nach Rotation?

@ Q Menge aller Farbungen mit k-Farben. #(Q) = k®

@ Gruppe Ry agiert auf Q: wenn f € Ry und w Farbung,
dann wf € Q die durch Verdrehen entstandene Firbung.
Wichtig w8 = (wf)e.

Also betrachten wir zwei Farbungen w,w’ als gleich, wenn
W' = wf fiir ein f € Ry, d.h. wenn

W' €orb(w) = {w : FeRw}.

Somit, und in unserem Mathematiker-Franzosisch, wollen wir
die Anzahl der verschiedenen Orbite kennen.
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Wir wissen #(Ry) = #Fix(w) - #orb(w) fiir jedes w, und wir
haben auch gezeigt #Fix(w) = #Fix(w") wenn &' € orb(w).
Also

#(Rw) = Z #Fix(w') fiir alle Farbungen w.
w’€orb(w)

Nun summieren wir diese Gleichung nochmal {ieber alle Orbite,
auch wenn wir nicht wissen, wieviele das sind. Aber jedes
w € Q ist in genau einem Orbit!

#(Rw) - (Anzahl der Orbite) = ) ~ #Fix(w)
weN
=#{(w,f) W =w, weQ,feRy}

= Z #invar(f) wenn invar(f) = {w,wf =w}

fERwW

Wir haben die Menge in der 2.Zeile auf doppelt abgezahlt!
Anzahl der Firbungen = 5 > fer,, Finvar(f).
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Das Ergebnis fiir k-Farben

Wir nutzen unsere genaue Kenntnis von Ry, gleich fiir alle k!

I 6 Flachen unabh.
F-F 90°,270° O,U,A (alle 4 =) unabh.
F-F 180° O,U,V,R unabh.

K-K 180° Ny — No, N — N}, L — R 3unabh.

E-E 120°,240° O 3, U 3 je =, 2FI unabh.

Also gibt es
KO + 3k* + 12k3 + 8k?
24
auch nach Drehung verschiedene Farbungen.

1x1x kb
3x2xk3
3x1xk?
6 x1x k3
4 %2 x k?



