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1 Die Funktion []

Die Gaufsklammer oder Integerfunktion ordnet jeder reellen Zahl x die grofite ganze Zahl zu,
die héchstens so grof ist wie z. Schreibt man dafiir [z], so gilt demzufolge

[z] <z < [z]+ 1.

Theorem 1 Sein ganz und positiv. Der Exponent einer Primzahl p in der Primfaktorzerle-
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[%} der Zahlen 1,...,n sind durch p teilbar.

Beweis:

[1%] der Zahlen 1,...,n sind durch p? teilbar.
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2 Multiplikative Funktionen

Eine fiir alle positiven ganzen Zahlen definierte Funktion 9 heiflt multiplikativ, wenn fiir
teilerfremde aq, as stets

V(araz) = ¥(a1)d(az) (1)

gilt.
Beispiel: ¥(a) = a®,s € C
Eigenschaften multiplikativer Funktionen:

e ¥(1) =1

e J(ay---a,) =% ay1)- - ay), falls ay, - - -, a, paarweise teilerfremd sind.
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e Ist a = p{ps? - p* kanonische Zerlegung! von a, so gilt
Dpy" - ppt) = 9(pp") -+ 9(p") (2)
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e Man erhiilt immer eine multiplikative Funktion, wenn man ¥(1) = 1 und ¥4(p®) (o > 0)
beliebig setzt und 9 fiir alle anderen positiven ganzen Zahlen durch (2) erklért.

e Das Produkt multiplikativer Funktionen ist wieder multiplikativ.

Theorem 2 Ist a = p{*p5? - - -pzk kanonische Zerlegung von a so gilt

D 0(d) = (L+0(p1) + @) + ... +9@) - (L +9(px) +I@F) + ... +9(p"))  (3)
dla

Beweis: Lost man auf der rechten Seite die Klammern auf, so erhédlt man

STy 9wy = > 9l

0<Bi<a; 0<Bi<a;

Die Produkte p?l . -pfk mit 0 < B < aq,...,0 < B < ap durchlaufen aber gerade die Teiler
von a. [

Bemerkung: Fiir a = 1 ist die rechte Seite von (3) gleich 1 zu setzen.

3 Teilerzahl und -summe

Setzt man in (3) ¥ = 1, so erhélt man fiir die Anzahl 7(a) der Teiler von a

T(&)zle(a1+1)-~(ak+1)
dla

Folgerungen:
e 7 ist eine multiplikative Funktion.
e Fiir jede Primzahl p gilt speziell 7(p®) = a + 1.

Setzt man in (3) ¥(a) = a, so erhilt man fiir die Summe S(a) der Teiler von a

Sa) = > d=Q+pi+...+p) - L+pe+...+pp")
dla

S(a) = ptt o
p1—1 pr—1

Folgerungen:

e S ist eine multiplikative Funktion.

pa+l_1
p—1

e Fiir jede Primzahl p gilt speziell S(p®) =

1d.h. die p; sind paarweise verschiedene Primzahlen



4 Die Mdobius-Funktion
Die Mébiusfunktion p ist diejenige multiplikative Funktion, die fiir alle Primzahlen p

w(p) = -1 p(@P*) =0 (a>1)
erfiillt. Es gilt:

e Ist a durch eine Quadratzahl > 1 teilbar (d.h. in der kanonischen Zerlegung a =

Pt ps? -+ - pp* ist mindestens einer der Exponenten av, ..., ay groBer als 1), so ist pu(a) =

0.

e Ist a = p; - - - py das Produkt k verschiedener Primzahlen, so gilt u(a) = (—1)%.

Theorem 3 Fliir jede multiplikative Funktion 9 gilt

Y udd(d) = (1 =9(p1))--- (1 =D (px))
dla

Beweis. 91 (a) = p(a)f(a) ist als Produkt multiplikativer Funktionen wieder multiplikativ und
(3) liefert

S @) = Y i)
dla dla

= (L+01(p1) + 1 (}) + ... + 91(p))

(L4 D1(pr) + 01(p) + - - - + 1 (3"))
(1+ p(p1)d(p1) + w(PDO@I) + - .. + p(PF)I(PT))

s (1 u(pr)O(or) + w@)ODR) + - - + 1P )0 (p*))
= (1-=9(p1))--- (1 —9(px))

Anwendungen:

e Fiir v =1 folgt

0 a>1
Zﬂ(d)={1 i

dla

e Fiir ¥(a) = 1 folgt

d)  [a-d)a-1) a>1
2=

d 1
dla

a =

5 Die Eulersche Funktion

Fiir positives ganzes a bedeute ¢(a) die Anzahl der Zahlen aus 1,2, ..., a, die zu a teilerfremd
sind. ¢ heif3t Fulersche Funktion.



Theorem 4 Es gilt fir a = p{'p3?---p* die Darstellung

o = (-2 (-4

a1—1 ap—1

= (" =) Rt =)
Beweis: Setzt man dy = (1,a),dy = (2,a),...,d, = (a,a), so gilt

o(@) = S uld) + o+ S uld) = 3 Sapl),
dla

d|dy d|da

denn d durchlduft genau die Teiler von a: Ist ndamlich d Teiler eines d; so ist es wegen dj|a
auch Teiler von a. Umgekehrt taucht jeder Teiler d von a unter den Teilern der d; auf, denn es
ist dg = (d,a) = d. S4 bezeichnet fiir jeden Teiler d von a die Anzahl derjenigen d;, die durch

d teilbar sind. Da dies genau die Zahlen dg, daq, . .., d, sind, gilt Sy = § und wir erhalten

weiter (@) ) )
a [
a) = d)-=a =a(l — — 1— —
CEVLI DY (- —
la dla
O
Folgerungen:
e ¢ ist eine multiplikative Funktion.
e Fiir jede Primzahl p und « > 0 gilt speziell p(p®) = p* — p*~ 1.
Theorem 5 FEs gilt
D eld) =a
dla
Beweis: Nach (3) gilt
Doeld) = (A+em)+eml) + ..+ e@) - (L+ @lpr) + eBR) + - - + o(0*))
dla

= (I+@i—D+@ —p)+...+ @ —p* )
(L (e = D)+ (0F — k) + -+ (F" —pp* 1)

(e%1 [e7%

— pl pk =a



