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Wir wollen hier das Burnside Lemma formulieren und beweisen. Dann wollen wir es an-
wenden auf das Abzihlen von Farbungen eines symmetrischen Korpers. Hierbei wollen wir
nicht den Begriff des Zyklenzeigers verwenden.

1 Bezeichnungen

Im folgenden sei X eine Menge, G eine endliche Gruppe, die auf X wirkt, das heifit, jedem
Gruppenelement g € G entspricht eine Abbildung, bezeichnet durch g., von X in X mit
e.x =z und (gh).x = g.(h.x) fiir alle g, h € G und alle x € X. Fiir jedes g € G bezeichne
X9 ={x € X | g.x = x}, die Teilmenge der Elemente von X, die unter der Wirkung von ¢
fest bleiben. Fiir jedes z € X sei G, = {g € G | g.x = x} der Stabilisator von z (G, ist
eine Untergruppe in G) und G(z) = {g.z | g € G} das Orbit von x unter G. Schliefllich sei
X/G die Menge der Orbits der Gruppenwirkung. Die Anzahl der Elemente einer Menge A
sei mit |A| bezeichnet.

Lemma 1 Es sei G eine endliche Gruppe, die auf der Menge X wirkt. Dann gilt fiir jedes
reX

Gl =G ()] - |Gl

Beweis: Wir benutzen das doppelte Abzéhlen der Relation S = {(g,y) € Gx X |y = g.x}.
Klar ist, fiir jedes g € G gibt es genau ein y € X mit y = g.x und somit ist |S| = |G|.
Umgekehrt gibt fir y € G(z), etwa y = go.x, genau |G,| Elemente h € G mit h.x = y.
Das sind ndmlich genau die Elemente h = ggg mit g € G,. Liegt y nicht im Orbit von «x,
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so gibt es kein (g,y) € S. Folglich ist

|51 = Z |G| = |G ()] |G -

yeG(z

O

Lemma 2 Unter den Voraussetzungen von Lemma 1 gilt

DX =) 1G] (1)

geqG reX

Beweis: Wir benutzen das doppelte Abzéhlen fiir die Relation T'= {(g,z) € Gx X | g.x =
x}. Fiir ein festes h € G ist {(h,z) | x € X"} gerade die Menge der Paare in T’ mit erster
Koordinate gleich h. Umgekehrt ist fiir ein festes 2z € X die Menge der Paare in T mit
zweiter Koordinate gleich z gerade {(g,2) | g € G.}. Folglich gilt

Yo[x=1T1=) 16

heG zeX
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Lemma 3 (Lemma von Burnside) Fiir die Anzahl der Orbits | X/G| der Gruppenwir-
kung von G auf X gilt

X/G = LI )

geG

Beweis: Wir benutzen die Formel (1) und sortieren die Summanden auf der rechten Seite
nach gleichen Stabilisatoren; insbesondere haben alle Elemente y € G(z) eines Orbits
gleich grofle Stabilisatoren G,. In der Tat, wenn g € G, und y = go.x, dann ist g.z = x
und damit (gog).z = go.7, also (goggy*)-(go-r) = go.x. Durchliuft also g den Stabilisator
G, so durchlauft goG,g;"' den Stabilisator von y = go.x. Diese Mengen sind aber gleich
grof}, sie haben |G| Elemente.

Nach Lemmal ist |G| = |G|/ |G(z)| und weiter:

S X = ¥ Sled= Y Al = 3 [61=1X/G]- 6.

heG AeX/G x€A AeX/G AeX/g

Teilt man durch |G|, so erhdlt man die Behauptung. [

Bemerkung: William Burnside schrieb diese Formel um 1900 auf. Mathematikhistoriker
jedoch fanden diese Formel auch schon bei Cauchy (1845) und Frobenius (1887). Daher
wird diese Formel auch mitunter bezeichnet als die Formel, die nicht von Burnside stammt.



2 Anwendungen

Beispiel 1 Wir wéhlen als G die drei Drehungen eines Wiirfels ABCDFEFGH um die
Raumdiagonale AG und X sei die Eckenmenge des Wiirfels. Dann ist X¢ = E, XD/ =
XPirss = LA, G}. Folglich ist die Anzahl der Orbits gleich

1
X/Gl =5 (8+2+2) =4

In der Tat sind die vier Orbits gleich {A}, {G}, {B, E,D} und {C, F, H}.

Aufgabe 1 (Kidnguru-Wettbewerb 2006, Klasse 11/13, A26) Auf wie viele Arten
lassen sich die sechs Flachen eines Wiirfels mit sechs verschiedenen Farben farben? Jede
Farbe tritt dabei genau einmal auf. Zwei Farbungen heiflen gleich, wenn sie durch Drehung
ineinander iiberfithrt werden kénnen.

Losung: Es sei G = S die Wiirfelgruppe bestehend aus den 24 Drehungen des Wiirfels und
X die Menge der 6! verschiedenen Féarbungen der Seitenflichen. Bei jeder echten Drehung
bleibt keine Féarbung fixiert, also ist X9 = () fiir alle ¢ # e. Fiir das Einselement hingegen
ist X¢ = X. Somit gibt es

| X]_ ¢

X :_:_‘:
XE=1g ==

verschiedene Farbungen.

Aufgabe 2 Bestimme alle moglichen Farbungen der Wiirfelecken mit rot und blau, wobei
zwei Ecken rot und sechs Ecken blau geférbt sein sollen.

Lésung: Es ist klar, dass es nur drei solche Farbungen geben kann, denn die beiden roten
Ecken konnen entweder benachbart sein, oder sie sind flichendiagonal gegeniiberliegend
oder raumdiagonal gegeniiberliegend. Wir wollen trotzdem das Burnside Lemma anwenden.
Wieder ist G = 5, die Wiirfelgruppe und X die Menge der (2) = 28 rot-blau-Féarbungen der
Eckenmenge. Bei jeder £90°-Drehung bleibt keine Farbung fix. Bei jeder der 9 Drehungen
um 180° bleiben immer vier Farbungen fix und zwar gibt es immer vier Paare von Ecken, die
gegenseitig auf sich abgebildet werden, immer ein Paar kann man als rotes Paar auswéhlen.
Schliellich gibt es bei den acht +120°-Drehungen jeweils eine fest bleibende Farbung, wobei
die beiden diagonalen Punkte auf der Drehachse rot gefiarbt sind. Folgich erhalten wir als
Anzahl der Orbits

1
5 (2819-448-1)=3.

Aufgabe 3 Bestimme die Anzahl aller moglichen Farbungen der Wiirfelflichen mit drei
Farben.



Lisung: Es sei G = S, die Wiirfelgruppe und X die Menge aller 63 Farbungen der sechs
Wiirfelflichen mit drei Farben. Wir betrachten die Fixelemente der einzelnen Wiirfeldre-
hungen:

’ Drehung g H konj. El. einfarbig \ | X9| ‘
Identitat 1 egal 3¢
Drehung um 90° 6 Deckel(1) , Boden(1), Mantel(4) | 3
Drehung um 180° um Achsen 3 Deckel(1), Boden(1), M(2), M(2) | 3*
Drehungen um 120° 8 Deckel(3), Boden(3) 32
Drehungen um 180° 6 Deckel(2), Mantel(2) , Boden(2) | 3°

Die Anzahl der Farbungen betriagt daher

o7 (37 +6-3°+3-314+8.3°46-3") = 57.

Aufgabe 4 (Lochkartenproblem) Aus quadratischen 3 x 3-
Kértchen sollen durch Ausstanzen von genau zwei Lochern Iden-
= oEERG titdtskarten hergestellt werden.
Wie viele unter Drehen und Wenden verschiedene Karten lassen
sich herstellen?

Losung: Es ist G = D, — die Diedergruppe mit |D,| = 8 Elementen. Der Konfigurati-
onsraum X besteht aus den (g) = 36 moglichen Kombinationen von zwei Lochern auf 9
Feldern. In G gibt es fiinf verschiedene Klassen von Elementen: die Identitét e, zwei Dre-
hungen dy und d_, um 90° bzw. um —90°, eine Drehung ds um 180°, zwei Spiegelungen
an achsenparallenen Geraden und zwei Spiegelungen an Diagonalen.

Wie immer ldsst die Identitét alle | X| = 36 Elemente fix, wogegen die beiden Drehungen
d+ gar keine Konfiguration fest lassen, da genau ein Késtchen in sich geht und alle anderen

8 Kastchen erst nach vier Drehungen wieder an ihrem Ort sind.

Bei der 180°-Drehung oL e

% @ . ) . . Bei den Diagonal- und
bleiben genau die neben- ] [Ae . .
) Achsenspiegelungen blei-
@ @ stehenden vier Muster o
K ben jeweils 6 Muster fix.
fest K ki
Damit ergeben sich nach dem Lemma von Burn-
side . o] LT
1 64
| X/G| = (36+4+4 6) = 3 =8 . .

verschiedene Muster. Dies sind genau die neben
stehenden.



Aufgabe 5 Wie viele verschiedene Perlenketten lassen sich aus zwei roten, drei blauen
und vier griinen Perlen zusammenstellen, wenn

a) die Ketten einen Anfang und ein Ende haben (lineare Kette) bzw.

b) die Ketten geschlossen sein sollen (zyklisch).

Losung: Der Konfigurationsraum X besteht aus allen

9! 9-8-7-6-5

= =63 -20 = 1260
213141 2-3-2

Permutationen von 9 Elementen mit Wiederholung.

a) Die Symmetriegruppe ist G = Zj, denn man kann nur Anfang und Ende der Kette
vertauschen — das sei g € Zy. Wir ermitteln die Mutser, die unter g fest bleiben. Da eine
ungerade Anzahl von blauen Perlen existieren, muss die mittelste Perle blau sein und die
vier ersten Positionen mit zwei griinen und jeweils einer blauen und roten Perle besetzt

sein. Dafiir gibt es %:2, = 12 Moglichkeiten. Nach Frobenius gibt es also

1272
(1260 + 12) = 5= = 636

N —

verschiedene Ketten.

b) Bei einer geschlossenen Kette ist die Symmetriegruppe die Dy mit 18 Elementen —
9 Drehungen und 9 Spiegelungen. Da es keine Drehung der Ordnung 2 gibt, kann keine
Anordnung der zwei roten Kugeln stabilisiert werden. Bei den 9 Spiegelungen muss in der
Mitte (auf der Spielgelungsachse) wieder eine blaue Perle sein und rechts von der Achse
wieder zwei griine, eine blaue und eine rote Perle, was wie in a) 12 Anordnungen liefert.
Demnach gibt es

9-7-20
— 4

1
— (1260 +9-12) =
18( * ) 29

6 =76

verschiedene Muster fiir geschlossenen Ketten.
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