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Quadratische Reste

Problemstellung

In diesem Beitrag iiber quadratische Reste behandeln wir Unmoglichkeitsbeweise fiir die
Losung quadratischer diophantischer Gleichungen, die Charakterisierung quadratischer Reste
modulo p, die Zerlegung von natiirlichen Zahlen in die Summe von 2, 3 oder 4 Quadratzahlen,
pythagoriische Tripel, die Unmdoglichkeit der Losung der Gleichung z* + y* = 2* in ganzen
Zahlen und die PELLsche Gleichung.

Beispiel 1 Welche ganzen Zahlen (z,y) erfiillen die Gleichung

(a) 22 +y? = 2003, (b) 22+ 9%+ 22 =2003, (c) 2?2+ y?+ 22 = 20077

Methode: Wenn man nach langem Probieren vermutet, dass die gegebene Gleichung keine
Losung besitzt, dann suche man einen geeigneten Modul m, so dass die Gleichung schon
modulo m unlésbar ist, dann ist sie erst recht in ganzen Zahlen unlésbar. Im Falle (a) ist das
m = 4. (a) hat keine Losung, denn a = 0,1,2,3 (mod 4) impliziert a®> = 0,1,0,1 (mod 4).
Somit ist

04+0 =1 (mod4),
2?4+ ={0+1 =1 (mod 4),
1+1 =2 (mod 4).

Auf jeden Fall aber, 22 + y?> # 3 (mod 4). Andererseits ist aber 2003 = 3 (mod 4); ein
Widerspruch.

(b) hat eine Losung: 372 + 252 + 3% = 2003, und noch viele andere.
(c) hat keine Losung, denn 2007 = 7 (mod 8). Hier fiihrt die Untersuchung der Reste modulo
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8 zum Ziel. Wir haben namlich

0 0
+1 1
a=14+2 (mod 8), ?={4 (mod 8).
+3 1
4 0

Alle moglichen Summen dreier Reste 0, 1 und 4 modulo 8 ergibt die Reste 0,1,2,3,4,5,6
jedoch nie den Rest 7 modulo 8, denn 4 + 4 + 0 ist schon grofler als 7 und 4 +14+ 1 = 6 ist
zu klein. Fazit, 22 + y% + 22 = 7 (mod 8) hat keine Losung in ganzen Zahlen.

Polynomiale Kongruenzen

Es ist bekannt, dass ein Polynom f(x) vom Grade n (mit reellen oder komplexen Koeffizienten)
hochstens n Nullstellen besitzt. Dies zeigt man ganz einfach induktiv durch Abspalten eines
Linearfaktors x — a von f(x):

f(z) = (2 = a)g(x),

wenn « eine Nullstelle von f(z) ist. Dann ist g(z) ein Polynom vom Grade n — 1, das nach
Induktionsvoraussetzung héchstens n — 1 Nullstellen hat. Schlieffilich hat ein lineares Polynom
az + b hochstens eine Nullstelle —b/a, so dass der Induktionsanfang auch erfiillt ist.

Einen &hnlichen Satz wollen wir nun fiir die Lésungen der Kongruenz
f(x) =0 (mod m) (1)

formulieren. Dabei miissen wir aber voraussetzen, dass der Modul m eine Primzahl ist, denn
sonst klappt es nicht. Die quadratische Kongruenz

xz(z —1) =0 (mod 6)
besitzt genau 4 Losungen (und somit mehr als der Grad der Gleichung, 2, angibt): x € {0, 1,3, 4}.

Satz 1 Es sei f(x) ein Polynom mit ganzzahligen Koeffizienten vom Grade n und p eine
Primzahl.
Dann besitzt die Kongruenz f(x) =0 (mod p) hdchstens n Lisungen x modulo p.

Der Beweis verlauft ganz genauso iiber vollstdndige Induktion, wie oben angegeben. Wichtig
dabei ist, dass man von (x — a)g(z) = 0 (mod p) schlieBen kann z — a = 0 (mod p) oder
g(z) = 0 (mod p), denn ein Produkt ist durch eine Primzahl teilbar, wenn mindestens ein
Faktor teilbar ist. Dieser Schluss ging beim obigen Beispiel mit m = 6 schief.

Definition 1 Eine Zahl a, a # 0 (mod m), heiit quadratischer Rest modulo m, wenn es
eine ganze Zahl x gibt mit 22 = a (mod m). Wir schreiben a Qm. Andernfalls nennen wir a
quadratischen Nichtrest modulo m und schreiben a N m.

Im obigen Beispiel sahen wir, dass 1 und 4 quadratische Reste modulo 8 sind, wogegen
2,3,5,6,7 Nichtreste modulo 8 sind. Allgemein erhélt man alle quadratischen Reste modulo
m indem man die Reste 1, 2,...,m—1 quadriert. Da man sich wegen (+x)? = z? (mod m) auf



die erste Hélfte der Reste modulo m beschrinken kann, gibt es hochstens m/2 quadratische
Reste modulo m. Da die 0 ausgeschlossen ist, bleiben fiir ungerade Primzahlen p hochstens
(p — 1)/2 quadratische Reste. Wir werden sehen, dass diese Zahl tatséchlich erreicht wird.

Satz 2 Es sei p > 2 eine Primzahl. Dann gibt es genau (p — 1)/2 quadratische Reste und
ebenso viele quadratische Nichtreste modulo p.

Beweis: Zunéchst ist p — 1 = 2m gerade. Es ist klar, dass héchstens m quadratische Reste
modulo p existieren, namlich (£1)2, (£2)2,..., (£m)%. Wir zeigen, dass diese Reste tatsichlich
alle voneinander verschieden sind. Angenommen, es gibt 4,5 mit 1 < i < j < m mit i? =
42 (mod p), dann hat man i? — 52 = (i + j)(i — j) = 0 (mod p). Also folgt i + j = 0 (mod p)
oder i —j =0 (mod p). Die erste Variante entféllt wegen 0 < ¢ + j < 2m = p, also bleibt
i = j (mod p); die obigen m quadratischen Reste sind alle paarweise voneinander verschieden
modulo p. O

Der folgende Satz ist eine praktische Charakterisierung quadratischer Reste modulo p; er geht
auf LAGRANGE zuriick.

Satz 3 Es seien p eine Primzahl und a € Z mit pt a. Dann gilt
(i) an@apT_l =1 (mod p).
(ii) aNp < a7 =1 (mod p).

Beweis: Zunichst ist p — 1 = 2m gerade. Nach dem Euler-Fermatschen Satz ist a?~! =
1 (mod p). Hieraus folgt a™ = +1 (mod p), denn 22 = 1 (mod p) impliziert z = £1 (mod p).
Es geniigt also (i) zu zeigen; (ii) folgt somit.
Sei zuniichst a Q p, etwa a = 22 (mod p). Erhebt man diese Kongruenz in die mte Potenz, so
hat man

a™ = (z2)™ = 2P~ =1 (mod p).

Damit ist die eine Richtung gezeigt.

Angenommen, es giibe einen quadratischen Nichtrest a modulo p mit ™ =1 (mod p). Dann
hitte die Kongruenz ™ =1 (mod p) wegen Satz 2 mindestens m + 1 verschiedene Losungen
modulo p, ndmlich die m verschiedenen quadratischen Reste und den Nichtrest a. Dies ist aber
nach Satz 1 nicht méglich; also gilt fiir alle quadratischen Nichtreste a, dass ™ = —1 (mod p).
O

Anwendung

Ist p eine ungerade Primzahl, dann ist —1 quadratischer Rest modulo p genau dann, wenn p
von der Form p = 4k + 1 ist.

Beweis: Es ist
p—1 (4k+1)

p—1 (dkt1)—1 2%k
(-1 = (1) = (“1)* =1 (mod p)
und somit ist —1 Q p. Analog erhélt man fiir Primzahlen der Form p = 4k + 3, dass

(=1)P=1/2 = (—1)%+1 = _1 (mod p).



Zerlegung in Quadratzahlen

Die Zerlegung von natiirlichen Zahlen in die Summe von Quadratzahlen ist eine alte, ab-
geschlossene Theorie, die schon von FERMAT im 17. Jahrhundert und spéter von EULER,
LAGRANGE und JACOBI bearbeitet wurde; die wichtigsten Resultate gehen auf die oben ge-
nannten zuriick.

Die pythagoriischen Tripel

Wir suchen Loésungen der Gleichung

22 +y? =22, mit z,y,z € N. (2)
Diese Tripel (x,y, z) natiirlicher Zahlen heilen pythagordische Zahlentripel. Sicherlich kennt
jeder das Tripel (3,4,5), es gilt die Gleichung 32 + 42 = 9 + 16 = 25 = 52. Vielleicht kennen
ja auch einige das Tripel (5,12,13) — es ist 52 + 122 = 25 + 144 = 169 = 132. Es stellt sich
nun die Frage nach allen Losungen der obigen Gleichung. Als erstes beobachtet man, dass mit
(x,y,2) auch (tx,ty,tz), t € N eine Losung von (2) ist. Haben umgekehrt zwei der Zahlen
x,vy, 2z einen gemeinsamen Teiler t, so ist auch die dritte Zahl durch ¢ teilbar und man kann
(2) durch ¢? dividieren und erhilt eine kleinere Losung. Das kann man so lange machen, bis
geT (z,y,2z) = 1. Solche Losungen heilen primitiv. Als zweites stellt man fest, dass in einer
primitiven Losung (x,y, z) immer genau eine der Zahlen x, y gerade ist, die andere und z sind
stets ungerade. Waren namlich x und y gerade, dann hat man keine primitive Lésung mehr,
da man das Tripel durch 2 teilen kann, wiren beide ungerade, etwa * = 2a 4+ 1, y = 2b + 1,
dann wire 22 = 4(a(a + 1) + b(b + 1)) + 2. Eine Quadratzahl kann aber nicht den Rest 2 bei
der Division durch 4 lassen.

Gibt es endlich oder unendlich viele primitive pythagoriische Tripel? Eine einfache Beobach-
tung der Folge der Quadratzahlen und ihrer Differenzenfolge beantwortet die Frage sofort.

n 1 2 3 4 5 6 7 8
n? 1 4 9 16 25 36 49 64
Differenz 3 5 7 9 11 13 15

Die Differenzenfolge der aufeinanderfolgenden Quadratzahlen durchléuft also alle ungeraden
natiirlichen Zahlen. Jede ungerade Quadratzahl (2n 4 1)2 in der Differenzenfolge liefert also
ein pythagoréisches Tripel (2n(n + 1),2n + 1,2n(n + 1) 4+ 1). Dies ist primitiv, da « und z
aufeinanderfolgend und damit teilerfremd sind. Unsere obigen beiden Beispiel sind genau von
dieser Gestalt. Gibt es aber noch andere primitive Tripel? Mit etwas Geschick oder mit dem
Computer findet man das primitive Tripel (8,15, 17), das offenbar keine aufeinanderfolgenden
Quadratzahlen enthélt. Nun ist es an der Zeit eine vollstédndige Losung anzugeben.

Satz 4 Fir beliebige paarweise teilerfremde natiirliche Zahlen m und n mit m > n, wobei
eine von beiden gerade und die andere ungerade ist, liefern die Formeln

T = 2mn,

z=m? + n?
eine primitive Losung von (2). Umgekehrt ist jede primitive Ldisung von (2) mit geradem x
von dieser Gestalt.



Beweis: (nach [8, §2]) Die leicht nachzurechnende Identitét
(2mn)? 4+ (m? — n?)? = (m? + n?)?

beweist, dass (3) ein pythagoriisches Tripel von positiven ganzen Zahlen (z,y,z) liefert.
Hatten die drei Zahlen einen gemeinsamen Teiler ¢t > 2, so hétten auch

om?=y+z2=(m?—n?)+ (m*+n?) und 2n®=z—y=(m?+n? — (m?—-n?

diesen gemeinsamen Teiler. Da aber m und n teilerfremd sind, muss t = 2 gelten. Dann ist
aber y = m? — n? gerade. Also sind m und n beide gerade oder beide ungerade, was unserer
Voraussetzung widerspricht. Es gibt daher keinen echten gemeinsamen Teiler; die angegebene
Losung ist primitiv.
Sei umgekehrt (z,y, z) eine primitive Losung von (2) mit positiven ganzen Zahlen. O.B.d. A.
sei x = 2a die gerade Zahl und y und z ungerade. Dann sind z+y = 2b und z —y = 2c gerade
Zahlen mit a,b,c € N. Jeder gemeinsame Teiler d von b und c ist auch gemeinsamer Teiler
von y und z, also sind b und c teilerfremd. Andererseits ist nach (2)

2

4> =2 =22 —y* = (2 +y)(z —y) = 4bc also a? = be.

Wegen der eindeutigen Primfaktorzerlegung der natiirlichen Zahlen und wegen der Teiler-
fremdheit von b und ¢, miissen b und ¢ bereits fiir sich Quadratzahl sein, also b = m? und
¢ = n?. Dann ergibt sich a®> = m?n? und somit ¢ = mn. Wir erhalten insgesamt x = 2mn,
z=b+c=m?>+n?und y =b—c=m?—n? Wegen b > c gilt auch m >n. O

Aufgabe 1 Man zeige, dass jedes primitive pythagoriische Tripel (m,n) mit m > n genau
3 primitive Tripel als Nachfolger hat und, falls es von (1,0,0) verschieden ist, genau einen
Vorgénger. Keine zwei Nachfolger fallen dabei zusammen.

Lésung: Es sei M = {(m,n) € N x N|m > n,ggT (m,n) = 1,m # n (mod 2)} die Men-
ge der Paare, die die primitiven pythagoréischen Tripel parametrisiert. Man {iberzeugt sich
leicht davon, dass die drei Funktionen f(m,n) := (2n + m,n), g(m,n) := (2m + n,m) und
h(m,n) := (2m — n,m) die Menge M in sich selbst abbilden, denn der ggT bleibt erhalten,
die verschiedene Paritéit und die erste Komponente ist noch immer groler als die zweite. Zur
Eindeutigkeit des Nachfolgers. Es sei (m’,n") der Nachfolger von (m,n) unter f, g bzw. h. Fiir
die Abbildung f gilt m’ > 3n/, fiir g gilt 3n’ > m’ > 2n’ und fiir h gilt schlieBlich 2n’ > m’. Die
GrofBenverhiltnisse von m’ und n’ bestimmen also den Vorgénger eindeutig. Man iiberzeugt
sich auch davon, dass diese Riickabbildung stets moglich ist.

Im Falle a > 3b wéhle man a := a — 2b und b= b; im Falle 3b > a > 2b wiihle man a := b
und b := a — 2b; im Falle 2b > a wéahle man @ := b und b := 2b — a.

Die Methode des unendlichen Abstiegs und die Losungen der Gleichung
ot gyt =

Schon FERMAT war 1637 in der Lage zu zeigen, dass diese Gleichung keine Ldsung besitzt.
Er benutzte dabei die Methode des unendlichen Abstiegs, die Descendenzmethode, die in der
Olympiademathematik auch einfach unter dem Namen Fxtremalprinzip bekannt ist. Fin wei-
terer Name ist — die Suche nach dem kleinsten Verbrecher. Diese Prinzip beruht ganz einfach
auf der Tatsache, dass jede Teilmenge natiirlicher Zahlen ein kleinstes Element besitzt. In fol-
gender Gestalt wird es meist verwendet:



Wir wollen zeigen, dass eine Aufgabe keine Losung besitzt. Dazu nehmen wir an,
sie hédtte eine. Wir wéhlen uns unter allen hypothetischen Losungen eine minima-
le (beziiglich einer geeigneten Ordnung). Wenn es uns dann gelingt, eine kleinere
Losung zu konstruieren, dann sind wir offensichtlich an einem Widerspruch ange-
langt. Die Aufgabe hat keine Losung.

Als Beispiel geben wir einen recht ungewshnlichen Beweis fiir die Tatsache, dass v/2 irrational
ist, siehe [2, Kapitel 3]. Dazu sei M = {nv/2|n € N} NN die Menge der Vielfachen von /2,
die natiirliche Zahlen liefern. Wir miissen zeigen, dass M leer ist. Ist M nichtleer, so gibt es
eine kleinste natiirliche Zahl k € M. Wir betrachten die Zahl n = (/2 — 1)k. Dann gilt

nv2 = (V2 - 1)kvV2 = 2k — kv/2.

Nach Definition der Menge M und wegen k € M sind sowohl (/2 — 1)k als auch 2k — k+/2
natiirliche Zahlen. Folglich, wieder nach Definition von M, ist auch (v/2 — 1)k € M. Nun
ist aber (\/§ — 1)k < k, was der Minimalitdt von k widerspricht. Also ist M leer und V2
irrational.

Satz 5 Die Gleichung
:L‘4 + y4 — 22 (4)
hat keine von Null verschiedene ganzzahlige Ldsung.

Beweis:[(nach [8])] Angenommen, es gibt Losungen der obigen Gleichung. Dann kénnen wir
wieder unsere Betrachtungen auf teilerfremde (primitive) Tripel von natiirlichen Zahlen be-
schrinken. Unter allen primitiven Tripeln wihlen wir dasjenige (z,y, z), wo z am kleinsten
(aber von Null verschieden) ist. Wie schon bei der Losung von (2) schlieft man, dass genau
eine der Zahlen z und y gerade, die andere ungerade sein muss. O.B.d. A. sei x gerade. We-
gen (22)? + (y2)? = 22 bilden (22,y?, 2) ein primitives pythagoriisches Tripel. Also gibt es
teilerfremde natiirliche Zahlen m,n, n > m, verschiedener Paritit (gerade/ungerade) mit

:1:2:2mn, y2:m2—n2, z=m? 4 n.

Falls m gerade und n ungerade, dann ist y> = —1 (mod 4), was nicht moglich ist. Also
ist m ungerade und n = 2q gerade. Also gilt 2 = 4gm bzw. (z/2)?> = gm. Wegen der
Teilerfremdheit von m und n sind auch ¢ und m teilerfremd, also miissen sie bereits beide
einzeln Quadratzahlen sein, etwa

m:sz’ q:t27

wobei s und t gewisse teilerfremde positive ganze Zahlen sind. Wir sehen, dass
y? = ()2 — (2622 baw. (2t%)% 44 = (s7)?

gilt. Da ¢t und s teilerfremd sind, kénnen wir erneut Satz4 anwenden und folglich gibt es
teilerfremde natiirliche Zahlen a und b verschiedener Paritat mit ¢ > b und

2% =2ab, y=a% -0 s*=da®+0°.

Da a und b teilerfremd sind, folgt aus der ersten Gleichung wieder a = «? und b = v? und

somit aus der letzten Gleichung

5% = ut + 0t



wobei u, v und s paarweise teilerfremde natiirliche Zahlen sind. Dabei ist
z=m?+nt>m=s>>s.

Dies widerspricht aber der minimalen Wahl von z. Somit hat Gleichung (4) keine Losung.
O

Mit Hilfe des Extremalprinzips 16se man die folgende Aufgaben
Aufgabe 2 Es gibt kein Quadrupel (z,y, z,u) von natiirlichen Zahlen mit
2% 4+ % = 3(22 +u?).
Aufgabe 3 Finde alle Paare (z,y) von natiirlichen Zahlen mit 222 — 3y? = 0!

Aufgabe 4 Zeige, dass die Gleichung 22 4 y? + 22 = 2zyz keine ganzzahlige Losung bis auf
x =y = z = 0 besitzt.

Aufgabe 5 Die Menge 7 x Z heifit ebenes Gitter. Man zeige, dass es fiir n # 4 kein reguléres
n-Eck gibt, dessen Ecken auf dem ebenen Gitter liegen!

Lésung : Die Drehung um 90° um einen Punkt aus Z/2x Z /2 iiberfiihrt das Gitter I' = ZXxZ in
sich. Es sei Py - - - P,,_1 ein regulédres n-Eck minimaler Kantenlédnge mit P; € I'. Wir betrachten
die n Drehungen um die Mittelpunkte (P; + P;41)/2,4=0,...,n—1 um +90°. Das Bild von
P; 11 bei der zugehérigen Drehung sei P, ; und liegt echt im Innern von Py --- P,_;. Dann ist
das n-Eck P --- P, wieder regulér und liegt auf dem Gitter I". Dies ist aber ein Widerspruch
zur Minimalitét der Seitenldnge. Nur fiir n = 4 fallen die 4 Bildpunkte zusammen und es ergibt
sich kein Widerspruch.

Unmoglichkeitssitze zu Zerlegungen

Wir werden spéter sehen, dass jede natiirliche Zahl als Summe von hochstens vier Quadrat-
zahlen darstellbar ist. Dies wurde schon von FERMAT vermutet und spéter von LAGRANGE
bewiesen. Die Anzahl dieser Darstellungen bestimmte JACOBI, siche Satz 14.

Satz 6 (a) Eine Primzahl der Form 4k—+3 ldsst sich nicht als Summe von zwei Quadratzahlen
schreiben

(b) Eine Zahl der Form 4™(8k +7) ldsst sich nicht als Summe von drei Quadratzahlen schrei-
ben.

Beweis: (a) Die quadratischen Reste modulo 4 sind 0 und 1. Somit lésst sich 3 nicht als
Summe zweier solcher Reste schreiben.

(b) Mit vollstindiger Induktion iiber n. Im Falle n = 0 betrachten wir die quadratischen Reste
modulo 8; das sind 0, 1 und 4. Die Summe dreier solcher Reste kann aber niemals den Rest
7 ergeben. Nehmen wir jetzt an, die Zahl 4%(8k + 7) ist nicht als Summe von drei Quadraten
darstellbar. Wir haben zu zeigen, dass dann auch 4%*!(8k + 7) nicht als Summe von drei
Quadratzahlen darstellbar ist. Angenommen, es gibt doch eine derartige Darstellung

48k +7) = u? + 0% + w?



Dann folgt aus u? 4+ v +w? = 0 (mod 4) sofort w = v = w = 0 (mod 2), denn der Rest 0 lzisst
sich nur als 0 =0+ 0+ 0 (mod 4) mit drei quadratischen Resten modulo 4 darstellen. Dann
kann man aber die obige Gleichung durch 4 dividieren und man erhélt einen Widerspruch zur
Induktionsannahme, [4, Abschnitt 6.2]. O

Bemerkung 1 Es ist erwidhnenswert, dass alle Zahlen, die nicht von der Form 4™(8k + 7)
sind, als Summe von 3 Quadratzahlen darstellbar sind. Dies ist schwierig zu zeigen. Den
Beweis findet man etwa in [5, Band I, Teil III, Kap. 4]

Aufgabe 6 Die Gleichung :L“ll + 33‘21 4+ 4 x‘ll4 = 1599 hat keine ganzzahlige Lésung.

Aufgabe 7 Zahlen der Form 8k+-6 sind nicht als Summe von zwei Quadratzahlen darstellbar.

Losung: Die quadratischen Reste modulo 8 sind 0,1,4. Die Summe zweier solcher Reste ist
niemals gleich 6.

Die Darstellung natiirlicher Zahlen als Summe von Quadraten

Im folgenden Abschnitt werden wir die Frage beleuchten, wann eine natiirliche Zahl als Summe
von zwei bzw. vier Quadratzahlen darstellbar ist. Zum Schluss werden wir — allerdings ohne
Beweis — auch Formeln fiir die Anzahl solcher Zerlegungen angeben. Haben wir im vorigen
Abschnitt einfache Negativ-Resultate bewiesen, so wollen wir uns nun den etwas schwierigeren
Existenz- und Eindeutigkeitsséitzen fiir Zerlegungen zuwenden.

Satz 7 (a) Es seien m = a® + b* und n = 2> + y2. Dann ist

mn = (ax + by)? + (ay — bx)? = (az — by)? + (ay + bx)?.
Ferner gilt 2m = (a — b)? + (a + b)?.
(b) Es seien m = a® +b* + 2 + d* und n = 2? + y*> + 2% + u?. Dann gilt

mn = A% + B% 4 C? 4+ D?, wobei
A =ax+ by + cz + du, B =ay—bxr—cu+dz,
C=az+bu—cx—dy, D =au—bz+cy —dx.

Ferner gilt 2m = (a — b)? + (a +b)* + (c — d)? + (c + d)%.

Beweis: Man erhilt die Identitdten unmittelbar durch Ausmultiplizieren (binomische Formel).
Natiirlich gibt es auch bei (b) mehrere Moglichkeiten, der Darstellung des Produkts. Wie viele
eigentlich? [

Somit kann man sich in beiden Féllen auf die Zerlegung von Primzahlen zuriickziehen. Oben
haben wir gesehen, dass sich die Primzahlen der Form 4k + 3 nicht als Summe von zwei
Quadraten schreiben lassen.

Satz 8 Jede Primzahl der Form 4n+1 ldsst sich eindeutig als Summe von zwei Quadratzahlen
schretben.

Bevor wir diesen Satz beweisen, miissen wir noch einige Hilfsmittel zur Verfiigung stellen.



Satz 9 ( (Wilson)) Fiir jede Primzahl p ist
(p—1!=—1 (mod p).
Wenn umgekehrt diese Kongruenz besteht, dann ist p eine Primzahl.

Beweis: Fiir p = 2 und p = 3 ist der Satz sofort einzusehen. Es sei also p > 3. Keine der
Zahlen

2,3,...,p—2
geniigt der Kongruenz 22 = 1 (mod p). Denn diese Kongruenz ist gleichwertig mit
p|(z —1)(x + 1) und, da p Primzahl ist, sind x = +1 (mod p) die einzigen beiden Lésungen.
In der oben genannten Folge von Resten gibt es also zu jedem z ein 2’ mit 2z’ = 1 (mod p),
wobei 2’ #Z x (mod p). Die obigen p — 3 Reste lassen sich also zu Paaren anordnen, deren
Produkt immer kongruent 1 modulo p ist. Somit gilt

(p—2)!'=1(modp), bzw. (p—1)!=-1 (modp).

Fiir jede zusammengesetzte Zahl n = ab ist (n — 1)! = 0 (mod n), da die Faktoren a und b
beide in den Zahlen 1,...,n — 1 als Faktoren aufgehen. [

Satz 10 Ist p eine Primzahl der Form 4n + 1, so ist

[(7%)1]2 = —1 (mod p).

Beweis: Nach dem WILSONschen Satz gilt

—l1=p-)=12---2n-2n+1)---dn=1---2n(—2n)(—2n+1)--- (-1)
p—1\,1"
[(?)l} (mod p)
U

Dieser Satz zeigt insbesondere, dass fiir die Primzahlen der Form 4n + 1 die Kongruenz
2?2 = —1 (mod p) stets eine Losung hat.

= (2n)!(—1)*"

Satz 11 ( (Thue)) FEs seip eine Primzahl, e und f zwei ganze Zahlen mit 1 < e, f < p und
p < ef. Dann lassen sich alle Reste r modulo p auf die folgende Gestalt bringen: r = 0 (mod p)
oder .

rE:l:;(modp), wobei O0<x<e wund 0<y<f.

Beweis: Es sei r # 0 (mod p). Wir betrachten die ef Reste v + rw, wobei 0 < v < e und
0 <w < f gelte. Weil ef > p, miissen mindestens zwei dieser Reste tibereinstimmen, etwa

v + rwy = vg 4 rwe (mod p).

Der Fall w1 = wo ist aber unmoglich, da sonst auch v; = vy gelten wiirde, und die Paare sind

gleich. Es gilt also

V2 — U1 V1 — V2

+

(mod p)
w1 — W2 w1 — W2

ﬁ
Il
Il
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und |v; —ve| < eund |wy —wo| < f. O

Beweis:[(von Satz8)] Wir richten uns nach [6, Kapitel VII, Abschnitt 3]. Nach Satz 10 gibt
es eine Losung der Kongruenz 22 = —1 (mod p). Wir wenden den Satz von THUE mit e = f
an, so dass e2 > p gilt. Dabei sei e die kleinste derartige Zahl. Es gibt also zwei natiirliche
Zahlen z und y mit 0 < z,y < e, so dass z = +x/y (mod p) gilt. Dann ist aber

und somit x? + 32 = pr fiir eine gewisse natiirlichen Zahl r. Wegen z,y < e ist 22 < p und
auch y? < p, denn sonst wire e nicht die kleinste Zahl mit €2 > p. Somit ist 22 +y? = pr < 2p.
Also gilt » = 1 und somit z2 + 3% = p.

Zur Eindeutigkeit. Angenommen, p = 22 4 4% = u? 4+ v? sind zwei Darstellungen fiir p. Dann
gilt —1 = 22/y? = u?/v? (mod p). Hieraus folgt

To4%= :|:E (mod p).

Y v U

Durch Vertauschung von v und v kann man jedenfalls erreichen, dass z/y = u/v (mod p)
bzw. xv —yu = 0 (mod p) gilt. Nun ist aber

P’ = (2® + ) (W + %) = (vu+yv)? + (v — yu)®.

Da der letzte Summand durch p? teilbar sein muss, muss er sogar gleich 0 sein, also zv = yu.
Wegen ggT (z,y) = 1 und ggT (u,v) = 1 folgt hieraus x = uw und y =v. O
In schonster Allgemeinheit lautet der 2-Quadrate Satz dann

Satz 12 Istn = QEp{I . -pi’“qi“ -~ qPs mit Primzahlen py, ... ,py der Form 4m+1 und Prim-
zahlen qi,...,qs der Form 4m + 3 und gilt

2|h17 s 72’hsv

so kann man n als Summe zweier Quadrate — Null ist auch ein Quadrat — darstellen.
Gilt fir ein j unter gleichen Voraussetzungen 21 hj, so lisst sich n nicht als Summe zweier
Quadrate darstellen.

Potenzreihen

In diesem Abschnitt soll ganz knapp angedeutet werden, wie man Potenzreihen zum Abz#hlen
von Losungen nutzen kann.

Satz 13 ( (Jacobi, 1828)) Die Anzahl der Darstellungen einer natiirlichen Zahln als Sum-
me von 2 Quadraten ist gleich

4(d174(n) - d374(n)).
Dabei ist d,4(n) die Anzahl der Teiler von n (einschlieflich 1 und n), die bei der Division
durch 4 den Rest r lassen.

Satz 14 ( (Jacobi, 1829)) Die Anzahl der Darstellungen einer natiirlichen Zahln als Sum-
me von 4 Quadraten ist gleich
8 > d

d|n, 4d
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Bemerkung 2 In beiden Sitzen zihlen die Darstellungen 5 = 12 + 22 = (—1)? + 22 =
124+ (=22 = (-1)2+ (=22 =224+12 =22+ (-1)? = (-2)? +12 = (-2)2 + (-1)? alle
als verschiedene Darstellungen. Tatséchlich ist dj 4(5) = 2, da 1 und 5 beides Teiler von 5
sind, die den Rest 1 lassen. Ferner ist d3 4(5) = 0 und somit kommt man auf 8 Darstellungen.
Darstellungen mit 0 als Summand werden ebenfalls mitgezihlt: 4 = (£1)2 + (£1)% + (£1)% +
(£1)? (16 Moglichkeiten) und 4 = (£2)% + 0% + 0% + 0% = 0% 4+ (£2)2 + 0% + 02 = 02 + 0% +
(£2)* + 0% = 0% 4 0% + 0> + (£2)* (8 Moglichkeiten). Tatsichlich ist Y5y y4qd = 1+2 =3
und es gibt 24 Zerlegungen von 4 in 4 Quadrate.

Bemerkung 3 Der Satz 14 hat den Satz von LAGRANGE zur Folge: Jede natiirliche Zahl
ldsst sich als Summe von 4 Quadratzahlen schreiben. Denn die im Satz angegebene Anzahl
von Zerlegungen ist fiir alle n eine positive natiirliche Zahl, da d = 1 als Teiler stets mitgezéhlt
wird.

Der Ausgangspunkt fiir unseren Beweis ist dabei der folgende Satz. Einen elementaren Beweis
dieses Satzes — durch reines Abzihlen von Partitionen — findet man in [1, Chapter 2.2].

Satz 15 ( Jacobi-Tripelprodukt-Identitéit) Fiir |q| < 1 und alle x gilt:

H(1+qzm)(1+q -1 —1 1 _q an(n+l /2 n (5)
i=1 ne

Durch trickreiche Umformungen [3] leitet man hieraus die folgenden beiden Identitéten ab

(Z qn2> — 144 Z k(41+1) (4l+3 =1 +4Z d14 d3,4(n))qn7 (6)

nez k>1,1>0 n>1

(Zq”2>4:1+82 S odf g (7)

nez n>1 \d|n,44d

Schauen wir uns die linke Seite von (6) einmal genauer an. Nach formalem Ausmultiplizieren
der beiden unendlichen Reihen lautet der allgemeine Summand a,q", wobei fiir ein festes r
alle Summanden ¢" = q"§ q”% mit ny,ng € Z zu beriicksichtigen sind. Jede Losung (n1,ng) der
Gleichung 7 = n? + n3 liefert also einen Summanden ¢". Also ist a, die gesuchte Anzahl.

Die Pellsche Gleichung

In diesem Abschnitt benutzen wir die Quellen [2, S. 128 ff.] und [9, Aufgabe 10 zu Kapitel
V]. Wir méchten alle Losungen z,y € Z der Gleichung

2 —dy? =1 (8)

ermitteln. Hierbei ist d eine positive ganze Zahl, die keine Quadratzahl ist. Wir kénnen sogar
annehmen, dass in der Primfaktorzerlegung von d alle Primzahlen hochstens in der ersten
Potenz vorkommen. Andernfalls kénnte man quadratische Faktoren von d in y? einbeziehen.
Wir betrachten die etwas allgemeinere Gleichung

2t —dy? =k 9)
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mit einer ganzen Zahl k € Z.
(a) Sind (x1,y1) und (z2,y2) Losungen von (9), dann ist (X,Y") mit

X +YVd= (z1 +y1Vd)(xs £ y2Vd)

eine Losung der Gleichung 22 — dy? = k? (dabei kann man im zweiten Faktor ein beliebiges
Vorzeichen wéhlen).

Beweis: Esist X — YVd = (x1 — ylx/a)(xg T yg\/a) und somit

X% —dy? = (X +YVd)(X - YVd)
= (21 + ylx/g)(azg + ygx/g)(q;l — yl\/a)(x2 ¥ y2\/a)
= (2 — dyi) (23 — dy3) = K*.
O

(b) Ist (xg,y0) die kleinste Losung der PELLschen Gleichung (8) mit positiven zg und yg, das
heiBt, unter allen Zahlen x +y+/d ist 2o + yov/d die Kleinste, dann hat jede Losung (z,y) von
(8) mit x,y > 0 die Gestalt

x4+ yVd = (zo +yoVd)", mit einem 7€ N. (10)

Beweis:Nach (a) ist klar, dass alle Paare (10) tatséchlich Losungen der PELLschen Gleichung
sind. Angenommen, es gibt eine positive Losung (z,y) von (8), die nicht die Gestalt (10) hat.
Dann gibt es eine natiirliche Zahl r mit

(20 + yoVd)" < x +yVd < (zo+ yoVd)" .

Multipliziert man diese Ungleichung mit der positiven Zahl (2 — yovVd)" = 1/(z¢ + yoVd)",
so hat man

1< X +YVd=(z+yVd)(zo— yoVd)" < zo+ yoVd,

wobei (X,Y) nach (a) wieder eine Losung von (8) ist. Wegen (X +YVd)(X —Y+Vd) = 1 und
X +YVd>1folgt 0 < X —YVd < 1 und damit X,Y > 0. Somit haben wir eine positive
Losung gefunden, die kleiner ist als z¢ + yoV/d; ein Widerspruch zur Wahl von (xo,y0)! O

(c) Die PELLsche Gleichung besitzt eine ganzzahlige Losung.
Beweis: Zu C1 > 1 finden wir (x1,y1) € N2 mit

1
‘ml _yl\/g‘ < o 0 <y <O,
1

da sich v/d durch eine rationale Zahl z; /y1 bis auf den Fehler 1/y; annihern ldsst. Multipliziert
man diese Ungleichung mit z1 + y1vd < 2y1v/d + 1, so erhélt man

291V + 1
\mf—dy%|<%<2\/§+l.

Waihlt man nun Cy > Cp mit ‘yl\/a — xl‘ > 1/C5, so findet man erneut ganze Zahlen 2, yo

mit !x% - dy%‘ < 2v/d+1 usw. Auf diese Weise erhilt man unendlich viele Paare ganzer Zahlen
(x,y) mit |a:2 — dy2| < 2¢/d+1. Folglich muss es nach dem DIRICHLETschen Schubfachprinzip
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im Intervall (—2\/3 —1,2Vd + 1) eine ganze Zahl k, k # 0, geben, fiir die unendlich viele
Paare (x,,y,) existieren mit

22— dy? =k (11)

Da es hochstens k? verschiedene Restklassenpaare (a,b) modulo |k| gibt, muss es zwei Paare,
sagen wir, (z1,y1) und (z2,y2) geben, die (11) erfiillen und fiir die gilt 1 = x9 (mod |k|),
y1 = y2 (mod |k|). Es sei (xg,yo) das ganzzahlige Paar mit

zo + yoVd = (21 + y1Vd)(x2 — Vdya) = 2122 — dyrys + (—2192 + pra2)Vd.  (12)
Nach (a) ist dann 2% — dy3 = k%. Wegen (12) gilt
wo =t —dy; =0 (mod [k|), yo = —a1y1 +y1z1 =0 (mod [k]).

Also gilt g = |k| z und yo = |k|y mit ganzen Zahlen z,y, wobei 22 — dy? =1 gilt. O
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