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Aufgabe 1 Es sei p eine nichtnegative ganze Zahl, n = 6p+ 9 und k = 2p + 3.
Beweisen Sie, dass sich im reguléren 2n-Eck PyP; - - - Pa,—1 die Diagonalen P11 Py, Py1oPiio
und P,_, P, in einem Punkt schneiden.

Losung: Wir benutzen den Satz von CEVA in seiner trigonometrischen Form: Es sei ABC
ein Dreieck mit den Ecktransversalen AP, B(Q) und CR und den Winkeln ZCAP = aq,
/BAP = as, ZABQ = (1, ZCBQ = B2, ZBCR = ~y; und ZACR = ~».

Die Ecktransversalen AP, BQ und C'R schneiden genau dann einander in einem Punkt, wenn

sin a1 sin (31 siny; = sin ag sin Gy sin ys. (1)

Beweis: Nur fiir den Beweis mogen P, Q und R auf den Seiten BC, CA bzw. AB liegen.
Nach dem Satz von CEVA verlaufen die drei Geraden genau dann durch einen gemeinsamen
Punkt, wenn

AQBP-CR _ 2)
QB PCRA

Nach dem Sinussatz in den Dreiecken ABP und ACP gilt

BP _ c CP _ b
sinag  sinZAPB’ sinagy  sin ZAPC'

Bildet man den Quotienten aus diesen beiden Gleichungen, so hat man wegen sin ZAPB =

sin ZAPC .
BP  c-sinag

PC  b-sinaj

Analog erhilt man L L
CQ a-sinfs AR  b-sinmys
QA c-sinfy RB a-siny

Das Produkt dieser drei Gleichungen liefert die Behauptung. [
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Wir wenden nun diesen Satz an auf das Drei-
eck mit den Eckpunkten A = P9, B =
P,_p, C = P, und den Ecktransversalen AP,
BPy,_, und CP, ;1. Setzt man die Grofle des
Peripheriewinkels o := ZP; P,, P>, so hat man
nach dem Peripheriewinkelsatz und mit k£ =
[ 4 2 und den obigen Bezeichnungen

a=(-ka,  a=(n-p-1Da,
51:(n_2_p)a7 ﬂ2: p+k)0(,
1=+ 1o, Yo = a.

Hierbei ist o = 7/(2n).

Pn+]. P

Beachtet man die in der Aufgabe angegebenen Werte von k, [ und n, so ist wegen [ — k = 2,
n—2—p=bp+7,n—p—1=3p+4und p+ k = 3p + 3 die Bedingung aus dem Satz von
CEVA #quivalent zu
sin(3p 4 3)a- sin - sin(3p + 4)a = sin(5p + 7)a- sin(p + 1)a- sin 2a. (3)
Wir beweisen diese Gleichung. Wegen o = 7/(12p+18) ist sin(2p+3)a = sinw/6 = 1/2. Also
gilt
2cosa sin((2p 4+ 2)a + o) = 2cos a sin(2p + 3)a = cos a.

Wendet man das Additionstheorem fiir den Sinus an sowie 1—2sin? 2 = cos 2z und 2sin z cos =
sin 2z, so hat man

2cos? o sin(2p + 2)a + sin 2a cos(2p + 2)a = cos av.
2cos? a sin(2p + 2)a + (1 — 2sin?(p + 1)a) sin 2 = cos a.
Subtrahiert man sin 2ac und beachtet erneut die Doppelwinkelformel, so hat man
2cos? a sin(2p + 2)a — 2sin’(p + 1)a sin 2 = cos a — sin 2a
4cos? a sin(p 4 1)a cos(p + 1)a — 4sin?(p + 1)a sina cos o = cos a — sin 2

4 cos v sin(p + 1)a(cos(p + 1) cos a — sin(p + 1) sina) = cos o — sin 2a

4 cos asin(p + 1) acos(p + 2)a = cos @ — sin 2.

In der letzten Umformung benutzten wir das Additionstheorem fiir den Kosinus. Beachtet
man nun (p+2)a+ (5p+ 7)o = 2a+ (6p+ 7)o = /2 und sinx = cos(w/2 — x), so kann man
weiter umformen zu

4cos a sin(p + 1)a sin(5p + 7)o = cos a — cos(6p + 7)
4cos a sin(p + 1)a sin(5p + 7)o = 2sin(3p + 3)a sin(3p + 4)«,

wobel wir —cosa + cosb = 2sin(a + b)/2sin(a — b)/2 benutzten. Dividiert man die obige
Gleichung durch 2, multipliziert mit cos o und beachtet die Doppelwinkelformel, so hat man

sin 2a sin(p + 1)a sin(bp 4+ 7)o = sin v sin(3p + 3)a sin(3p + 4)av.

Damit ist die Behauptung gezeigt; die drei Diagonalen verlaufen durch einen Punkt.



Aufgabe 2 (a) (COXETER, Unvergéngliche Geometrie) In einem Viereck ABCD sind die
folgenden Winkel gegeben /BAD = ZABC = 80°, ZABD = 50° und ZBAC = 60°. Man
bestimme die Grole des Winkels Z/BC D!

(b) In einem Viereck ABCD sind die folgenden Winkel gegeben /BAD = ZABC = 84°,
ZABD = 54° und ZBAC = 66°. Man bestimme die Grofle des Winkels ZBC D!

Lésung: (a) Wir benutzen fiir die Losung die Aufgabel mit p = 0. Mit p = 0 haben wir
n=9k=31=05 a=10° Wir betten das Viereck ABCD ein in ein regulires 18-Eck
PyP; - P17 mit A = Pjgund B = Py. Wir zeigen, dass D der Schnittpunkt S der Diagonalen
PPy und PyP5 ist und C' der Schnittpunkt 7' der Diagonalen PyPy, P3Pig und PsPpp ist
(wegen Aufgabel gehen diese 3 durch einen gemeinsamen Punkt). Aus Symmetriegriinden
liegt S auch auf der Diagonalen P;P;.

Klar ist, dass ZABC = ZBAD = 8a = 80° gilt. Ferner ist ZABS = (15 — 10)ae = 5o = 50°.
Folglich git D = S. Auflerdem ist ZCAB = /P3APy = 6a = 60°. Somit ist C = T. Damit ist
aber klar, dass nach Auflenwinkelsatz im Dreieck Ps PyC gilt /BCD = /BPsPy1+/PyBP5s =
2a+ ba = Ta = T0°.

(b) Wir betten das Viereck in ein regelméfliiges 30-Eck PyP; - -- Pog mit dem Mittelpunkt
Z ein mit A = Pig, B=P5,C = PPgNBZund D := Pi5PsNAZ. Es ist o =
180°/30 = 6°. Dann ist zunéchst klar, dass ZABC = ZBAD = 14a = 84° gilt. Ferner ist
ZABD = (25 — 16)ac = 9av = 54° und LCAB = (15 — 4)ae = 11ae = 66°.

Wir sind fertig, wenn wir zeigen kénnen, dass CD = P;Py7 gilt. Aus Symmetriegriinden ist
klar, dass sich P;yPy7 und Ps;Ps5 auf AZ schneiden. Wir zeigen nun analog zu Aufgabel,
dass sich die drei Diagonalen P;P7, PyPig und PyP;5 in einem Punkt schneiden. Mit den
Bezeichnungen von Aufgabe 1 hat das Dreieck Pi7P;5P; hat die Winkelgrofien

a1 = 8a, a9 = 3a,
ﬁl = 130&, ﬁg = 4a,
7=, T2 = Q.

Die Bedingung aus der trigonometrischen Form des Satzes von CEVA lautet damit
sin 8- sin 4o = sin 13a- sin 3 bzw.  sin48° sin 24° = sin 78°- sin 18°.

Dies ist aber unter Benutzung der Doppelwinkelformel fiir den Sinus und sin x = cos(7/2 — )
dquivalent zu den folgenden Gleichungen

2sin 48° sin 12° cos 12° = cos 12° sin 18°,
2sin 48° sin 12° = sin 18°,
—¢0s 60° + cos 36° = sin 18°.
In der letzten Umformung benutzten wir wieder 2sin asinb = — cos(a + b) + cos(a — b). Die
letzte Gleichung gilt wegen cos 60° = 1/2, cos36° = (1 + 1/5)/4 und sin 18° = (—1 + /5) /4.

Die drei Ecktransversalen schneiden sich also in einem gemeinsamen Punkt.
Wir erhalten mit dem Auflenwinkelsatz im Dreieck P;C B, dass

/BCD = /P17 P;Pi5 + LPyPi5P; = 2a + Ta = 9o = 54°.
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