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Polynome, auch ganzrationale Funktionen genannt, sind die einfachsten Funktionen iiber-
haupt. Sie treten sowohl in der Analysis, eben als Funktionen, als auch als auch in der Alge-
bra, als Elemente von , abstrakten Ringen“, auf. In Olympiadeaufgaben tauchen sie entweder
direkt bei der Restberechnung in der Polynomdivision, bei der Nullstellenbestimmung oder als
symmetrisches Gleichungssystem auf. Man benutzt Polynome in Verbindung mit dem VIE-
TAschen Wurzelsatz auch zur Berechnung von Summen von Binomialkoeffizienten oder von
trigonometrischen Summen.

Division mit Rest, Nullstellen und der Identitétssatz

Definition 1 Eine Funktion f: R — R der Gestalt
f(z) = apa™ + an_12" 14+ +a1x +ag, an #0

heifit Polynom vom Grad n (Schreibweise: deg(f) = n). Die festen Zahlen ay, ..., a, heilen
Koeffizienten von f und koénnen komplex, reell, rational oder ganzzahlig sein.

Beispiel 1 Das (lineare) Polynom f(z) = mz 4+ n, m # 0, hat den Grad 1. Fiir f(x) =
(x+1)"—2™—1,n > 2, gilt deg(f) = n— 1. Vereinbarungsgemf hat das Nullpolynom f =0
den Grad —1. Die Polynome vom Grad 0 sind genau die konstanten Polynome f(z) = ¢,

c#0.

Der folgende einfache Satz gehort zu den wichtigsten Aussagen iiber Polynome. Aus ihm
lassen sich viele interessante Sétze ableiten.

Satz 1 (Division mit Rest) Fs seien f(x) und g(x) Polynome. Dann existieren Polynome
q(x) und r(x) mit
f(x) = g(x)q(x) +r(z), deg(r) < deg(g). (1)

Die Polynome q(x) und r(x) heiffen Quotient bzw. Rest bei der Division von f(x) durch g(x).
Ist r(z) =0, dann sagen wir g(x) teilt f(x) und schreiben g(x)| f(x).
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Beispiel 2 Die aus der Schule bekannte Methode der Division mit Rest fiir ganze Zahlen
liisst sich auf Polynome iibertragen. Man erhilt etwa mit f(z) = 27 — 1 und g(z) = 23+ 2 +1

1=+ D)t -2 -+ 1)+ 222 -2
Wenn deg(f) > deg(g) gilt, dann ist offensichtlich deg(f) = deg(g) + deg(q).
Aufgabe 1 Gesucht sind alle reellen Zahlen a und b mit 2 — 2ax + 2| 2* + 322 + azx + b.

Aufgabe 2 Es seien a, b, r und s reelle Zahlen mit a # b. Welchen Rest lédsst das Polynom
f(x) bei der Division durch (z —a)(x —b), wenn bekannt ist, dass f(a) = r und f(b) = s gilt?

Losung. Da durch ein quadratisches Polynom dividiert wird, ist der Rest hochstens linear,
etwa r(x) = Az + B. Wir wollen A und B ermitteln. Nach (1) gilt also

f(z) = (z —a)(x —b)g(x) + Az + B

mit einem gewissen Polynom ¢(z) als Quotient. Setzt man in diese Gleichung nacheinander
x = a und x = b ein, so erhélt man das lineare Gleichungssystem in den Variablen A und B:

r = Aa+ B, s=Ab+ B.

Es besitzt die eindeutig bestimmte Losung

s—r B:rb—sa

A= .
b—a’ b—a

Nun ein konkretes Beispiel:

Aufgabe 3 Welchen Rest lisst 2190 — 22°! + 1 bei der Division durch 22 — 1?

Lisung. Wegen 22 —1 = (z — 1)(z + 1) hat man @ = 1 und b = —1. Somit ist r = f(1) =
1-241=0und s = f(—1) = 14+ 2+ 1 = 4. Damit ergibt sich nach den obigen Formeln
A= —2und B = 2. Der Rest bei der Division durch % — 1 ist also gleich —2x + 2.

Die Zahl « heifit Nullstelle des Polynoms f, wenn f(a) = 0 gilt.

Es sei f ein Polynom vom Grad n und a € R. Die Division mit Rest von f durch x — a fiihrt
auf

f(z) = (z — a)q(z) + r(z), (2)

wobei r(x) ein konstantes Polynom ist, da deg(r) < deg(x — a) = 1, also deg(r) < 0. Setzt
man x = a in (2) ein, so erhélt man f(a) = r(a) also r(x) = f(a) und somit

f(x) = (x —a)q(z) + f(a). (3)

Aufgabe 4 Es sei f(x) ein Polynom mit ganzzahligen Koeffizienten und f(0) und f(1) seien
beide ungerade. Dann hat f(x) keine ganzzahlige Nullstelle.



Nach (3) gilt

f(x) = zq(z) + f(0) wnd  f(z) = (z —1)p(z) + f(1).

Dabei sind ¢(z) und p(x) wieder Polynome mit ganzzahligen Koeffizienten, da die Divisoren
x bzw.  — 1 Polynome mit hochstem Koeffizienten gleich Eins sind. Ist nun f(a) = 0 fiir ein
a € Z, so liefern die obigen Gleichungen modulo 2:

0=ag(a)+1 und O0=(a—1)p(a)+1.

Da jedoch entweder a oder a — 1 gerade ist, ergibt sich hier ein Widerspruch. Das Polynom
f(x) hat also keine ganzzahligen Nullstellen.

Folgerung 1 Es sei f(x) ein Polynom, das nicht identisch Null ist. Die Zahl a ist genau
dann Nullstelle von f(x), wenn f(x) ohne Rest durch x — a teilbar ist, d.h., wenn es ein
Polynom q(x) gibt mit

f(x) = (z —a)q(z). (4)

Dabei gilt deg(q) = deg(f) — 1.

Aufgabe 5 (a) Fiir welche natiirlichen Zahlen n € N ist 22 + 2 + 1 ein Teiler von f,(z) :=
2 4 g 17
(b) Firn e Nmit 3 J(n+1) gilt 37/10...010...01.

n n

Lésung. (a) Es gilt die folgende Zerlegung in Linearfaktoren 22 + 1z + 1 = (z — w)(z — w?),
wobei w = 3(—1+1v/3) (i = —1 ist die imaginére Einheit). Nach Folgerung 1 ist f,,(z) genau
dann durch r — w und x — w? teilbar, wenn f,(w) = 0 und f,(w?) = 0. Es sei n = 3k £+ 1.
Dann gilt wegen w? = 1 zunichst f,(w) = w2 £ W3+ 11 = w*2 + L* 4+ 1 = 0 und analog
fn(w?) = 0. Jedoch fiir n = 3k ist f,(w) = fn(w?) = 3. Somit teilt 22 + = 4+ 1 genau dann
fn(z), wenn n nicht durch 3 teilbar ist.

(b) Es gilt 10...010...01 = 10?""2 + 10" + 1. Setzt man in (a) 2 = 10 ein und beachtet

102 + 1041 = 3 - 37, so ergibt sich die Behauptung.

Man sagt f hat bei x = a eine m-fache Nullstelle, falls es ein Polynom ¢(z) mit

flx)=(zr—a)"q(x), und gq(a)#0
gibt.

Beispiel 3 Das Polynom f(x) = z2(z — 1)? hat eine doppelte Nullstelle bei z = 0 und eine
weitere doppelte Nullstelle bei z = 1.

Bemerkung (zum Beispiel 2): Treten im Divisor mehrfache Nullstellen auf, so kommt man mit
dem obigen Ansatz nicht weiter. Ist etwa a eine m-fache Nullstelle von g(x), so muss man die
Werte f(a), f'(a),...,f™ Y(a) kennen, um den Rest von f(z) bei der Division durch g(z)
zu ermitteln. Dabei bezeichnet f*)(a) die k-te Ableitung von f(z) an der Stelle a. Die erste



Ableitung von f(r) = a,a"+- - ajx+ag ist definiert als f/(x) = na,z" 14 (n—1)a,_12" 2+
-+ + aj. Der neue Ansatz ergibt sich aus der Taylorentwicklung von f(x) in a:

an (m=1)(q
fz(' )(IL’ - CL)2 + .4+ fi()(;p — a)m_l =+ q(]:)(.CE — a)m.

f(@)=f(a)+ (x —a)f'(a) + (m — 1)!

Wir bestimmen etwa den Rest von f(z) = 219 —22°1 41 bei der Division durch g(x) = (z—1)%.
Der Ansatz lautet nun mit @ = 1 als doppelter Nullstelle von g(x):

fla)=f) + (@ =1 f (1) + (z = 1)*q(x).

Die ersten beiden Summanden auf der rechten Seite liefern den Rest bei der Division durch
(z—1)2. Wir bestimmen den Rest von f(x) bei der Division durch (x —a)?(x —b). Der Ansatz
liefert ein quadratisches Polynom Axz? 4+ Bz + C als Rest:

f(x) = (z — a)*(z — b)q(x) + Az® + Bz + C.

Setzt man hier x = a und z = b ein, so erhélt man 2 lineare Gleichungen fiir die 3 Variablen A,
B und C'. Die fehlende dritte Gleichung verschafft man sich durch Differentiation der obigen
Gleichung und erneutes Einsetzen von =z = a:

f'(a) = 2Aa + Ba.
Kennt man also f(a), f'(a) und f(b), so kann man den gesuchten Rest ermitteln.

Folgerung 2 Es sei f(x) ein Polynom vom Grad n, n € N. Dann besitzt f(x) héchstens n
Nullstellen gezdhlt in ihrer Vielfachheit.

Beweis: Wir benutzen vollstéindige Induktion iiber den Grad des Polynoms. Fiir Polynome
vom Grad Null ist die Aussage sicher richtig, denn die konstanten, von Null verschiedenen
Polynome haben keine Nullstellen. Nun gelte der Satz bereits fiir alle Polynome vom Grad
n — 1. Es sei © = a eine Nullstelle von f(z). Dann gibt es nach Folgerung 1 ein Polynom ¢(x)
mit (4). Ferner gilt deg(q) = n—1. Also hat nach Induktionsvoraussetzung ¢(x) hochstens n—1
Nullstellen, gezéhlt in ihrer Vielfachheit. Nun sind aber alle Nullstellen von f(z) entweder
Nullstellen von ¢(z) oder vom z — a oder von beiden. War = = a bereits Nullstelle von
q(x), so erhoht sich deren Vielfachheit (beim Ubergang zu f(z)) um genau Eins. War z = a
keine Nullstelle von ¢(z), so hat f(z) genau eine Nullstelle mehr als g(x), also hochstens n
Nullstellen. I

Aus Folgerung 1 ergibt sich durch schrittweises Abspalten von Linearfaktoren die

Folgerung 3 Es sei f(x) ein Polynom n'*® Grades mit den Nullstellen a1, ..., a,, gezihlt in
threr Vielfachheit. Dann existiert eine Konstante ¢, ¢ # 0, so dass

fl@)=clx—ay) - (z—ay).

Folgerung 4 (Identititssatz) (i) Es sei f(x) ein Polynom mit deg(f) < n. Besitzt f(x)
mehr als n paarweise verschiedene Nullstellen, so gilt f(x) = 0.

(ii) Stimmen zwei Polynome f(x) und g(z), beide vom Grade kleiner oder gleich n, an n + 1
verschiedenen Stellen tberein, so stimmen sie an allen Stellen tberein, d. h., sie sind identisch

fz) = g(x).



Beweis: (i) Das Polynom kann nicht den Grad k, k € {0,...,n} besitzen, da es sonst nach
Folgerung 2 hochstens k verschiedene Nullstellen beséBe. Da deg(f) < n bleibt nur noch
f(z)=0.

(ii) Wir setzen h(x) := f(z) — g(z). Dann ist deg(h) < n, jedoch hat h(z) mindestens n + 1
verschiedene Nullstellen. Nach (i) ist dann h(z) =0, also f(z) = g(z). O

Beispiel 4 Es seien a, b und ¢ paarweise verschiedene reelle Zahlen. Die quadratische Glei-
chung
(r —a)(x —0b) n (z —b)(x —¢) N (x —¢)(x —a)
(c—a)(c=b) (a—=b)la—c) (b—c)(b—a)

hat offensichtlich die Losungen x1 = a, 9 = b und z3 = ¢. Was folgt daraus?

-1 (5)

Antwort: Auf der linken und rechten Seite von (5) stehen Polynome hochstens zweiten Grades,
die aber in 3 verschiedenen Stellen iibereinstimmen. Nach Folgerung4 (ii) stimmen sie dann
fiir alle « iiberein.

Den Rahmen dieses Beitrages sprengen wiirde der Beweis des Fundamentalsatzes der Algebra,
der streng genommen gar kein algebraischer Satz ist, sondern in die Analysis gehort.

Satz 2 (Fundamentalsatz der Algebra) Jedes Polynom n*™ Grades, n > 1, mit komple-
xzen Koeffizienten besitzt mindestens eine komplexe Nullstelle.

Zusammen mit der Folgerung 2 ergibt sich damit

Satz 3 Jedes Polynom n'*® Grades, n > 1, mit komplezen Koeffizienten besitzt genau n
komplexe Nullstellen.

Der Vietasche Wurzelsatz

Hat das Polynom
fl@)=a2"+az" '+ aa" P+ 4 ap1z +ay (6)
die Nullstellen 1, ..., x,, gezdhlt in ihrer Vielfachheit, dann liefert Folgerung 3
f(@) = (& —z1)(z —22) - (2 — ).

Multipliziert man dies aus und fasst die 2" Summanden nach Potenzen von z*, k =0,...,n,
zusammen, so liefert der Koeffizientenvergleich mit (6)

ap = —(x1+ 22+ 4+ xp),

a9 = X122 + 2123+ -+ + Tp_1Tp,

ap, = (—1)"x129 - - Tpy.

Die auf der rechten Seite auftretenden Polynome o, k = 1,...,n, in den Verdnderlichen
Llye-oyLp
op(T1, ..., Tpy) = E Tiy - Ty,
1<i1 <<, <n

heiflen elementarsymmetrische Funktionen der x1,...,x,. Wir haben also gesehen



Satz 4 (VieTAascher Wurzelsatz) Sind z1,...,z, die Nullstellen des Polynoms f(z) =
"+ a4 Fap, so gilt firk=1,....,n

ajp = (—1)kak(a:1, . ,:En).
Dabei sind die o die elementarsymmetrischen Funktionen.

Definition 2 Eine Funktion f(x1,...,z,) heilt symmetrisch, falls sie unter allen Vertau-
schungen der Variablen x1,...,z, invariant, d.h. unverdndert, bleibt. Mit anderen Worten,
es gilt fiir alle k € {1,...,n — 1}

f(x]n L 7:1771) = f(x]n L 7$k—laxk+17mkaxk+27 LR 7$n)'

Beispiel 5 Symmetrisch sind etwa die Funktionen f(z,y) = cos(z—vy), f(z,y,2) = 1+zyz+
22+ 12 4+ 22, g(z,y, 2) = (x —y)?(x — 2)(y — 2)2. Nicht symmetrisch dagegen sind f(z,y) =
sin(x—y), 9(x,y, 2) = xy+zzund h(z,y, 2) = (r—y)(x—2)(y—=2), weil sin(y—x) = —sin(z—y),
zwar g(z,y,2) = g(x, z,y) aber g(z,y,2) # g(y,x, z) und weil h(z,y,z) = —h(y, z, 2).

Eine weitere wichtige Klasse von symmetrischen Funktionen sind die Potenzsummen
_ .k k
pr(x1,...,xp) =27+ -+, k€N.

Der Hauptsatz iiber die symmetrischen Funktionen besagt, dass sich jedes symmetrische Po-
lynom ausdriicken ldsst durch die elementarsymmetrischen Funktionen. Insbesondere lassen
sich die Potenzsummen durch die elementarsymmetrischen Funktionen ausdriicken:

Satz 5 (NEwTONsche Relationen) Zwischen den elementarsymmetrischen Funktionen

o(z1,...,x,) und den Potenzsummen pg(z1,...,xy,) gelten die folgenden Relationen
0=rpp —o1pp_1+—+ (=D op_1p1 + (=DFkoy,  fiir k<n, (7)
O=pr—o1pg—1+—-+ (—1)"onpr—n fiir k>n. (8)

Beweis: Wir zeigen (8). Dazu sei f(x) = (r — x1)(x — x2) - - - (x — x,). Nach dem VIETAschen
Wurzelsatz gilt dann

fx)=2"—oz" 14— 4 (=1)"0,.
Setzt man in die obige Gleichung x = x; ein und multipliziert mit :L"f_”, so erhélt man, da x;
eine Nullstelle von f(x) ist,

0=af —opf 4. 4 (=1)"gat
Summiert man schliefflich iiber ¢ = 1,...,n, so erhélt man die Behauptung.
Der Beweis von (7) ist etwa schwieriger. Wir zeigen daher nur den Spezialfall k£ = 2. Offenbar
ist 01 = p1 und daher o1p; = (1 +---+2,)% = :17%4—3:%—1—- i 42zt iz Ty 1Ty) =
p2 + 209. Dies ist die Behauptung. [

Aufgabe 6 Es seien z1 29 und x3 die Nullstellen von z3 + 322 — 7z 4+ 1. Man berechne
2 2 2
r] + x5 + x3.

Lésung. Nach dem VIiETAschen Wurzelsatz ist 01 = —3 und g9 = —7. Nach dem letzten Teil
des obigen Beweises gilt py = U% — 209 =9+ 14 = 23.



Aufgabe 7 Es seien 21 und 5 die Losungen der Gleichung 22 — 6z + 1 = 0. Man zeige, dass
x| + xy stets ganzzahlig und nicht durch 5 teilbar ist.

Lésung. Es ist 01 = x14+x2 = 6, 09 = r1x2 = 1 und nach obigem py = a% —209 =36—2 = 34.
Nun gilt

Pipn = (@] + 28) (21 + 22) = 2P + 20T + 220 (27 T + 257 2) = pg1 + o2pn—i.
Wir erhalten also die Rekursion p,4+1 = 01pn — 0opp—1. Hieraus folgt zunichst die Ganzzah-
ligkeit von p,,. Wegen o1 = 09 = 1 (mod 5) ergibt sich daraus p,4+1 = pn —pn—1 (mod 5). Als
periodische Folge der Reste (p,, (mod 5)) erhalten wir also 1, —1, =2, —1, 1, 2, 1, —1,....

Aufgabe 8 Man finde alle reellen Losungen des Gleichungssystems z +y + 2z = 1, 23 + 33 +
B ayz=at 4yt + 24 + 1.
Lésung. Nach (8) mit n =3 und k =4 ist

P4 = 01p3 — 02p2 + 03P1.

Beachtet man o; = p; = 1 und setzt dies in die zweite gegebene Gleichung ein, so hat man
p3+o03 =ps+1=p3—o09ps+o3+1bzw. o9py = 1. Andererseits war aber 1 = p% = p2+ 209,
also po = 1 — 209. Setzt man dies wiederum oben ein, so hat man 1 = o2(1 — 202) bzw.
o3 — %02 + % = 0, was keine reelle Losung o besitzt. Folglich gibt es auch keine reelle Losung
(z,y, z) des gegebenen Gleichungssystems.

Anwendungen

Aufgabe 9 Dem Einheitskreis sei ein reguléres n-Eck Py P, - - - P,, einbeschrieben. Man zeige,
dass das Produkt aller Streckenlédngenquadrate |R-Pj|2, 1 <i<j<n, gleich n" ist!

Lésung. Wir legen das regulédre n-Eck so in die komplexe Ebene, dass P, =v;_1,1=1,...,n,
wobei die v; gerade die n-ten Einheitswurzeln sind; vg = 1. Wegen 7; = v_; gilt dann fiir

D = H1gz'<jgn(Vi —vj)

|DI* = DD = . ,(Vi — i) (v—i — V)
= Hyz-(l — I/J_Z)V—z(l Vz—j)
n—1 n
= H(l —Vi—j) = H H(l — k)
i#j k=11i=1
n—1 "
= (H(l — I/k)> (9)
k=1

Nun gilt aber f(z) = 2" 1+ 2" 2+ ...+ 2+ 1= (z —v1)(xr —v2) - (¥ — vp_1) wegen
2" —1 = (x — 1)(z" 1 +--- +1). Setzt man hier z = 1 ein und vergleicht dies mit (9), so
erhilt man |D|? = f(1)" = n™.



Aufgaben

1.

2.

10.

11.

12.

13.

Welchen Rest lisst p(r) = 27 — 1 bei der Division durch q(z) = 2% + x + 1?
Es seien 1, 79, 73 die Nullstellen des Polynoms z3+3z%—7z+1. Man ermittle 23423 +x3!

(a) Fiir welche natiirlichen Zahlen n € N ist 22 + 2 + 1 ein Teiler von 2" 4 z" + 17
(b) Fiir welche n € N gilt 37(10...010...01 7
—— N~

n n

Es seien P(z), Q(x), R(x) und S(z) Polynome mit
P(x%) + 2Q(2°) + 2*R(2%) = (z* + 23 + 2> + 2 + 1)S(x).

Zeigen Sie, dass x — 1 ein Teiler von P(x) ist!

. Es sei P(x) ein Polynom vom Grad n mit P(k) = %=, k= 0,...,n. Man finde P(n+1)!

k+1°

Es seien a, b und ¢ paarweise verschiedene ganze Zahlen und P ein Polynom mit ganz-
zahligen Koeffizienten. Zeigen Sie, dass die Gleichungen

nicht gleichzeitig erfiillt werden kénnen!

Man lose das folgende Gleichungssystem

o 4+19°=33, x+4+y=23.
Welche reellen Losungen x hat die Gleichung
VT — 2+ Vo =57
Welcher Relation miissen a, b und ¢ geniigen, damit das System
c+y=a, 2+yP=0b 2+yd=c
eine (komplexe) Losung besitzt.

Man 16se das Gleichungssystem
ct+y+z=a, 224+12+22=02 B+P+22=0d

Man ermittle alle Lésungen des Systems z+y+2z = 1, 23+y3+2°+ayz = e +y*+24+1!

Gegeben seien 2n paarweise verschiedene Zahlen a1, ..., a, und by, ..., b,. Ein nxn-Feld
wird nun mit den Zahlen a; + b; in der i*® Zeile und j** Spalte gefiillt.

Beweise: Stimmen die Produkte der Zahlen in jeder Spalte {iberein, so stimmen auch
die Zeilenprodukte iiberein!

Man driicke 23 4 y3 + 2% — 3zy2z durch elementarsymmetrische Funktionen aus!



14.

15.

16.

17.

18.
19.

20.

21.
22.
23.
24.

25.

26.
27.

Fiir welche a € R ist die Quadratsumme der Nullstellen von z? — (a — 2)z —a — 1
minimal?

Sind 1 und x5 die Nullstellen des Polynoms x2 — 6z + 1, dann ist fiir jede natiirliche
Zahl n die Zahl =7 + 2% ganzzahlig und nicht durch 5 teilbar.

Das Polynom z2" — 222"~ 4 322"=2 — ... — 2n2 + 2n + 1 hat keine reellen Wurzeln.

Ein Polynom f(x,y) heit antisymmetrisch, falls f(z,y) = —f(y,x).

Zeigen Sie, dass jedes antisymmetrische Polynom f die Gestalt f(z,y) = (z —y)g(x,y)
mit einem symmetrischen Polynom ¢ hat!

Ist f(x,y) symmetrisch und (z —y) | f(z,y), dann gilt (z —y)?| f(z, ).
Man l6se die Gleichung 28 + 426 — 102* + 422 + 1 = 0!
Man 16se die Gleichung

A2 44210 —212° — 2128 11727 + 1720 11725 + 172 — 2123 — 2122 + 42+ 4 =0

Welchen Rest lisst 219 — 22%1 + 1 bei der Division durch 2% — 1?
Zeigen Sie: (z1 + 23 + 22 + 2 + 1) | (2™ 4+ 233 + 222 + 211 4+ 1).
Man l6se die Gleichung z* + a* — 3az® + 3a®>z = 0 bei gegebenem a.
Man bestimme a und b so, dass (z — 1)? | (az* + ba® + 1)!
Fiir welche n € N gilt

(a) (> +z+1)] (z+1)" —a" —1)?

() (@ +z+1)| (+1)"+2"+1)?

Man beweise, dass (z¥ — a¥) | (z" — a™) genau dann, wenn k | n!

5

Man ermittle a, so dass —1 eine mehrfache Nullstelle von z® — ax? — az + 1 ist!
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