Die ,, bestmoglichen® Dreiecke
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Zur Losung einer Geometrieaufgabe ,, Gegeben sei ein Dreieck ABC ... “ fertigt man zumeist eine
Skizze an. Das Dreieck wird gezeichnet. Doch es wird gleichseitig. Die néchste Skizze zeigt ein
gleichschenkliges. Ein weiterer Versuch ergibt ein rechtwinkliges — wieder ein Spezialfall. Es wirkt
Murphys Gesetz: Wenn etwas schief gehen kann, dann wird es auch schief gehen. (If anything can
go wrong, it will.)

Aber: Welches ist denn nun das ,,beste® Dreieck? Die Suche nach diesem bestmdoglichen nicht-
speziellen Dreieck basiert auf dem Grundsatz von G. Polya: ,Die Figur darf nicht eine unange-
brachte Spezialisierung nahe legen“ ([1, S. 108]).

Es seien «, 3, v die Grofien der Innenwinkel eines spitzwinkligen Dreiecks mit o. B.d. A. 90° > « >
B > ~. Dann misst 90° — « die Differenz zu einem rechtwinkligen und ao— /3 bzw. 8 —~ die Differenz
zu einem gleichschenkligen bzw. gleichseitigen Dreieck. Es sei 6 = min(90° — o, a — 3, 8 — 7). Da
0 den kleinsten Abstand zu den Spezialfillen (rechtwinklig, gleichschenklig, gleichseitig) misst,
unterscheidet sich das Dreieck mit dem grofiten § dann am meisten von den Spezialfillen.

Nun gilt fiir das gewichtete arithmetische Mittel der Differenzen 90° —«, a— 3, 8 —-y die Beziehung

5(90° —a)+2(@a— )+ (B=7)  2710°—(a+8+7)
6 6
Ist a = 75°, B8 = 60°, v = 45°, so gilt § = 15°. Gilt aber nicht o = 75°, § = 60°, v = 45°, so ist
eine der drei genannten Differenzen nach dem Schubfachschluss kleiner als 15°.
Mithin:

=15°.

Satz 1 Das bestmdgliche nicht-spezielle spitzwinklige Dreieck hat die Innenwinkel oo = 75°, B =
60°, v = 45° und es ist § = 15°.

Jetzt seien «, B, v die Groflen der Innenwinkel eines stumpfwinkligen Dreiecks mit o.B.d. A.
a > 90° > 8 > ~. Das Minimum der Differenzen o —90°, 90° — 3, 8 —~, v — 0° (sie messen wieder
die Abweichungen von den Spezialfiillen.) muss wieder moglichst grof sein. Mit v = 180° — 5 —
ist & —90° =90° — B — v < 90° — 33, so dass die Differenz 90° — 3 nicht weiter einzubeziehen ist.

Fiir das gewichtete arithmetische Mitte der Differenzen o« — 90°, 8 — ~, v — 0° gilt
(@ —90°)+(B—7)+2(y—0°) a+B8+~—90°

= =22,5°.
4 4 )

Fiir = 112,5°, 8 = 45°, v = 22,5° ist 6 = 22,5°. Gilt aber nicht o = 112,5°, 8 = 45°, v = 22,5°,
so ist eine der drei genannten Differenzen nach dem Schubfachschluss kleiner als 22, 5°.
Also gilt:

Satz 2 Das bestmdgliche nicht-spezielle stumpfwinklige Dreieck hat die Innenwinkel o = 112,5°,
B =45° ~ =22 5° und es ist 6 = 22,5°.
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In [2] wird o = 80°, 8 = 60°, v = 40° mit dem Abstand § = 10° zu den Spezialfillen (gleichseitig,
rechtwinklig und gleichschenklig) und fiir stumpfwinklige Dreiecke o = 108°, 8 = 54°, v = 18°
mit § = 18° angegeben. Diese angegebenen Werte fithren nicht auf das beste 4.
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