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Ziel dieser kurzen Note ist es, einige wichtige Ungleichungen, die in verschiedenen Olympia-
deaufgaben immer wieder zur Anwendung kommen, einschlieffilich ihrer Beweise zusammen-
zustellen.

1 Die Ungleichung vom arithmetisch-geometrischen Mittel

Gut bekannt diirfte den meisten Schiilern mit einigem Olympiadetraining die Ungleichung

b

+2>2
a

S e

sein, die bekanntlich fiir alle a, b > 0 gilt und leicht aus der Beziehung (a —b)? > 0 hergeleitet
werden kann. Diese Herleitung zeigt auch, dass in obiger Ungleichung Gleichheit genau dann
gilt, wenn a = b ist.

Eine schon weniger triviale Ungleichung ist die folgende:

Satz 1 Fir alle a,b,c > 0 gilt stets die Ungleichung

a b ¢
-+-4+-2>3.
b ¢ a

Aufgabe 1 Zeige die Giiltigkeit dieser Ungleichung, ohne auf die folgende allgemeine Theorie
zuriickzugreifen.

Diese beiden Ungleichungen sind Spezialfille der folgenden allgemeinen Ungleichung

Satz 2 Sind x1, . ..,x, nichtnegative reelle Zahlen, deren Produkt gleich 1 ist, so gilt fiir ihre
Summe

n
Zwi:x1+x2+...+$n2n.
=1

Gleichheit gilt genau dann, wenn x1 = ... = x, = 1 ist.
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Beweis: (nach [1]) Wir fithren den Beweis mit vollstdndiger Induktion. Fiir n = 2 ist seine
Aussage Gegenstand der oben betrachteten Ungleichung. Sei nun die folgende Aussage richtig:
Fiir beliebige k nichtnegative reelle Zahlen y, ..., y; gilt

i yk=1 = wy1+...+y >k

Wir betrachten k+1 Zahlen z1, ..., 211 (von denen wir ohne Beschréinkung der Allgemeinheit
annehmen wollen, dass sie der Gréfle nach geordnet sind), deren Produkt ebenfalls gleich 1
ist und wollen zeigen, dass dann z; + ...+ 21 > k + 1 gilt.

Fassen wir die Faktoren x; und zpy; zu einem gemeinsamen Faktor y; = 121 zusammen,
so haben wir ein Produkt aus k Faktoren und nach Induktionsvoraussetzung gilt
E<yi+zo+x3+...+ 2%
=21Tkg+1 t 22t 23+ ...+ Tk

=T+ ...+ Tpt1 + T1Thy1 — T1 — Ty,
also (wegen x12511 — 1 — X1 + 1 = (1 — 1) (211 — 1))
E+1< I1+...+$k+1+($1—1)($k+1—1)

Da x; die kleinste und x4 die grofite der k + 1 Zahlen ist, ihr Produkt aber gleich 1, so
folgt, dass 1 <1 < xg41 sein muss. Damit ist der Korrektursummand in obiger Ungleichung
nichtpositiv und es gilt erst recht

E+1<x1+ ...+ Tpy1-

Gleichheit erhalten wir hochstens, wenn (z1 — 1)(zx+1 — 1) = 0, also entweder z; = 1 oder
k41 = 1 gilt. Dann ergibt das Produkt der restlichen k Zahlen aber bereits 1 und der zweite
Teil der Behauptung folgt ebenfalls aus der Induktionsvoraussetzung. [

Als Folgerung erhalten wir insbesondere die Giiltigkeit der Ungleichung

fiir positive reelle Zahlen x1, ..., z,.

Aufgabe 2 Beweise die Ungleichungen

2 +2 x? 1
(a) N > 2 (b) log,(b) + log(c) +log.(a) > 3 (c) 11 <3
Seien im folgenden x1, ..., z, stets nichtnegative reelle Zahlen. Als ihr arithmetisches Mittel
bezeichnet man die Zahl
x4+ ... +x,
A(xy, .. xp) i= ———
n
als ihr geometrisches Mittel die Zahl
G(z1,. .., xp) = Y21 ... Tp.

Beide Zahlen liegen zwischen der kleinsten und der gréfiten der n Zahlen und fallen mit diesen
zusammen, wenn alle n Zahlen gleich sind.

Eine weitere Folgerung aus der oben bewiesenen Ungleichung ist der



Satz 3 (Ungleichung zwischen arithmetischem und geometrischem Mittel)

Es gilt stets
A1, .. xn) > G(21, ...y 20)

und Gleichheit tritt genau dann ein, wenn alle n Zahlen tbereinstimmen.

z1 In

Beweis: Wir betrachten die n reellen Zahlen &, ..., %, deren Produkt ganz offensichtlich
gleich 1 ist. Die Aussage des Satzes ergibt sich dann durch ein einfaches Umstellen der Un-
gleichung

O

Aufgabe 3 Zeige, dass unter allen Quadern mit gleicher Summe der Kantenlingen der
Wiirfel das grofite Volumen hat.

Aufgabe 4 * Zeige, dass unter allen Quadern mit gleicher Oberfliche der Wiirfel das grofite
Volumen hat.

2 Andere Mittel zwischen poitiven reellen Zahlen

Es gibt noch weitere Mittel der Zahlen x1, ..., z,, die man betrachten kann. Auch fiir sie gilt
die Aussage, dass sie zwischen der kleinsten und der grofiten der n Zahlen liegen und mit
diesen zusammenfallen, wenn alle n Zahlen gleich sind.

So bezeichnet man fiir a # 0 die Zahl

1
A R S e
n

Mo(21,. . an) = (

als das Mittel vom Grad a der Zahlen x4, ..., x,. Fiir a = 1 erhalten wir wieder das arithmeti-
sche Mittel. Das Mittel vom Grad 2 nennt man das quadratische Mittel der genannten Zahlen
und das Mittel vom Grad o = —1 das harmonische Mittel. Beide spielen in Anwendungen
eine wichtige Rolle.

Als Folgerung aus unserem Satz kénnen wir die folgende Beziehung zwischen dem geometri-
schen Mittel G(z1,...,2,) und dem entsprechenden Mittel vom Grad « herleiten:

Satz 4 Fiir positive reelle Zahlen x1,. .., x, gilt

My(x1,... 2n) > G(a1, ... 2)  fiira>0

und
My(z1,...,2n) < G(x1,...,2,) fir a <O0.
Gleichheit gilt in beiden Ungleichungen genau fir x1 = ... = xp.
Beweis: Wende den Satz iiber das arithmetisch-geometrische Mittel auf z{,..., 2% an. [

Die bewiesenen Ungleichungen legen es nahe, das geometrische Mittel als das Mittel vom Grad
0 zu bezeichnen. Eine weitere Folgerung aus diesen beiden Ungleichungen ist in der folgenden
Aufgabe zu beweisen:



Aufgabe 5 Zeige, dass fiir positive reelle Zahlen x4, ..., x, stets

1 1
(14 ...+ xp) <+...+> > n?

Tl Tn

gilt.

3 Die Bernoullischen Ungleichungen

Elne weitere wichtige Gruppe von Ungleichungen wollen wir nun herleiten.

Satz 5 Ist x > —1 und a > 0 eine reelle Zahl, so gilt

14+2)*<1l+ax wenn 0 < o < 1
und

14+2)*>1+4+ax wenn « > 1.
In beiden Ungleichungen gilt wieder Gleichheit genau dann, wenn x = 0.

Beweis: Fiir diese Ungleichung wollen wir eine Beweistechnik verwenden, die oft in der Ana-
lysis angewendet wird und die wir hier nicht bis ins letzte Detail exakt begriinden kénnen.
Wir beweisen die erste Ungleichung zuerst fiir rationale Exponenten oo = %' Wegen a < 1 ist

dann p < q. Es ist
P
(1 —+ x)q = (1 —+ :p)p . 1(171”

wobei wir den zweiten Faktor hinzugefiigt haben, um zu verdeutlichen, dass wir die Unglei-
chung vom arithmetisch-geometrischen Mittel anwenden kénnen, da unter dem Wurzelzeichen
genau q Faktoren stehen. Wir erhalten

(1 —n) -1
p-(+a)+lg=p-1_, »
q q

das heif3t, die zu beweisende Ungleichung einschliellich der Zusatzaussage iiber die Giiltigkeit
des Gleichheitszeichens.

(l—i-a:)% <

Nun argumentiert man in der Analysis, dass man jede reelle Zahl durch rationale Zahlen be-
liebig genau approximieren kann. Da sich andererseits alle in der Ungleichung vorkommenden
Ausdriicke stetig dndern, bleibt die Ungleichung auch fiir reelle Zahlen richtig.

Die zweite Ungleichung bekommt man nun aus der ersten, indem man y = ax setzt. [
Aufgabe 6 Fiihre diesen Teil des Beweises aus.

Diese Gruppe von Ungleichungen nennt man die Bernoullischen Ungleichungen.

Damit koénnen wir die Ungleichung vom arithmetisch-geometrischen Mittel in der folgenden
Weise verallgemeinern:

Satz 6 Fir positive reelle Zahlen x1,. .., x, gilt
Mo(z1,. .. xn) < Mg(21,...,25),

wenn a < B (und Gleichheit gilt genau dann, wenn x1 = ... = xy).



Beweis: Haben « und 8 unterschiedliches Vorzeichen, so liegt zwischen ihnen das geometrische
Mittel. Wir wollen also im Weiteren «, 8 > 0 annehmen und iiberlassen den Beweis im
verbleibenden Fall o, 8 < 0 dem Leser. Da auflerdem mit v = g

2=

Mg(z1,...,2,) = Mo(z],...,27)
gilt, kénnen wir statt der zu beweisenden Ungleichung auch

rr'n

Mi(af, ... zp) < M (2, ..., z))

zeigen, d.h. uns auf den Beweis der Tatsache beschrénken, dass M, > My ist fiir v > 1, d.h.
(yi == )

Y1+ ... +Yn 7<y¥—|—...—|—y%
n n

gilt oder mit A = e tyn

Y1 )'V (yn ) v
< (= . — ] .
n < ( P + ...+ 2
Setzen wir in der rechten Seite z; := % — 1, so kénnen wir die eben bewiesene Benoullische
Ungleichung anwenden:

yi\7 Yn\7 _ v 7> —
(A) +...+<A> =(1+2)"+...414+2z)>A+v21)+ ...+ (1L +7v2z,) =n,

weil ja z1 + ...+ 2z, = 0 ist. Damit haben wir die Aussage des Satzes bewiesen. [J

4 Gewichtete Mittel

Eine noch weitergehende Verallgemeinerung stellt die Betrachtung gewichteter Summen dar,
in die die einzelnen Zahlen nicht wie bisher gleichberechtigt, sondern mit unterschiedlichen
Gewichten eingehen. Dafiir betrachten wir positive reelle Zahlen w1, ..., w,, die Gewichte,
und definieren

1
W) wrzd+ ... Fwp s\ @
@ wy + ... +w,

als das mit (w) gewichtete Mittel vom Grad « der positiven reellen Zahlen z1,...,x,. Sind
die Gewichte wieder sdmtlich rational, wobei wir oBdA einen gemeinsamen Hauptnenneer
voraussetzen konnen, so ist leicht einzusehen, dass alle bisher bewiesenen Ungleichungen iiber
Mittel auch in dieser Verallgemeinerung richtig bleiben. Fiir reelle Zahlen als Gewichte kénnen
wir denselben Grenziibergangsprozess heranziehen wie bereits im Beweis der Bernoullischen
Ungleichungen.
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