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Zusammenfassung
Ziel der vorliegenden Arbeit ist die Berechnung einer Determinante, die der van-der-
Mondeschen dhnelt. Zwei Anwendungen auf Gausszahlen und Binomialkoeffizienten wer-
den diskutiert. Der Text setzt Bekanntheit mit dem Determinantenbegriff voraus.
Die Arbeit entstand wohl Ende der 1980er Jahre und fand sich 2025 in einer englischen
Version beim Aufrdumen wieder. Ich habe den Text nun digital erfasst und ins Deutsche
iibertragen.

1 Der Satz von van der Monde und eine Verallgemeinerung

i—1

Tlij=1,2,...n

aj, i =1,2,...,n, seien n Unbestimmte und a;; = a

Satz 1 (Satz von van der Monde) Fiir die Matriz A, = (a;j), also

1 1 1
A, = aq as an
a7 ey
gilt
det (A,) = H (a; —a;) .
1<i<j<n
Beweis: det (Ay) ist ein Polynom in aj,aq,...,a,. Fiir a; = a; stimmen die Spalten ¢ und

j von A, iiberein und det (A,) verschwindet in diesem Fall. Also ist det (A,) durch a; — a;
teilbar fiir alle 1 < ¢ < j < n. Da diese Faktoren (als lineare Faktoren) paarweise teilerfremd
sind, ergibt sich

det (Ay) = H (aj —a;) - Py (1)

1<i<j<n

fiir ein Polynom P, = P,(a1,as,...,a,). Vergleich der a;-Grade auf den beiden Seiten von
(1) zeigen, dass P, ein konstantes Polynom ist. Der Koeffizient vor a”~! auf der linken Seite
ist det (A1), der auf der rechten Seite H1§i<j§n—1 (a; — a;)- Py. Also ist P, = P,,_1. Wegen
P =1 zeigt dies, dass P, = 1ist. [0
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1.1 Eine Verallgemeinerung des Satzes von van der Monde

Seien nun a;, by, 7,k = 1,2,...,n, 2n Unbestimmte und
i—1
aij::H(aj—bk), i,j:1,2,...,n
k=1

Das leere Produkt setzen wir dabei wie gewohnlich per Definition gleich 1.

Satz 2 Fir die Matriz A,, = (aij), also

1 1 e 1
A — alfbl agfbl an*bl

" (al—bl) (a1 —bg) (GQ—bl) (ag—bz) (an—bl) (an—bg)

gilt
det (A,) = H (a; —a;) .
1<i<j<n

Der Satz von van der Monde ergibt sich hieraus sofort fiir by = by =--- =b, = 0.
Erster Beweis: Wir argumentieren wie oben. det (4,) ist nun ein Polynom in aj,as,...,a,
und by, by, ..., b,. Fiir a; = a; stimmen die Spalten 7 und j von A, wieder iiberein und wir

schlieBen wie oben, dass det (Ay,) fiir alle 1 < i < j < n durch a; — a; teilbar ist. Wie oben
ergibt sich
det (4,) = H (a; —a;) - Py (2)
1<i<j<n

fiir ein gewisses Polynom P, = P,(aj....,an,b1,...,b,). Ein Vergleich der a;-Grade der
beiden Seiten von (1) fiir i = 1,...,n zeigt wieder, dass alle a;-Grade von P, gleich null sind.
Also ist diesmal P, zwar nicht konstant, sondern ein Polynom nur in b1, ..., b,. Der Vergleich
der Koeffizienten von a?~! auf der linken und der rechten Seite von (1) ergibt wieder

P I (a5 —ai) =det (4, 1),
1<i<j<n—1
damit P, = P,_1 und weiter P, = 1 fiir n > 1, da offensichtlich P, = P, = 1 gilt. Das
komplettiert den Beweis. [
Zweiter Beweis: Addiere b; Mal die Zeile i von (am) zur Zeile (i+1),i=n—-1,n—2,...,1.
Als Zeile (i + 1) der neuen Matrix ergibt sich
j i—1
agi)Lj = Qi1+ b - a;; = H (aj —bg)+b; - H —by) =aj - H (a; —br) = aj - a;j.

k=1 k=1
Addiere nun b;_; Mal die Zeile ¢ der Matrix (aglj)) zur Zeile (i +1) i=n—1,n-2,...,2).
Als Zeile (i + 1) der neuen Matrix ergibt sich

(2) (1) (1)

ol =al); +bi-al) = ;- (ay +bia i) =aj-a) =a?aiay (0>2).

Wiederholt man dasselbe Argument (n — 1) Mal, so wird die Matrix (am-) in die van-der-
Mondesche Matrix transformiert, ohne dass sich der Wert der Determinante dndert. Damit
folgt die Behauptung aber aus dem originalen Satz von van der Monde. [



2 Anwendungen

Es seien a € R, n € N und x eine Variable. Definiere die Gauss-Zahlen wie iiblich als

[g} _ Dogpotl=i g C(zv-1) (zo7t=1) ... (2o = 1)
n _izl ri—1 (x—1)(z2=1) (2™ — 1) )
Folgerung 1 Ist a;; = [Zﬁ—ﬂ firmy,....my, €N, i,5=1,...,n, so ist

n

det (ai;) = 2= () H v H (™5 — ™).

-
k=1 (xk - 1)n 1<i<j<n

Beweis: Es ist
i—1 l,mj-i-l k_ " —l’k 1
aij = H T k_1 H (zF — 1) k-1

k=1

Da die Nenner bei allen Elementen einer Zeile gleich sind, kénnen wir diese als Faktor aus
der Determinante herausziehen. Damit erhalten wir

n t—1 i—1
det (aij) = (H H W) - det (blj) mit bij = H (;pmj — xk—1>‘

i=1k=1 k=1
Es ist
n i—1 ) ) 3 9
k—1 n  (i=1)(i—2) n°—3n“+42n (n)
H X = pr4i=1 2 =X 6 = xr\3/,
=1 k=1

Wir wenden Satz 2 auf die Berechnung von det (b;;) mit a; = 2™ und by, = 2*~! an:

det (b;j) = H (™ — ™).

1<i<j<n

Damit ist der geforderte Nachweis erbracht. [
Sei nun (%) der (gewdhnliche) Binomialkoeffizient.

Folgerung 2 Ist a;; = (1”271) firmy,....my, € N, i,5=1,...,n, so ist

det (a;;) j H H

T 1<i<j<n

Beweis: Es ist

i—1
_(my_ 1L ,
o= (") = oy Ime 1
k=1



Auf dieselbe Weise wie oben ergibt sich fiir

i—1
bij = Hmj +1-—k
k=1

aus Satz 2
det (bw) = H (mj — mz)
1<i<j<n
und damit
det (as;) ! I (my—m)
etla;;) = P — i)
J 1!.2!.....(n—1)!lgi<m J
O

Folgerung 2 ergibt sich auch direkt aus Folgerung 1 durch Anwendung der Regel von I’Hospital
und der Beziehung ( ) = lim,_41 [ ]

a a
n n



