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Ergénzungen zu [1].

1 Rekursive Folgen

In [1] werden Aufgaben vorgestellt, die auf die Arbeit mit rekursiven Folgen zuriickgefiihrt
werden kénnen und insbesondere die Theorie der homogenen linearen Rekursionen mit kon-
stanten Koeffizienten (HLR) genauer besprochen. Dies sind Rekursionen der Form

Gntk = C10ptk—1 + C20n4k—2 + - +cran, n €N (H)

mit konstanten Koeffizienten c;.

1.1 Rekursive Folgen mit CAS berechnen
Viele Abzéhlaufgaben lassen sich iiber Rekursionsbeziehungen 16sen.

Aufgabe 1 Es sei a, die Anzahl der Moglichkeiten, ein Rechteck vom Format 2 x n in
Dominosteine vom Format 2 x 1 zu zerlegen.

Man bestimme a,,.

Lésung: Die Anzahl a,, erfillt a1 = 1,a2 = 2 und die Rekursion a,, = a,,_1 + ay,_o fiir n > 2,
denn am rechten Ende kann entweder ein Dominostein hochkant oder zwei Dominosteine
horizontal liegen.

Diese Folge ist im Wesentlichen die Fibonacci-Folge. Genauer: Der Index ist gegeniiber der
Fibonacci-Folge um 1 verschoben.

Bei der Analyse von Folgen ist es oft wichtig, sich einen Uberblick iiber ein Anfangsstiick
der Folgenglieder zu verschaffen, um angemessene Hypothesen zu formulieren oder andere
zu verwerfen. Fiir derartige Rechnungen kann man Computer-Algebra-Systeme (CAS) oder
andere Pakete zum symbolischen Rechnen' verwenden, die hinreichend gut programmierbar
sind. Rechnungen werden im Weiteren mit dem freien CAS MAXIMA? ausgefiihrt.

This material belongs to the Public Domain KoSemNet data base. It can be freely used, distributed
and modified, if properly attributed. Details are regulated by the Creative Commons Attribution License, see
http://creativecommons.org/licenses/by/3.0.

For the KoSemNet project see http://www.lsgm.de/KoSemNet.
'Etwa das Python-Paket SymPy, https://www.sympy.org/en/index.html
’https://maxima.sourceforge.io/



Bei der Analyse ist eine Besonderheit rekursiver Funktionen zu beachten, die am gerade
betrachteten Beispiel demonstriert werden soll. Anfangsstiicke dieser Folge konnen etwa wie
folgt mit MAXIMA berechnet werden:

a(n) :=if n=1 then 1
else if n=2 then 2
else a(n-1)+a(n-2);

makelist(a(n),n,1,10);

[1,2,3,5,8,13,21, 34, 55,89

Allerdings gibt es bereits Probleme, Werte wie etwa a(26) zu berechnen, da die Berechnung
sehr lange dauert. Wir haben hier mehr noch das typische Verhalten exponentiellen Wachs-
tums — in einem Anfangsbereich (hier bis etwa n = 23) laufen die Rechnungen sehr schnell ab,
in einem sehr kleinen Zwischenbereich (hier etwa fiir n = 24..28) wéchst die Rechenzeit rasch
an, im Bereich dariiber hinaus sind die Rechnungen nicht mehr in sinnvoller Zeit ausfithrbar.

Dies liegt hier darin begriindet, dass bei der Berechnung von a(n) die Berechnung von a(n—1)
mehrfach aufgerufen wird und diese Anzahlen mit wachsendem 7 schnell steigen. Ist z; die Zahl
der Aufrufe von a(n — i) bei der Berechnung von a(n), so ist z; = z;—1 + z;—2 mit 2o = 23 = 1,
denn a(n —i) wird genau bei der Berechnung von a(n —i+1) und a(n —i+ 2) aufgerufen. Die
Folge (z;) (im Wesentlichen wieder die Fibonacci-Zahlen) wichst exponentiell, wie wir spéater
noch sehen werden.

Dieses Problem kann man umgehen, indem die einmal berechneten Funktionswerte zwischen-
gespeichert werden. Im folgenden Code wird in der vierten Zeile der berechnete Wert a(n) in
einem Array A an der Stelle An| gespeichert (beachte hier, dass die Zuweisung A[n] : ... den
berechneten Wert auch noch zuriickgibt) und in der dritten Zeile vorab gepriift, ob der Wert
bereits berechnet wurde. In anderen CAS (etwa MATHEMATICA) kann explizit untersucht
werden, ob die Variable A[n| belegt ist, in MAXIMA wird hier mit integerp gepriift, ob A[n|
mit einer ganzen Zahl belegt ist.

a(n) :=if n=1 then 1
else if n=2 then 2
else if integerp(A[n]) then A[n]
else A[n]:a(n-1)+a(n-2);

a(200);

453973694165307953197296969697410619233826

Die bessere Rechenzeit wird also mit mehr Speicherplatz erkauft. Alternativ kann man a(n)
auch iterativ iiber eine Schleife berechnen, in der die im Weiteren bendtigten Werte aus den
vorherigen Berechnungen in Schleifenvariablen zwischengespeichert werden.

a(n) :=block([al:1,a2:2,a3],
for i:1 thru n-1 do (a3:al+a2, al:a2, a2:a3),
al);



1.2 Zwei weitere Beispiele

Oft schranken rekursive Regeln die Moglichkeiten so weit ein, dass sich eine iiberschaubare
Menge von Folgen oder auch nur eine einzige ergibt, die allen Bedingungen geniigen.

Aufgabe 2 (MO 591036) Fiir die Folge (a,)n>1 positiver ganzer Zahlen gilt

(1) am < ay, fiir alle m,n mit 0 < m < n.
(2) am - ap = Ay fiir alle m,n mit 0 < m < n sowie
(3) asg — 59.

Zeigen Sie, dass dann stets a, = n erfiillt ist.

Lésung: Wére ag, = a,, fir k < n, dann wire wegen (1) ax = agy1 =+ = an.
Wire ap = aj1 fiir ein k, so wire ag = a,, fiir alle n > k. Anderenfalls géibe es ein kleinstes
t > k mit a; > ag. Das fithrt aber zu folgendem Widerspruch:

2 2 (2
A = Qf_ 1 = Q2_9411 = Q2_9p = Gt * Qg2 = Q¢ * A,

und damit a; < ay. Die Folge (ay,) ist also streng monoton wachsend und damit a,, > n fiir

alle n.

Weiter ist a1.59 = a1 - asg und damit a; = 1. Mit Induktion zeigt man, dass asgx = 59% ist.
Also muss auch dazwischen a,, = n sein.

Die Thue-Morse-Folge

Aufgabe 3 Die Folge to, 1,12, ... sei wie folgt definiert: tp = 1, tgr; ; = —t; fir 0 < j < 2k 1
und £ =0,1,....

Man zeige, dass die Folge nicht periodisch ist.

Lésung: Fiir ein k ergibt sich ¢; fiir alle j € {2’“, o2k 1} durch Negation der bisher
berechneten Folgenglieder ¢; mit j € {O, ok 1}:

k=0]1,-1
k=1|1,-1,-1,1

k=21|1,-1,-1,1,-1,1, 1, -1
k=3|1,-1,-1,1,-1,1,1,-1,-1,1, 1,-1, 1, -1, -1, 1

Wir sehen, dass insbesondere das Vorzeichen des letzten Elements in jeder der obigen Teil-
folgen alterniert, d.h., dass tgm_; = (—1)™ fiir m > 0 gilt. Dies ergibt sich in der Tat daraus,
dass 2™ — 1 = 271 4 j mit j = 2™ ! — 1 ist und folglich nach der Bildungsvorschrift
tQ’m_l = —tmel_l gl].t

Wire nun die Folge periodisch, dann gébe es Zahlen [,p > 0, so dass t;, = tj, fiir alle
k > 1 gilt. Fir alle m mit 2™ > [,p gilt dann tom 1 = tym (1) = —tp—1 und damit
tom_1 = tomt+1_1 = —t,_1. Dies widerspricht der gerade gezeigten Eigenschaft.

Es handelt sich um eine Variante der Thue-Morse-Folge, eine Folge mit vielen spannenden
Eigenschaften. So gilt zum Beispiel



(1) tn, = (—1)*(™, wobei v(n) die Anzahl der Einsen in der Binirdarstellung von 7 ist.

(2) ton = tn, t2n+1 = —tp.

(3) Die Folge ist selbstihnlich: Streicht man alle Folgenglieder mit ungeradem Index, so
erhilt man die Ausgangsfolge zuriick.

(4) Ist Xp={0<n<2" : ¢, =1} und ¥}, = {0 <n < 2" : ¢, = -1}, so gilt

S )= fn)
neXy neYy

fiir jedes Polynom vom Grad < k.
Fiir k = 2 gilt insbesondere 0 +3+5+6 = 1+2+ 4+ 7(= 14) und 0% + 32 + 52 + 6% =
12 422 + 42 + 72(= 70).

(1) folgt unmittelbar daraus, dass dies fiir ein Anfangsstiick 0 < j < 2% gilt und tyx 4+ ="t
ist fiir j < 2. Die Binirdarstellungen der beiden Teile unterscheiden sich nur dadurch, dass
im Stiick ab 2* das k-te Bit gleich 1 ist.

(2) ergibt sich unmittelbar daraus, denn 2n entsteht durch Anhéngen einer Null an die
Binérdarstellung von n, 2n + 1 durch das Anhéngen einer Eins.

(3) folgt unmittelbar aus to, = t,,.

(4) kann mit Induktion nach k gezeigt werden. Es ist nach der Konstruktionsvorschrift
X1 :XkU{Qk'H—i—n : nEYk} und Yj4q :qu{2k+1+n : nEXk}.

Ist f(z) ein Polynom vom Grad < k + 1, so ist h(z) = f (x +2F!) — f(z) als Differenz
von f(z) und einem Shift dieses Polynoms ein Polynom vom Grad < k. Es gilt deshalb nach

Induktionsvoraussetzung
> )= 3 oo
neXy neYy

und damit auch

SO (2 ) = 3D fm) = Y (2 4n) = D f)

neXy neXy neYy neYy
s+ Y F (2 ) = 3 )+ D S (2 )
neYy neXg neXg neYy
Y tm= Y f).
nEYk i1 neXpy1

Die Thue-Morse-Folge ist als Folge A0100603 in der Online Encyclopedia of Integer Sequences
(OEIS) zu finden. Mehr zu dieser Folge auch unter

https://de.wikipedia.org/wiki/Morse-Folge
https://de.wikibrief.org/wiki/Thue-Morse_sequence
https://mathworld.wolfram.com/Thue-MorseSequence.html
https://sites.math.washington.edu/~morrow/336_12/papers/christopher.pdf.

*https://oeis.org/A010060



2 Losung der allgemeinen homogenen linearen Rekursion (H)

Es wird nun die in [1] genauer ausgefithrte Theorie des Losens von homogenen linearen Re-
kursionen (H) kurz rekapituliert. Beim Losen spielt das charakteristische Polynom

p(z) =2 — ot — Pt - gy

eine wichtige Rolle. Es ist ein Polynom vom Grad k, das nach dem Fundamentalsatz der
Algebra genau k komplexe Nullstellen (gezéhlt mit ihrer Vielfachheit) g1, g2, -, gx besitzt.

Im einfachsten Fall sind diese k& Nullstellen alle voneinander verschieden. Dann erfiillen die k
voneinander verschiedenen geometrischen Folgen

(a1), (a3)s - (qx)

alle die Rekursion (H). Damit ist dann auch die Folge
2y = Argl + Asgh + -+ + Aggi,n > 0, (1)

mit beliebigen Koeffizienten A1, ..., A; eine Losung der Rekursion.

Umgekehrt zeigt sich, dass fiir jede rekursive Folge (x,,), die (H) geniigt, eine solche Darstel-
lung (1) existiert. Das Bestimmen der Koeffizienten Aq,..., Ay fithrt dabei auf ein lineares
Gleichungssystem mit den Folgenwerten xg,...,xr_1 als rechten Seiten, das in diesem Fall
stets eindeutig 16sbar ist.

Hat p(xz) Mehrfachnullstellen und ist

)™ )™

px)=(r—q)™ ... (. —gs

die Zerlegung von p(z) in Linearfaktoren, so bilden die k Folgen
(n'q}),i=0,....mj—1,j=1,....s

eine Basis des Losungsraums von (H), d.h. fiir jede Folge (z,,), die (H) geniigt, gibt es (ein-
deutig bestimmte) Polynome A;(n) vom Grad m; — 1, Aa(n) vom Grad ma — 1, ..., As(n)
vom Grad mg — 1 mit

an = A1(n)qy + A2(n)gy + -+ + As(n)qg.

Ein genauer Beweis dieser Zusammenhiénge erfordert fortgeschrittenere Methoden der linearen
Algebra sowie der Theorie der Polynome und ist deshalb auch in [1] nur skizziert.

Um Beweise in Olympiadeaufgaben vollstdndig zu fithren, kann man aber eine nach diesen
Regeln gefundene explizite Darstellung durch (verallgemeinerte) vollsténdige Induktion be-
weisen. Dazu zeigt man als Induktionsanfang, dass die Beziehung fiir die ersten k& Werte gilt
und schliefit weiter im Induktionsschritt von der Giiltigkeit der Formel fiir alle & < n auf die
Giiltigkeit der Formel fiir n.

Beispiele:

(1) Die Fibonacci-Folge ayn4+2 = ant1 + an, a1 = ag = 1 hat das charakteristische Polynom
p(z) = 22 — z — 1 mit den beiden rellen Nullstellen ¢;» = 3 & $v/5. Die allgemeine Lésung



lautet also

an:A<1+\/5>n+B<1_\/5>n.
2 2

Beachtet man ag = 0, a1 = 1, so hat man

1
0=A+B, 1:2(A+B)+\§(A—B).

Dies liefert A = —B = %, also

e () - (59))

Diese Formel wird auch als Formel von Binet bezeichnet.

(2) an=4an—1 —3ap_9 firn >2und ap = 1,a; = 2.

Das charakteristische Polynom ist p(x) = 22 — 42 + 3 = (z — 1)(x — 3), was auf den Ansatz
an, = A-1" + B - 3™ fiithrt. Aus den Gleichungen a9 =1 = A+ B und a1 =2 = A+ 3B
bestimmt man A = B = %, was zur expliziten Formel

1
n— 5" " 1
a 5 (3" +1)

fithrt.

(3) an=ap—1+6a,_ fiirn >2und ap =4,a; = 3.

Das charakteristische Polynom ist p(z) = 22 — 2 — 6 = (z — 3)(z + 2), was auf den Ansatz
an = A-3"+ B - (—2)" fithrt. Aus den Gleichungen ap =4 = A+ B und a; =3 =34 2B
bestimmt man A = % und B = %, was zur expliziten Formel

11 9
o .gn g T (o)

fithrt.

(4) ap =6ay—1 —9ay,_o fiir n > 2 und ap = 2,a; = 5.

Das charakteristische Polynom ist p(z) = 22 — 62 +9 = (x — 3)%, was auf den Ansatz
an = (A+ B-n)-3" fithrt. Aus den Gleichungen ap =2 = A und a1 =5 = 3(A+ B) bestimmt
man A =2,B = —%, was zur expliziten Formel

o)

fithrt.



(5) an =2an—1— 2ap_2 fiir n > 2 und ap = 3,a; = 1.

Das charakteristische Polynom ist p(z) = 22—2z+2, das die (komplexen) Nullstellen ¢; = 1+ i
und g2 = 1 — i hat. Dies fiihrt auf den Ansatz a, = A- (1 4+ 1)+ B - (1 — i)™ Aus den
Gleichungen ap =3 =A+ B und a; =1 = (A+ B)+ (A — B)1i bestimmt man nacheinander
(A—B)i = -2, A— B = 2i und schliellich A = % +i,B= % — 1, was zur expliziten Formel

an—<;+i>(1+i)”+<3_i>(l_i)n

fithrt. Da die Folge (a,) ganzzahlig ist, kiirzen sich fiir jedes konkrete n die entsprechenden
Imaginérteile der beiden Summanden gegenseitig weg.

Wir sehen am letzten Beispiel, dass die explizite Formel kompliziert werden kann und fiir
Fragen einer weitergehenden Analyse nicht in jedem Fall brauchbar ist.

Aufgabe 4 (MO 281224) Es ist 1 = y; = 2023 sowie x,, = 2zp—1 — 1, yp, = 2y,—1 — 2" fiir
n > 1. Untersuchen Sie fiir beide Folgen, ob alle Folgenglieder positiv sind.

Losung: Die erste Folge kann mit z, = x, — 1 auf die Potenzfolge z,+1 = 2z, zuriickgefiihrt
werden. Es ist 2, = 2" 12 und damit z,, = 2"~! (z; — 1) + 1 immer positiv. Wir hiitten auch
die ersten Glieder mit MAXIMA mit einem variablen Startwert a berechnen kénnen

x(n) :=if n=1 then a
else expand(2*x(n-1)-1);

makelist(x(n),n,1,10);

[a,2a — 1,40 — 3,8a — 7,16a — 15,32a — 31, 64a — 63, 128a — 127, 2560 — 255, 512a — 511],

dann die Formel z, = a-2""' = 2" + 1 = (¢ — 1) -2""! + 1 vermuten und diese mit
vollstdndiger Induktion beweisen kénnen.

Die zweite Folge scheint ebenfalls schnell zu wachsen, wenn wir die ersten Folgenglieder be-
rechnen. MAXIMA liefert fiir die ersten Gleider mit einem variablen Startwert a

x(n) :=if n=1 then a
else expand(2*x(n-1)-2"n);

makelist(x(n),n,1,8);
[a,2a — 4,4a — 16,8a — 48, 16a — 128, 32a — 320, 64a — 768, 128a — 1792]
Wir vermuten y, = a-2""!1 — (n—1)-2" = (a — 2(n — 1)) - 271, denn es ist

makelist((n-1)*2"n,n,1,10);

[0,4, 16,48, 128, 320,768, 1792, 4096, 9216]
Wir koénnen wieder mit Induktion priifen, dass die Formel korrekt ist:

Yni1 = 2yp — 2" = 2(a — 2(n — 1)) - 2771 — 2!
=(a—-2(n—-1)-2) 2" =(a—2n) 2"



Fiir den Startwert a = 2023 ist also y,, fiir n > 1013 negativ.

Die gegebenen Rekursionsbeziechungen sind beide nicht homogen, so dass die allgemeine Theo-
rie nicht unmittelbar angewendet werden kann. Beide Folgen lassen sich auch als HLR an-
schreiben.

Fiir (z,,) ergibt sich aus
Tp — 2Tp—1 = Tp—1 — 2J5n—2(: _1)

fir n > 2 die HLR z,, = 32,1 — 2x,_2 der Ordnung 2. Fiir die eindeutige Auflosung dieser
Rekursion muss noch xy aus der urspriinglichen Rekursion bestimmt werden. Wir erhalten
w9 = 4045. Das charakteristische Polynom ist p(z) = 22 — 3z + 2 = (x — 1)(z — 2) mit den
Nullstellen g1 = 1 und ¢ = 2. Dies fiihrt auf den Ansatz z,, = A-1"+ B-2". A und B lassen
sich aus den Gleichungen x1 = A 4+ 2B = 2023, x5 = A 4+ 4B = 4045 bestimmen. Es ergibt
sich A =1,B =1011 und z,, = 1011 - 2" 4+ 1 wie bereits oben berechnet.

Fiir (y,) ergibt sich aus

Yn — 2Yn—1 =2 (yn—l - Qyn—2) <: _2n)

die HLR y,, = 4y,,_1—4y,_2 mit dem charakteristischen Polynom p(z) = 22 —4x+4 = (x—2)%.
Dies fithrt auf den Losungsansatz y,, = (A+ B-n)2", wobei zur Bestimmung der Koeffizienten
A und B noch yy = 2y; — 4 = 4042 bendtigt wird. Es ergibt sich

202
Y = (2 o n> -2 = (2025 — 2n) - 2"

in Ubereinstimmung mit dem frither berechneten Ergebnis.

3 Aufgaben aus [1]

Aufgabe 5 (Landesseminar Sachsen 2005, Klausur Klasse 9/10)
Bestimme die Einerziffer und die erste Ziffer nach dem Komma von bogygs, wenn

(a) by = (24 V3)"
(b) by = (3+ V7)™

Losung: Beide Ausdriicke lassen sich jeweils zu einer HLR der Ordnung 2 ergénzen, deren
Folgenglieder ganzzahlig sind.

(a) Betrachte dazu die Folge a, = (2 4+ v/3)" + (2 — v/3)", die eine Kombination aus den
Nullstellen g1 2 = 2 & +/3 ist und so auf das charakteristsche Polynom p(z) = (x — 2)2 — 3 =
2?2 — 4z + 1 und die Rekursion a, = 4an_1 — ap_o mit ag = 2,a; = 4 fithrt. Die letzte
Ziffer von a,, ergibt sich als Rest modulo 10, also a, = (2,4,4,2,4,4,... (mod 10)). Die
Reste wiederholen sich periodisch mit der Periodenléinge 3. Wegen 2023 = 1 (mod 3) ist
also asges = a1 = 4 (mod 10). Wegen 0 < (2 — v/3) < 1 ist weiter agges = ...4 und
baoos = . .. 3,9999 . ...

Die letzten k Ziffern von a,, lassen sich mit MAXIMA auch direkt bestimmen, wenn alle Zwi-
schenergebnisse bereits (mod 10¥) reduziert werden. Wie friiher erliutert, sind die Rechnun-
gen mit einer rekursiven Implementierung nicht erfolgreich, deshalb wird hier eine iterative
Implementierung der Berechnung von a,, (mod 10*) angegeben.



a(n,k) :=block([u:2,v:4,w],
thru n do (w:mod(4*v-u,10°k), u:v, v:w),

u);
Die letzten 60 Stellen von asges konnen so leicht berechnet werden.

a(2023,60);

a2023 = . .. H44477607903430234502941226114843894762534706639567206625764

(b) Betrachte die Folge a,, = (2 + v/5)" + (2 — v/5)™. Dies fiihrt wie oben auf die Nullstellen
q1.2 = 2+ /5, weiter auf das charakteristische Polynom p(z) = (v —2)2 -5 = 22 — 4z — 1
und die Rekursion a,, = 4a,,_1 + an_2, ag = 2,a; = 4. Fiir die letzte Ziffer erhalten wir a,, =
(2,4,8,6,2,4,8,... (mod 10)), die Periodenlinge ist 4. Dann ist aspes = as = 6 (mod 10),
also asgoz = ...6 und asgaz < bogagz = ...6,000.... Beachte dabei 0 > (2 — \/g) > —1. Wie
oben lassen sich die letzten 60 Stellen von asge3 bestimmen:

a2023 = ... 97456270330644980482922682596063201418619234393588947 7077276

Bemerkung: Da als Reste modulo 10 nur die fiinf geraden Zahlen 0, 2,4, 6,8 in Frage kommen,
gibt es maximal 52 = 25 Paare (r1,72) von Resten modulo 10, die hier auftreten. Erstaunli-
cherweise treten alle Paare tatséichlich auf bis auf (0,0), welches ein Orbit fiir sich ist.

Aufgabe 6 (Engel, S. 209) Man finde eine explizite Formel fiir

i(1—l—4an—i—\/1—|-24an), a1 = 1.

an+1 = 16

Lésung: Wir bestimmen zunéchst Zahlenwerte, etwa mit folgendem MaxiMa-Code:

a(n) :=if n=1 then 1
else (1/16*(1+4*a(n-1)+sqrt(1+24*a(n-1))));

makelist(a(n),n,1,10);

5 15 51 187 715 2795 11051 43947 175275
7873271287 5127 2048’ 8192’ 32768 131072 524288

Wir erhalten nur rationale Zahlen, also steht unter der Wurzel aus irgendwelchen Griinden
immer ein vollstdndiges Quadrat einer rationalen Zahl. Um diesem Phénomen auf den Grund

zu gehen, betrachten wird die abgeleitete Folge b, = /1 + 24a,, mit by = 5,bo = 4 und
b2 —1

ap = ~5;—. Setzt man dies in die Rekursion fiir a, ein, so hat man nacheinander
2o, —-1 1 b2 —1
fnt1 24 16 ( e T ”)
5 3 6+0b2—1+60b,
bn+1 —-1= 5 : 6
1 by +3\°



Da alle Glieder positiv sind, folgt daraus b,1+1 = %bn + %

Die Rekursion ist von der Ordnung 1, aber keine HLR, die Theorie also nicht unmittelbar
anwendbar. Wir versuchen den (nicht durch die Theorie gestiitzten) Ansatz b, = A-27" + B.
Aus den Startwerten A = 4, B = 3 ergibt sich die Formel

bn:4<;> +3,n>1,

die durch vollsténdige Induktion dann auch bewiesen werden kann. Fiir n = 1 priift man die
Giiltigkeit unmittelbar, der Induktionsschritt ergibt sich aus

1 3 1 1\" 3 1\ 3 1\
= - —=—-14(= —=4-|= 2-—=4-|= .
=gt =y(1(3) +3)+5=1-(5) +2i-a(3) +3
Man kann die Rekursion aber auch wieder in eine HLR verwandeln, indem die Rekursionsbe-
ziehungen fiir n und fiir n + 1 verwendet werden, um den inhomogenen Teil zu eliminieren:

1 1
bn+2 - §bn+1 == bn+1 - §bna
3 1
bn+2 - ibn—‘rl - ib’m

was auf das charakteristische Polynom

und so auf denselben Ansatz fiihrt.

Aufgabe 7 (BB, Aufgabe 77, S. 16) Gegeben sei die rekursive Folge (a,) mit

2
a + 2
1
ar =as =1, ap = “+——, n>3.
an—2

Beweisen Sie, dass alle Folgenglieder ganzzahlig sind.
Lésung: Die Berechnung von einigen Folgengliedern ergibt
(an) = (1,1,3,11,41,153,571, 2131, 7953,29681, . ..)

und legt die Vermutung nahe, dass dies in der Tat der Fall ist.

Wir formen die Rekursionsbeziehung zunéchst so um, dass in der Formel kein Quotient mehr
enthalten ist:

2
GnQn—2 = an_1 + 1.

Diese Beziehung gilt fiir alle n > 3. Wir betrachten neben dieser Beziehung fiir den Index n
wieder dieselbe Beziehung fiir den Index n + 1:

2
OnQp—2 = an_1 + 1,

2
Api1Qp—1 = Ay, + 1.

10



Die Differenz ergibt a, (an + an—2) = an—1 (ant1 + an—1) und weiter

ap + Gn—2 On+1+ Gpn-1
Cn = = = Cn+1-
Gp—1 Qp,

Die Folge (¢;,) ist also konstant mit ¢, = 4 und (a,) geniigt der Rekursionsbeziehung

Apt2 = 4ani1 — ay.

Damit ist die Ganzzahligkeit der Folgenglieder bereits gezeigt.

Wir berechnen noch die explizite Darstellung. Das charakteristische Polynom p(z) = 2% —4x+
1 hat die beiden Nullstellen ¢; = 2++v3 und ¢ =2 —+/3 = q 1 Es gilt also a, = Aql + Bgh
fiir geeignete A, B, die sich aus a1 = a2 = 1 als A = 9_2‘/?:,3 =

Daraus ergibt sich die explizite Formel

“":9_65\/§<2+\/§)n+%65\/§(2_\/§>n

9+g‘/§ bestimmen lassen.

Aufgabe 8 Gegeben sei eine Folge (ay,) mit a1 = A, ag = B und

2
a :M n>3
" Ap—2 ’ -

Beweisen Sie, dass aus der Ganzzahligkeit von
A? + B?
A, B, + +C
AB
folgt, dass alle Folgenglieder a,, ganzzahlig sind.

Lésung: Diese Aufgabe verallgemeinert Aufgabe 7, die sich fiir A = B = C =1 ergibt.
A% + B?
Wir setzen D = _FA—B_FC Damit ist

B?+C ABD - A%
A A

Aus der Rekursionsbeziehung fiir n und n + 1 erhalten wir

C = ABD — A?> - B?> und a3 = BD — A.

2 2
nlp—2 =a;,_1 +C, ant1an—1 = a;, + C.
Die Differenz ergibt ay, (an + an—2) = an—1 (ap+1 + an—1) und weiter

_apt+ap—2  Qpyl +0p-1
Cp = = = Cn+1-
an—1 Qn

as + ai . BD—-A+ A .

D.
a9 B

Die Folge (¢y,) ist also konstant und wir erhalten ¢, = ¢3 =

(an) geniigt also der Rekursion a,y9 = Daypi1 — ayp.
Aufgabe 9 (MO 261242) Ermittle alle Zahlenfolgen mit a; = 1, ap = 35, fiir die
Amtn * Om—n = a?n — ai fir allem >n >0

gilt.
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Lésung: Fir m = 1 ergibt sich a,+1 = , womit die Zahlenfolge zumindest eindeutig

n—1

bestimmt ist, wenn sie existiert.

Die Rekursionsbeziehung ist von dhnlicher Bauart wie die in Aufgabe 8, wobei die dortige
Ableitung der linearen Rekursion nicht daran gebunden ist, dass A, B, C ganzzahlig sind. Hier

A2+ B?+C

istA:1,B:%,C:—1unddamitD:%:%
Rekursion a2 = %anH — ay. Das charakteristische Polynom ist p(x) = 2 — %IL‘ + 1 mit
den Nullstellen ¢; = 2,99 = % Die explizite Bildungsvorschrift ergibt sich aus dem Ansatz
an, = Aq} + Bgy, fiir den man aus den Startwerten A = %,B = —% ermittelt. Finziger

Losungskandidat ist also die Folge
2 \"
=—(2"—- (= .
(7 (3))

Cmatn * Qmen = azn — ai fir alle m >n >0

. Die Folge a,, erfiillt also die

Die Giiltigkeit der Beziehung

rechnet man leicht nach.

Aufgabe 10 Gegeben sei die rekursive Folge (ay,)nen mit

Ap_1Qp_o + 1
ap =az =a3 =1, an:L, n > 4.
an—3

Beweisen Sie, dass alle Folgenglieder ganzzahlig sind.
Diese Aufgabe ist &hnlich zur Aufgabe 2.2 im BWM 2003 [2].

Zeigen Sie, dass alle Glieder der durch

Qp20p41 + 7
Qp

a1 = 1,a0 =1,a3 = 2 sowie anp4+3 = firn >0

gegebenen Folge ganzzahlig sind.

Berechnet man numerisch die Quotienten aufeinanderfolgender Glieder eines Anfangsstiicks
der Folge, so ergeben sich ndherungsweise alternierend zwei Werte, was die Vermutung nahe
legt, dass — wie in der dritten Losung der BWM-Aufgabe — die Folge iiber zwei verschriankte
Rekursionsbeziehungen fiir gerade und ungerade Indizes berechnet werden kann. Dies ist in
der Tat so.

Lésung: Wir bilden wieder die Differenz der Rekursionsbeziehung fiir n und n + 1:

ApGp—3 = Qp—1apn—2 + 1, api1apn—2 = apap—1 +1,

Qn (an—l + an—3) = Un—2 (an—l—l + an—l) s
(p41 + Ap—1 _ Gp—1+0n-3

Cn+l1 = = = Cn—1.
an an—2

Im Gegensatz zur Aufgabe 7 und 8 ist hier also

as + a; as + az
c3=C¢5 =+ = . =2undcy=cg=---= .
2 3

= 3,
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was die Rekursionen
a2y = 302p—1 — A2p—2 Und a2p4+1 = 2a2, — A2n—1

liefert. Daraus folgt zunéchst die Ganzzahligkeit der Folgenglieder.

In der ersten Losung der BWM-Aufgabe wird eine einfache Rekursion der Ordnung 4 an-
gegeben, der die Folge ebenfalls geniigt. Das soll nun fiir die hier gegebene Folge ebenfalls
hergeleitet werden. Es gilt
A2n+2 = 302n4+1 — A2n, A2n = 3a2n—1 — A2n—2
A2nt2 + G2 = 3 (A2n41 + G2n—1) — A2n — G2n—2
agn+t2 = 6az2p — 2a2n, — agn—2 = 4az, — azn—2

und ahnlich

A2p 1 = 202, — A2p—1,A2p—1 = 3A2p,—2 — A2p—3
A2p 1 = 202, — A2p—1,02n—1 = 3A2p—2 — A2p—3
aon+1 = 2 (agn + agn—2) — 2a2n-1 — a2p—3

= 6aop—1 — 2a2p—1 — a2p—3 = 4aop—1 — A2p—3.

Die Folge geniigt also der gemeinsamen Rekursion a,14 = 4a,42 — a,. Daraus ergibt sich als
explizite Formel der Ansatz

an = Aq + B (—q1)" + Cgy + D (—gq2)"

mit 1 = V2++vV3 und g2 = V2—V3 = q; 1 da das charakteristische Polynom p(z) =
x? — 422 + 1 die vier Nullstellen +¢;, ¢ hat.

Aufgabe 11 (BB, S. 16, Aufgabe 76) Gegeben sei eine Folge (a,)n>0 von ganzen Zahlen mit
3an = Gp—1 + any1, n>1.
Beweisen Sie, dass 5a2 + 4(a2 + a? — 3apay) stets eine Quadratzahl ist.
Lésung: Symbolische Berechnung der ersten Werte der Folge
b, = 5a2 + 4 (af + a3 — 3agay)

ergibt b, = cfl mit einer Folge ¢y = 3ag—2a1, ¢ = 2a0—3a1 = 3a1—2a2 und cpq2 = 3cp41—Cn.
Das legt die Vermutung c¢,, = 3a,, — 2a,+1 nahe. Es bleibt zu zeigen, dass dies allgemein gilt.
Beweis mit Induktion und a, = 3an4+1 — any2, wobei der Induktionsanfang schon gezeigt
wurde.

bpy1 = by + 5ai+1 - 5a721 = (3an — 2an—i—1)2 + 5a31+1 - 5a721

= (Tap41 — 3an+2)2 + 5(1721“ —5Bant1 — an+2)2

2 2 2 2
=9a;,, 1 — 12ap 110042 + 4a;, 5 = (3ap41 — 2a542)" = Cjyq.
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Aufgabe 12 Es seien (z,,) und (y,) rekursive Folgen, gegeben durch

Ty = 17 T = 17 Tn4+2 = T4l + 2-7;77,7 ne N7
=1 y2="7, Ynt2 = 2Ynt1 + 3Yn, n€N.

Beweisen Sie, dass aufler 1 = y; = 1 die beiden Folgen keine gemeinsamen Folgenglieder
besitzen.

Lésung: Wir betrachten beide Folgen modulo 8 und erhalten

x, =1,1,3,5,3,5,--+ (mod 8),
yp=1,—-1,1,—1,--- (mod 8).

Folglich kénnen nur die ersten Folgenglieder {ibereinstimmen.

Man kann hier auch die expliziten Bildungsvorschriften bestimmen, was allerdings in der
gestellten Frage nicht weiterhilft.

Die Folge z, hat p(z) = 22 — 2 — 2 = (z — 2)(z + 1) als charakteristisches Polynom und

damit gilt ,, = A-2" 4+ B-(—1)". Einsetzen der Startwerte liefert A =%, B = —1 und somit
=L (-1

Ty =3 :

Fiir die Folge v, ist p(z) = 22 — 22z — 3 = (x — 3)(z + 1) und damit y,, = A-3" + B - (—1)".

Einsetzen der Startwerte liefert A = 2, B =1 und somit y, = 3"~ + (—=1)".

Aufgabe 13 Es sei f(z) ein Polynom mit ganzzahligen Koeffizienten und f(0) = f(1) =1
und a; € 7 beliebig gegeben. Ferner sei a,+1 = f(a,) fiir alle n > 1.

Beweisen Sie, dass die Folgenglieder paarweise teilerfremd sind.

Lésung: Fiir f(z) = cpa”+- - +c1ztcoist f(0) = cop = 1und f(1)—cop = cp+cpn_1+---+c1 = 0.
Damit ist

ap+1 = flag) = ag (caa) '+ + 1) +1
:ak(cn(azfl—l)+---+cl(1—1))+1
=ag(ag—1) -pp+1

und zunéchst ged (agy1,ax) = 1. Mit Induktion zeigt man ay — 1 = ag_1 ... a1 - qx. In der
Tat, setzt man das oben ein, so ergibt sich

ag+1 —l=ag(ar — 1) -pr=ar-ar—1-...-a1-qg Dk

und S0 qx+1 = qk - Px- Damit sind die ay aber paarweise teilerfremd.

3.1 Periodizitit der Fibonacci-Zahlen modulo m

Aufgabe 14 Es sei m € N eine fixierte natiirliche Zahl.

(a) Beweise, dass es eine FIBONACCI-Zahl a,, gibt, die durch m teilbar ist.
(b) Zeige, dass es eine FIBONACCI-Zahl gibt, die auf m Neunen endet.
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Beweis: (a) Wir betrachten sdmtliche Paare von Resten (a,,, a,+1) modulo m. Da es hochstens
m x m = m? solcher Paare gibt, wiederholt sich nach spétestens p < m? Schritten ein Paar:

(an, any1) = (anip, Gnipy1)  (mod m).

Da sich aus (an,an4+1) und der Beziehung a, 2 = apt1 + an bzw. ap—1 = ap+1 — a, das
vorherige und das néchste Folgenglied eindeutig ergeben, kann es keine Vorperiode geben und
die Paare (ag,a1) bzw. (a_2,a_1) wiederholen sich nach p Schritten. Nun ist aber

Daher treten die Reste 0, 1 und —1 modulo m stets auf.

(b) Man betrachte als Modul 10™ und die Folgenglieder, welche kongruent —1 modulo 10™
sind. O

Die Periodizitiat der modularen Fibonaccifolge kann mit folgender Darstellung genauer unter-

sucht werden: Es gilt
ntl) _ap. [ 9 mit M = Tl
an an—l 1 O

an ap /)’
Die Fibonaccifolge hat damit eine Periode p modulo m genau dann, wenn M? = E (mod m)
gilt, wobei E die Einheitsmatrix ist.

Fiir m = 10¥ (also die Frage nach den Neunen) ergibt sich M1>™ = E (mod m). Hat man
dies fiir kleine k tiberpriift, so ergibt sich wegen

und damit

10 10
M0 (M“"wk) = <E+ a- 10’“) =E+ (1) ra-10°=E (mod 10°+1),

dass dies auch fiir alle k > 2 gilt.
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