Der Polyasche Abzédhlsatz und Farbungen reguldrer Polyeder

Hans-Gert Gribe, Leipzig

Der Polyasche Abzéhlsatz behandelt folgende Abzéahlaufgabe:

(Unterscheidbare) Teile eines Objekts O sollen mit (unterscheidbaren) Farben aus
einer Menge F' gefirbt werden, wobei zwei Farbungen als “gleich” zéhlen, wenn
sie durch eine “Symmetrie” von O in Ubereinstimmung gebracht werden kénnen.

Genauer: Bezeichne M die Menge der (unterscheidbaren) zu farbenden Teile von O. Eine
Féarbung ist dann eine Abbildung f : M — F. Ist ¢ € G eine Symmetrie von O, so beschreibt
diese Symmetrie eine Permutation der Elemente von M. Zwei Féarbungen f1, fo € Map(M, F)
heiflen dquivalent, wenn sie sich um eine solche Symmetrie unterscheiden, d.h. wenn f; = fooo
gilt?.

Wir wollen im Weiteren nicht zwischen den Symmetrien und diesen Permutationen unter-
scheiden und mit G die Gruppe der Permutationen der Elemente von M bezeichnen, die
diesen Symmetrien entspricht. Dazu und um die Unterscheidbarkeit zu gewihrleisten werden
wir die Elemente von M durchnummerieren: M = {1,...,n}.

Beispiel: Finde die Anzahl aller Moglichkeiten, von den 6 Kanten eines regulidren Tetraeders
drei rot und drei blau zu farben, wobei zwei Féarbungen als gleich gelten, wenn sie durch
eine Drehung des Tetraeders ineinander iiberfithrt werden kénnen. M = {1,...,6} ist die
(durchnummerierte) Menge der Kanten des Tetraeders, F' = {rot,blau}. Ohne Beriicksichti-
gung der Symmetrien gibt es genau (g) = 20 verschiedene Kantenférbungen der angegebenen
Art (wahle aus den 6 Kanten die drei rot zu férbenden und firbe die restlichen blau), mit
Berticksichtigung der Symmetrien nur 4.

Zyklentyp und Zyklenzeiger

Wir wollen immer M = {1,...,n} annehmen. G besteht also aus Permutationen von n
Elementen.

Jede Permutation o € G lésst sich auf eindeutige Weise in elementfremde Zyklen zerlegen.
Besteht o aus b; Zyklen der Linge i, so nennen wir

ZT(o) = a¥abz ... . b
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! f2 o o steht fiir die Nacheinanderausfithrung (Komposition) der beiden Abbildungen M % M %2 F und
bedeutet fi(o) = f2(c(0)) fir alle Teile o € M, d.h. dass die Farbe fi(0) von o in der Farbung fi gleich der
Farbe f2(o(0)) von (o) in der Farbung fs ist.



den Zyklentyp von o. Um den Zusammenhang zu o zu verdeutlichen, schreiben wir auch b;(o).

Insbesondere muss b1 + 2by + - - - + n b, = n gelten, da jedes Element von M in genau einem
Zyklus vorkommen muss.

Das Polynom
1
Zg=1= Y ZT(o)
|G’ oceG
(das “arithmetische Mittel” der Zyklentypen aller Elemente von () bezeichnet man auch als
den Zyklenzeiger von G.
Beispiel: G ist die Gruppe der 12 Permutationen der Ecken eines Tetraeders:

e 4.2 = 8 Drehungen um eine Achse durch einen der vier Eckpunkte um +120° haben den
Zyklentyp x1x3: ein Einerzyklus — die Ecke auf der Drehachse — und ein Dreierzyklus —
die anderen drei Eckpunkte.

e 3 Drehungen um eine Achse durch gegeniiberliegende Kantenmitten um 180° haben
den Zyklentyp x2: die vier Eckpunkte werden durch eine solche Drehung paarweise
vertauscht.

e Die identische Bewegung hat den Zyklentyp x7.

Der Zyklenzeiger fiir diese Situation (TE=Tetraederecken) lautet

1
ZTE = E (ZL‘%—|—33§‘%+8$11‘3)

Der Polyasche Abzihlsatz

Wir besprechen hier nur die einfachste Form des Polyaschen Abzé#hlsatzes, der den Fall be-
handelt, wo mit zwei Farben (schwarz und weif}) gefarbt werden soll und die Anzahl schwarz
zu farbender Teile vorgegeben ist.

Ist z; die Anzahl der verschiedenen Féarbungen mit genau ¢ schwarzen Teilen und t eine
Unbestimmte, so bezeichnen wir

Y=zt 2t + 2t ..

als Numerator (oder erzeugende Funktion) der Abzihlaufgabe.

In der vorher beschriebenen Situation (M = {1,...,n}, Symmetriegruppe G als Permutati-
onsgruppe von M, zwei Farben) kénnen wir auch den Zyklenzeiger Z(x1,...,x,) berechnen.

Zwischen dem Numerator g dieser Abzéhlaufgabe und dem Zyklenzeiger besteht folgender
Zusammenhang

Satz 1 (Polyas Abzihlsatz)
Yo=Z 1+t 1+, 1+t").

Die Anzahl der verschiedenen Fdrbungen mit genau k schwarzen Objekten bekommt man also
als Koeffizient vor t*, wenn man im Zyklenzeiger firi=1,...,n die Variable z; durch 1+t
ersetzt und das so entstehende Polynom expandiert.



Beweisskizze: Der Beweis beruht auf einer geschickten Formulierung des Abz&hlproblems und
der Regel des doppelten Abzéhlens.

Fiir eine Farbung f € Map(M, F) mit genau k schwarzen Teilen bezeichnen wir mit w(f) = t*
das Gewicht dieser Farbung. Die Menge [f] = {f o 0,0 € G} aller zu f #quivalenten Farbun-
gen bezeichnet man als Orbit von f. Fiir den Numerator ergibt sich dann

_ywl)
”G‘; 7]

wobei iiber alle Firbung summiert wird, ohne dass wir uns um Aquivalenz kiimmern, aber jede
Féarbung nur mit einem solchen Bruchteil zdhlen, dass in der Summe jede Aquivalenzklasse
genau mit dem Faktor 1 gezihlt wurde (w(f) ist auf allen Farbungen eines Orbits gleich).

Die Grofie des Orbits hingt eng mit der GroBe des Stabilisators Gy = {c € G, foo = f}
zusammen. Der Stabilisator enthélt alle Permutationen, die eine Féarbung f invariant lassen.

Es gilt folgende Beziehung (Burnside-Lemma):
Gl =1[71]- 1G]

Beweis: Wir zeigen, dass die Mengen G und [f]x G s gleichméchtig sind. Sind [f] = {f1,..., fx}
die zu f #dquivalenten Firbungen, f; = foo; und f' = f o7 fiir ein 7 € G, so muss f’ mit
einem der f; iibereinstimmen:

f'=fi, also for=foo;

und folglich 700} leq #. Zu jedem Element 7 € G konnen wir also ein Paar (f;, 700, e
[f] x G angeben. Diese Beziehung ist offensichtlich eineindeutig. [J

Fiir den Numerator ergibt sich damit die Formel

0= 3 ot = 160 = 5 (8 i),

wobei

e(f,0) = {1 foo=f

0 sonst

gesetzt ist. Nun doppeltes Abzéhlen: >, >° =3 > .

Z > elf Z S w(f) |,

aeG fer aeG fere

Die Summe im zweiten Summenzeichen geht bei fixierten o {iber all diejenigen f € M mit
e(f,o) =1, also iiber die Menge

={f€F foo=f}

aller unter ¢ invarianten Farbungen.

o hat als Permutation eine eindeutige Zerlegung in elementfremde Zyklen. Eine Farbung ist
unter ¢ invariant genau dann, wenn alle Teile innerhalb eines jeden Zyklus von o die gleiche



Farbe haben. Ein Zyklus der Liange k kann also entweder k weifle oder k schwarze Teile zur
Gesamtfirbung beitragen. Der Beitrag zum Numerator ist also 1 (k weiBe) + t* (k schwarze).

Ist (b1,...,by) der Zyklentyp von o, so ist der Beitrag zum Numerator aller Elemente aus F'?
also gerade

(1 +t>b1(0) (1 + t2)b2(0) . (1 + tn)bn(o) ’

da die Farbe der Zyklen unabhingig voneinander gewéhlt werden kann (Produktregel). Damit
ergibt sich schliellich
Yo=Z 1+t 1+, 1+t")

Anwendung auf Farbungen platonischer Korper

Als Anwendung soll die folgenden drei Fragestellungen fiir die verschiedenen platonischen
Korper studiert werden:

Gegeben ist ein platonischer Korper P. Wieviele wesentlich verschiedene Féarbun-
gen der Ecken, der Kanten, der Seitenflichen dieses Korpers mit zwei Farben
(schwarz und weif}) gibt es, bei denen genau k der Ecken bzw. Kanten bzw. Sei-
tenflichen schwarz gefirbt sind.

Zwei Féarbungen heiflen dabei wesentlich verschieden, wenn sie nicht durch eine
Drehung von P ineinander tiberfiihrt werden koénnen.

Bezeichnet z; die Zahl der Farbungen mit genau k schwarzen Teilen, so ist also der Numerator
v =20+ 21t + 202+ ...

zu bestimmen. Dazu ist die oben entwickelte Theorie auf die Gruppe der Permutationen der
Ecken bzw. Kanten bzw. Seitenflichen von P anzuwenden, jeweils der Zyklenzeiger zu be-
rechnen und daraus der Numerator zu bestimmen. Wir erhalten die Anzahl der méglichen
wesentlich verschiedenen Férbungen. Koénnen nun genau so viele (bewiesendermaflen) ver-
schiedene Farbungen angegeben werden, so haben wir einen vollen Satz von Férbungen der
gesuchten Art gefunden.

Weitere Details siehe Diplomarbeit von Heike Kiithne (PH Erfurt, 1985)
Tetraeder
Die Drehgruppe des Tetraeders besteht aus 12 Elementen (warum?):

e Der identischen Abbildung ¢;

e 4.2 = 8 Drehungen um eine dreizdhlige Achse durch einen der Eckpunkte und die
gegeniiberliegende Seitenmitte Di;

e 3 Drehungen um eine zweizihlige Achse durch gegeniiberliegende Kantenmitten Dy

Diese Drehgruppe induziert Permutationen der Ecken (Tg), Kanten (Tk) und Seitenflichen
(Tr) des Tetraeders mit folgenden Zyklentypen:



Element | Anzahl | Tg Tk Tr
L 1 ri 28 r]
D; 8 T1T3 x% T123
Dy 3 3 2l 2l
Als Zyklenzeiger ergeben sich fiir die drei Abzihlaufgaben?
1
Zrp = Z1F = 2 (z1 + 821 23 + 323)
1
Zrx = 4 ( S +8x3+3af23)

und daraus als Numeratoren

2+t +1
O+ 2t 42 212+t +1

VYTE = VTF =

7K =

Wiirfel und Oktaeder

Wiirfel und Oktaeder sind zueinander dual: Die Mittelpunkte der Seitenfléchen eines Wiirfels
bilden ein Oktaeder und umgekehrt. Deshalb haben beide Kérper dieselbe Drehgruppe und
es gibt eine eineindeutige Korrespondenz zwischen den Eckenféarbungen des Wiirfels und den
Seitenfarbungen des Oktaeders usw., d.h. es gilt Zop = Zwr, Zox = Zwk,Z0F = ZWE-
Wir beschrinken die Betrachtungen deshalb auf den Fall des Wiirfels.

Die Drehgruppe des Wiirfels besteht aus 24 Elementen (warum?):

e Der identischen Abbildung ¢;

e 4.2 =8 Drehungen um eine dreizdhlige Achse durch zwei diametral gegeniiberliegende
Eckpunkte (Raumdiagonale) D%;

e 3-3 =9 Drehungen um eine vierzéhlige Achse durch zwei gegeniiberliegende Seitenmit-
ten DF (£90°) und DY (um 180°);

e 6 Drehungen um eine zweizdhlige Achse durch gegeniiberliegende Kantenmitten Dy .

Diese Drehgruppe induziert Permutationen der Ecken (W), Kanten (W) und Seitenfléchen
(Wp) des Wiirfels mit folgenden Zyklentypen:

Element | Anzahl | Wg Wy Wpg
A
N I R <R B
D7 6 Ty Ty X{T4
DY 3 T3 S zixd
Dy 6 vy iy 23

2Zrg = Zrr ist auch wegen der Selbstdualitit des Tetraeders klar: Die Seitenmitten eines Tetraeders bilden
selbst wieder ein Tetraeder, was eine eineindeutige Beziehung zwischen den Ecken- und den Flachenfarbungen
des Tetraeders vermittelt.



Als Zyklenzeiger ergeben sich fiir die drei Abzéhlaufgaben

1

Zwe = ﬂ(x§+8x%x§+6xi+9x§)
1

WK = ﬂ(x%2+8x§+6xi+3xg+6x%xg)
1

Zwp = ﬂ(x?+8x§+6x%m4+3x%m%+6x%)

und daraus als Numeratoren

ywep= to+tT +30 30 + Tt 4383 + 312+t +1
ywi = 2t 5810 11387 42748 43847 + 4815 +38¢° + 27t + 1383 + 52+t + 1
ywr= O+t 2t 283 4262 +t+1

Dodekaeder und Ikosaeder

Ahnlich wie Wiirfel und Oktaeder sind auch Dodekaeder aund Ikosaeder zueinander dual.
Wir konnen uns deshalb auch hier auf die Betrachtung der Féarbungsabzihlaufgabe fiir einen
der beiden Korper beschrianken.

Die Drehgruppe des Ikosaeders besteht aus 60 Elementen (warum?):

e Der identischen Abbildung ¢;

e 6-4 = 24 Drehungen um eine fiinfzéhlige Achse durch zwei diametral gegeniiberliegende
Eckpunkte (Raumdiagonale) Di;

e 10 -2 = 20 Drehungen um eine dreizéihlige Achse durch zwei gegeniiberliegende Seiten-
mitten D%;

e 15 Drehungen um eine zweizéhlige Achse durch gegeniiberliegende Kantenmitten D .

Diese Drehgruppe induziert Permutationen der Ecken (Ig), Kanten (Ix) und Seitenflichen
(Ir) des Ikosaeders mit folgenden Zyklentypen:

Element | Anzahl | Ig Ix Ip
L 1 r{? 230 220
I I v
Dy 20 T3 T3 123
Dk 15 25 zixit 2d)

Als Zyklenzeiger ergeben sich fiir die drei Abzéhlaufgaben

1

Zip = & (z1? + 2427 2% + 2025 + 1525)
1

Zik = & (230 + 2428 + 20230 + 1527 23?)
1

Zip = — (23° + 2422 + 2027 2§ + 1523°)

60




und daraus als Numeratoren

vip= 2+t 4310 4549 11288 148" 245 + 14 +12¢ 583 + 32+t 4+ 1
e = 30120 1 11628 4 78427 4 483176 + 24231%° + 10025 + 3411212 + 97890 %
+ 238993t 4 501507 t2° + 911456 t1% + 1442875 '8 + 1997499 ¢17

+ 2425320 t1¢ + 2587100 ¢1° + 2425320t 4 1997499 13 + 1442875 12
+ 911456t + 501507 t10 + 2389937 + 97890 ¢° + 341127
+ 100255 + 2423¢° + 483t + 7843 + 112+t + 1

yir = t2 4+t 46418 + 2117 + 96416 +262¢1 + 681 ¢ + 1302t + 2157 ¢12
+ 2806t + 315810 + 2806 % + 21575 + 1302t 4 681t° + 26215
+96t* + 213+ 612+t +1
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