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Korrespondenzzirkel Mathematik

Einige grundlegende planimetrische Satze

(Mit "Z" wird die Zusammenfassung eines Satzes "S" und einer wahren Umkehrung "U" die-
ses Satzes bezeichnet.)

. BEWEGUNGEN

(1) Verschiebungen V(ﬁ) , Drehungen Dr(M;p) , Geradenspiegelungen Sp(g) und Punkt-
spiegelungen Sp(P) sowie alle aus diesen Abbildungen durch Nacheinanderausfiihrung ent-
stehenden Abbildungen sind Bewegungen.

(2) Einige Eigenschaften von Bewegungen:

a) Eindeutige Verknupfbarkeit: Die Nacheinanderausfiihrung zweier Bewegungen ergibt stets
wieder eine Bewegung.

b) Umkehrbarkeit: Zu jeder Bewegung gibt es eine eindeutig bestimmte entegegengesetzte
Bewegung (die mit der Ausgangsbewegung verknipft die identische Abbildung ergibt).

c) Geradentreue, Strahlentreue, Streckentreue: Das Bild einer Geraden (eines Strahls, einer
Strecke) ist stets wieder eine Gerade (ein Strahl, eine Strecke).

d) Inzidenztreue: Wenn Aea, dann gilt auch fur die Bilder A'ea’.
e) Anordnungstreue: Wenn B zwischen A und C, dann B' zwischen A' und C'.
f) Parallelentreue: Wenn g|lh und g,h —B&w _ g'h' dann g'|h'.

g) Mittelpunktstreue: Das Bild des Mittelpunkts einer Strecke ist stets auch der Mittelpunkt der
Bildstrecke.

h) Winkeltreue: Wenn o —Bew g dann a =
i) Langentreue: Wenn AB _Bew A'B'| dann AB = A'B'
K) Inhaltstreue: Wenn F _Bew Fp' | dann Ar = Ap

la. Verschiebungen V(PP)

(3) Eine (von der identischen Abbildung verschiedene) orientierungserhaltende Bewegung ist
genau dann eine Verschiebung, wenn sie keinen Fixpunkt besitzt.

(4)a) Wenn g-VY(EP) h, dann g|h .
b) Wenn g|lh, dann gibt es eine Verschiebung V(PP'), sodass g —Y(PP) p .

Ib. Drehungen Dr(M;o)

(5) Eine (von der identischen Abbildung verschiedene) Bewegung ist genau dann eine Drehung,
wenn sie genau einen Fixpunkt (das Drehzentrum) besitzt.

(6) Wenn g-_DrMie) h, dann <(gh)=¢



Ic. Geradenspiegelungen Sp(g)

(7) Eine Bewegung ist genau dann eine Geradenspiegelung, wenn sie genau eine Fixpunktge-
rade (die Spiegelgerade) besitzt.

(8) g —Sp@ h genaudann, wenn glh .
(9) P _Sp(@ P genaudann, wenn Peg .
(10) Wenn F —Sp@ _ F' ,dann F' —Sp@ F ; [Sp(g) ist eine involutorische Abbildung] .

Id. Punktspiegelungen Sp(P)

(11) Sp(P) = Dr(P;180°) .

(12) g—Sp(P) g genau dann, wenn Peg .

(13) Wenn g—Sp(P)  h ,dann g|h .

(14) Wenn F _Sp(P) _ F' dann F' —SR(P) _F :[Sp(P) ist eine involutorische Abbildung] .

le. Verknupfung von Bewegungen

(15) V(AB) -~ V(BC) = V(AC) .

(16) Dr(My;ey) ° Dr(My;0,) = Dr(M;o;+9,) , falls o, +¢, = 0°,360° .
(17) Sp(g) - Sp(h) = Dr(S;2- (g,h)) , falls gnh ={S} .

(18) Sp(g) ° Sp(h) = V(PP'), falls g||h , wobei PP’ = 2d(g,h) .
(19) Sp(A) ° Sp(B) = V(2AB) .

. WINKEL

S1a) Nebenwinkel ergénzen sich zu 180° .

S1b) Scheitelwinkel sind einander gleich .

S2a) Stufenwinkel an geschnittenen Parallelen sind einander gleich .

S2b) Wechselwinkel an geschnittenen Parallelen sind einander gleich .

S2c) Entgegengesetzt liegende Winkel an geschnittenen Parallelen ergénzen sich zu 180°.
U2a) Wenn Stufenwinkel einander gleich sind, dann sind die geschnittenen Geraden parallel.
Bilde entsprechend U2b) und U2c)!

S3) Winkel mit paarweise parallelen oder orthogonalen Schenkeln sind gleich, wenn entweder
beide spitz oder beide stumpf sind.

M. SYMMETRIE

S1) Zu zwei verschiedenen Punkten gibt es genau eine Symmetrieachse (die gleichzeitig die
Mittelsenkrechte der zugehoérigen Strecke ist).

Z2a) P liegt genau dann auf der Mittelsenkrechten von AB ,wenn AP =PB gilt; (dabei sei
A=B).

S2b) Die Symmetrieachse zu zwei Punkten halbiert die Verbindungsstrecke dieser Punkte und
steht auf ihr senkrecht.
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S2c) Verbindet man einen Punkt der Symmetrieachse mit zwei symmetrisch gelegenen Punk-
ten, dann schlieBen die Verbindungsstrecken mit der Achse einander gleiche Winkel ein.

Bilde wahre Umkehrungen von S2b) und S2c)!

IV: DREIECKE

IVa. Gleichschenklige und gleichseitige Dreiecke

S1la) Jedes gleichschenklige Dreieck besitzt eine Symmetrieachse .

Ula) Wenn ein Dreieck eine Symmetrieachse besitzt, dann ist es gleichschenklig .

S1b) Besitzt ein Dreieck genau eine Symmetrieachse, dann geht diese durch die Spitze des
(gleichschenkligen) Dreiecks, halbiert den Winkel an der Spitze, halbiert die Basis und steht auf
ihr senkrecht.

S1c) Basiswinkelsatz: In jedem gleichschenkligen Dreieck sind die Basiswinkel einander gleich.

Ulc) Wenn in einem Dreieck zwei Winkel einander gleich sind, dann ist dieses Dreieck gleich-
schenklig.

Z2a) Wenn ein Dreieck gleichseitig ist, dann besitzt es genau drei Symmetrieachsen, und um-
gekehrt.

Z2b) Jedes gleichseitige Dreieck ist gleichwinklig, und umgekehrt.

IVb. Winkel und Seiten im Dreieck
S3) In jedem Dreieck betragt die Summe der Innenwinkel 180° .
S4a) In jedem Dreieck betragt die Summe der Aul3enwinkel 360° .

S4b) Jeder AuRRenwinkel eines Dreiecks ist gleich der Summe der beiden nicht anliegenden
Innenwinkel dieses Dreiecks.

S4c) Jeder AulRenwinkel eines Dreiecks ist grol3er als jeder der beiden nicht anliegenden In-
nenwinkel dieses Dreiecks.

S5a) In jedem Dreieck ist die Summe zweier Seiten stets grol3er als die dritte Seite und jede
Seite stets gro3er als die Differenz der beiden anderen Seiten (Dreiecksungleichung) .

Z5b) In jedem Dreieck liegen gleiche Seiten gleichen Winkeln gegentiber und umgekehrt.

Z5c) In jedem Dreieck liegt der grofReren von zwei Seiten der grol3ere Winkel gegentber, dem
gréReren von zwei Winkeln die grol3ere Seite gegentber.

S6) Die Strecke, die die Mittelpunkte zweier Seiten eines Dreiecks verbindet (d.h. die Mittel-
linie) verlauft parallel zur dritten Seite dieses Dreiecks und ist gleich deren Halfte.
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IVc. Kongruenz von Dreiecken

Z7) Kongruenzsatz: Zwei Dreiecke sind kongruent genau dann, wenn in diesen Dreiecken alle
entsprechenden Seiten (Strecken) gleich lang und alle entsprechenden Winkel gleich grof3 sind.

S8a) Kongruenzsatz sss : Dreiecke sind kongruent, wenn sie in den drei Seiten
Ubereinstimmen.

S8b) Kongruenzsatz sws : Dreiecke sind kongruent, wenn sie in zwei Seiten und dem
eingeschlossenen Winkel Ubereinstimmen .

S8c) Kongruenzsatz wsw : Dreiecke sind kongruent, wenn sie in einer Seite und den beiden
dieser Seite anliegenden Winkeln Gbereinstimmen .

S8d) Kongruenzsatz SsW : Dreiecke sind kongruent, wenn sie in zwei Seiten und dem der
grof3eren Seite gegentberliegenden Winkel Ubereinstimmen.

IVd. Transversalen und ausgezeichnete Punkte im Dreieck

S9a) Die drei Mittelsenkrechten eines Dreiecks schneiden einander in einem Punkt, dem Um-
kreismittelpunkt dieses Dreiecks.

S9b) Die drei Winkelhalbierenden eines Dreiecks schneiden einander in einem Punkt, dem
Inkreismittelpunkt dieses Dreiecks.

S9c) Die drei Seitenhalbierenden eines Dreiecks schneiden einander in einem Punkt, dem
Schwerpunkt dieses Dreiecks.
Dieser teilt jede Seitenhalbierende vom Eckpunkt aus im Verhéltnis 2 :1 .

S9d) Die drei H6hen eines Dreiecks schneiden einander in einem Punkt.

S9e) Die Halbierende eines Innenwinkels und die Halbierenden der beiden ihm nicht anliegen-
den AulRenwinkel eines Dreiecks schneiden einander in einem Punkt (einem Ankreismittelpunkt

) -

S10) Die Halbierende eines Innenwinkels (AuBenwinkels) eines Dreiecks teilt die Gegenseite
innen (aulRen) im Verhaltnis der anliegenden Seiten.

S10a) Die Halbierende eines Innenwinkels eines Dreiecks schneidet den Umkreis dieses Drei-
ecks im Mittelpunkt des Kreisbogens, der zur Gegenseite des betreffenden Winkels gehort.

S11)Esqgiltstets: a:b=h,: h,.

S12) In jedem gleichschenkligen Dreieck fallen die vier zur Basis gehdrenden Transversalen
zusammen.

S13) Der Schwerpunkt S , der H6henschnittpunkt H und der Umkreismittelpu_nkt M liegen

auf einer Geraden, die Eulersche Gerade genannt wird. S teilt die Strecke HM im Verhalt-
nis 2:1.

S14) Die drei Seitenmittelpunkte, die drei HohenfuRpunkte und die drei Mittelpunkte der oberen
Hohenabschnitte liegen auf einem Kreis, der Feuerbachscher Kreis genannt wird.
Der Mittelpunkt des Feuerbachschen Kreises liegt auf der Eulerschen Geraden und halbiert die

Eulersche Strecke HM .
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IVe. Rechtwinklige Dreiecke (Satzgruppe des Pythagoras)

Seien a, b, c die Langen der Seiten BC , CA , AB eines Dreiecks; seien p,q die Langen

der Projektionen von BC bzw. CA auf AB ;sei h die Lange der Hohe auf AB .
Dann gilt fur alle Dreiecke:

Z15a) Ein Dreieck ist rechtwinklig genau dann, wenn a2+ b2=c2 qilt.
( Satz des Pythagoras und Umkehrung )

Z15b) Ein Dreieck ist rechtwinklig genau dann, wenn a?=pc und b2=qc gilt.
( Kathetensatz und Umkehrung )

S15c¢) Wenn ein Dreieck rechtwinklig ist, dann gilt hz =pqg . ( HOhensatz)

V. VIERECKE

S1) In jedem Viereck betragt die Summe der Innenwinkel 360° .
S2a) In jedem Trapez ergéanzen sich die einem Schenkel anliegenden Winkel zu 180° .

S2b) Wenn ABCD ein Trapez mit den Grundseiten AB und CD istund m die Mittelparal-
lele dieses Trapezes ist, dann halbiert m die Schenkel AD und BC des Trapezes.

U2b) Wenn ABCD ein Trapez mit den Grundseiten AB und CD istund m die Schenkel
AD und BC des Trapezes halbiert, dann ist m die Mittelparallele des Trapezes.
S2c) Die Mittellinie eines Trapezes ist halb so lang wie beide Grundlinien zusammen.

Z2d) Ein Trapez ist gleichschenklig genau dann, wenn die einer Grundseite anliegenden Winkel
gleich grof3 sind.

Z3) Ein Viereck ist ein Parallelogramm genau dann, wenn:
a) die gegenuberliegenden Seiten paarweise gleich lang sind ;
b) die gegentberliegenden Winkel paarweise gleich groR3 sind ;
c) die Diagonalen einander halbieren ;

d) alle nebeneinanderliegenden Winkel sich zu 180° erganzen :

e) das Viereck zentralsymmetrisch ist (mit dem Diagonalenschnittpunkt als Symmetrie-
zentrum) .

S4a) In jedem Rechteck sind die Diagonalen gleich lang.
Z4b) Ein Parallelogramm ist genau dann ein Rechteck, wenn seine Diagonalen gleich lang sind.

S5a) In jedem Rhombus stehen die Diagonalen aufeinander senkrecht.

Z5b) Ein Parallelogramm ist genau dann ein Rhombus, wenn seine Diagonalen aufeinander
senkrecht stehen.

Z6) Ein Parallelogramm ist genau dann ein Quadrat , wenn seine Diagonalen gleich lang sind
und aufeinander senkrecht stehen.

S7a) In jedem Drachenviereck stehen die Diagonalen aufeinander senkrecht, und eine der
Diagonalen halbiert die andere.

S7b) Jedes Drachenviereck besitzt genau eine Symmetrieachse.



VI. KREIS

S1) Drei verschiedene, nicht auf einer Geraden liegende Punkte bestimmen genau einen Kreis
k(M;r) .

S2) Jeder Kreis ist zentralsymmetrisch in bezug auf seinen Mittelpunkt und axialsymmetrisch
in bezug auf jeden seiner Durchmesser.

Vla. Kreis und Gerade bzw. Strecke

Z3a) Zwei Sehnen eines Kreises sind genau dann gleich lang, wenn die Abstande der Sehnen
vom Mittelpunkt des Kreises gleich sind.

Z3b) Die gréRRere von zwei Sehnen eines Kreises hat den kleineren Abstand vom Mittelpunkt
und umgekehrt.

S3c) Zu gleichen Zentriwinkeln eines Kreises gehdren gleiche Bogen und Sehnen.
(Bestimme wahre Umkehrungen dieses Satzes!)

S4) Das vom Mittelpunkt eines Kreises auf eine Sehne dieses Kreises gefallte Lot halbiert die-
se Sehne.

U,4) Die Gerade, die durch den Mittelpunkt einer Sehne eines Kreises geht und auf dieser Seh-

ne senkrecht steht (d.h. die Mittelsenkrechte dieser Sehne) geht durch den Mittelpunkt des
Kreises.

U.,4) Die Gerade, die durch den Mittelpunkt eines Kreises und durch den Mittelpunkt einer (von

einem Durchmesser verschiedenen) Sehne dieses Kreises geht, steht auf dieser Sehne senk-
recht.

S5a) Der Bertihrungsradius einer Tangente eines Kreises steht auf dieser Tangente senkrecht.

U5a) Die auf dem Radius MP eines Kreises in P errichtete Senkrechte ist Tangente dieses
Kreises.

S5b) Das vom Kreismittelpunkt auf eine Tangente geféllte Lot geht durch den Berihrungspunk.

U5b) Die auf einer Tangente im Bertihrungspunkt errichtete Senkrechte geht durch diesen Be-
rahrungspunkt.

S6) Schneiden sich zwei Tangenten eines Kreises, so sind die Tangentenabschnitte einander
gleich, die Zentrale des Schnittpunkts halbiert den Winkel zwischen den Tangenten und steht
auf der Berihrungssehne senkrecht.

S7a) Sehnensatz: Schneiden zwei Sehnen eines Kreises einander, dann ist das Produkt der
Abschnitte der einen Sehne gleich dem Produkt der Abschnitte der anderen Sehne.

S7b) Sekantensatz:
Schneiden zwei Sekanten eines Kreises einander aulRerhalb dieses Kreises, dann ist das Pro-
dukt der (vom Schnittpunkt aus gemessenen) Sekantenabschnitte auf beiden Sekanten gleich.

S7c¢) Sekantentangentensatz:
Schneiden eine Sekante und eine Tangente eines Kreises einander, dann ist das Quadrat des
Tangentenabschnitts gleich dem Produkt der Sekantenabschnitte.



ViIb. Kreis und Winkel

S8a) Peripheriezentriwinkelwinkelsatz:
Jeder Peripheriewinkel ist halb so grof3 wie der Zentriwinkel, der mit ihm Gber demselben Kreis-
bogen steht.

U8a) Jeder Uber einem Kreisbogen stehende Winkel, der halb so grol3 ist wie der zugehdorige
Zentriwinkel, ist ein Peripheriewinkel (d.h. sein Scheitel liegt auf dem zugehdérigen Kreis).

S8b) Peripheriewinkelsatz:
Alle Peripheriewinkel, die tber demselben Bogen stehen, sind gleich.

S9) Satz des Thales:
Wenn ein Peripheriewinkel eines Kreises uber einem Durchmesser dieses Kreises steht, dann
ist er ein rechter Winkel.

U,9) Wenn ein rechter Winkel tber einem Durchmesser eines Kreises steht, dann ist er ein
Peripheriewinkel dieses Kreises (d.h. sein Scheitel liegt auf dem Kreis).

U,9) Wenn ein Peripheriewinkel eines Kreises ein rechter Winkel ist, dann steht er tiber einem

Durchmesser dieses Kreises (d.h. seine Schenkel gehen durch die Endpunkte eines Durch-
messers dieses Kreises).

S10) Sehnentangentenwinkelsatz:
Jeder Sehnentangentenwinkel eines Kreises ist gleich grol3 wie jeder zugehoérige Peripherie-
winkel dieses Kreises.

Vic. Kreis und Viereck (Eswerden nurkonvexe Vierecke betrachtet.)

Z11) Ein Viereck ist ein Sehnenviereck genau dann, wenn die Summe zweier gegenuberlie-
gender Winkel dieses Vierecks stets 180° betragt.

S12) Satz des Ptolomé&us:
In jedem Sehnenviereck ist das Produkt der Diagonalen gleich der Summe der Produkte der
gegenuberliegenden Seiten.

Z13) Ein Viereck ist Tangentenviereck genau dann, wenn in diesem Viereck die Summe zwei-
er gegenuberliegender Seiten stets gleich der Summe der beiden anderen gegentberliegenden
Seiten ist.

Vid. Zwei Kreise

S14) Jede gemeinsame Sehne zweier Kreise wird von der gemeinsamen Zentralen halbiert und
steht auf ihr senkrecht.

S15) Der Beruhrungspunkt zweier Kreise liegt stets auf der gemeinsamen Zentralen dieser
Kreise.

U15) Zwei Kreise, die einen Punkt der gemeinsamen Zentralen gemeinsam haben, berihren
einander.

S16) Die gemeinsamen Tangenten zweier einander schneidender Kreise sind axialsymmetrisch
bezlglich der gemeinsamen Zentralen.
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VII. AHNLICHKEITSABBILDUNGEN - AHNLICHKEIT - STRAHLENSATZE

S1) Streckungen werden durch ihr Streckungszentrum Z und ihren Streckungsfaktor k (= 0)
eindeutig festgelegt.

S2) Die Nacheinanderausfihrung zweier Streckungen ergibt stets entweder eine Streckung
oder eine Verschiebung.

Z3) Eine umkehrbar eindeutige Abbildung einer Ebene auf sich ist eine Ahnlichkeitsabbildung
genau dann, wenn sie entweder eine Bewegung oder eine Streckung oder die Nacheinander-
ausfuihrung einer Bewegung und einer Streckung ist.

S4) Ahnlichkeitsabbildungen haben dieselben Eigenschaften wie Bewegungen (vgl. 1.), mit
Ausnahme der Langen- und der Inhaltstreue.
An deren Stelle qilt:

a) Wenn AB _AZK AB |, dann AB = k-AB .
b) Wenn F _AZK F' | dann Ar = k2-Ar

Z5) Hauptahnlichkeitssatz:
Dreiecke sind ahnlich genau dann, wenn sie in allen Winkeln Ubereinstimmen und wenn die
Verhaltnisse aus entsprechenden Seiten (Strecken) stets gleich sind.

S6) Ahnlichkeitssatze: Dreiecke sind dhnlich, wenn sie Uibereinstimmen
a) in zwei Winkeln;
b) in drei Seitenverhéltnissen;
c) im Verhaltnis zweier Seiten und dem von diesen Seiten eingeschlossenen Winkel,

d) im Verhéltnis zweier Seiten und dem der groReren dieser Seiten gegenuberliegenden
Winkel.

S7) Im rechtwinkligen Dreieck sind die durch die H6he auf die Hypotenuse gebildeten Teildrei-
ecke untereinander und dem Ausgangsdreieck ahnlich.

S8) Strahlensatze:
Werden Strahlen (Geraden) eines Buschels von Parallelen geschnitten, dann verhalten sich

a) die Abschnitte auf einem Strahl (einer Geraden) wie die entsprechenden Abschnitte auf
einem anderen Strahl (einer anderen Geraden) dieses Buschels.

b) die zwischen denselben Strahlen (Geraden) liegenden Parallelenabschnitte wie die vom
Scheitelpunkt aus gemessenen entsprechenden Abschnitte auf einem Strahl (einer Gera-
den) dieses Bischels.

c) die zwischen zwei Strahlen (Geraden) des Buschels gelegenen Abschnitte auf zwei Paral-
lelen wie die auf zwei anderen Strahlen (Geraden ) gelegenen Abschnitte auf denselben
Parallelen.

S9) Die Inhalte ahnlicher Figuren verhalten sich wie die Quadrate der Langen entsprechender
Strecken.



