
Beriht vom2. Leipziger Seminar am 29. Januar 2005Aufgabendiskussion Serie 4zu Aufgabe 4-3Zur Lösung dieser Aufgabenstellung benötigt man die Teilbarkeitsregeln für dieDivision durh 2 bis 8. Viele Teilbarkeitsregeln kennen wir, z.B.:Eine Zahl a ist genau dann durh 3 teilbar, wenn ihre Quersumme Q(a), d.h. dieSumme ihrer Zi�ern, durh 3 teilbar ist.Die Teilbarkeitsregel der 11 ist dagegen shon etwas komplizierter:Eine Zahl a ist genau dann durh 11 teilbar, wenn ihre alternierende Quersumme
Qalt(a), d.h. die letzte Zi�er minus die vorletzte plus die vorvorletzte usw., durh
11 teilbar ist.Doh was mahen wir, wenn wir eine Teilbarkeitsregel einmal niht kennen odereinfah nur vergessen haben? Wir werden im Folgenden eine Möglihkeit kennen-lernen Teilbarkeitsregeln kennen zu lernen. Dazu stellen wir uns eine n-stellige Zahlim Dezimalsystem vor:

a = a0 + a110 + a2102 + a3103 + · · · + an−110n−1Die Frage, ob a durh eine Zahl b teilbar ist, entspriht der Frage, ob a ≡ 0 mod bist, also kurz:
b|a ⇐⇒ a ≡ 0 mod b(Eine Einführung in lineare Kongruenzen ('≡') ist im Beriht des 1. Leipziger Se-minars vom 13. November 2004 zu �nden.)Teilbarkeit durh 3:Es gilt 10i ≡ 1 mod b für alle i ∈ N, da 10i − 1 = 99 . . . 999 immer durh 3 teilbarist. Damit gilt:

a ≡ 0 mod 3 ⇐⇒ Q(a) = a0 + a1 + a2 + a3 + · · · + an−1 ≡ 0 mod 3Aufgabe 1 Zeige, dass eine Zahl genau dann durh 9 teilbar, wenn ihre Quer-summe durh 9 teilbar ist.



Teilbarkeit durh 7:Wir shauen uns die Reste der Zehnerpotenzen bei Division durh 7 an:
100 ≡ 1 mod 7

101 ≡ 3 mod 7
102 ≡ 2 mod 7

103 ≡ −1 mod 7
104 ≡ −3 mod 7
105 ≡ −2 mod 7

106 ≡ 1 mod 7Ab 6 wiederholen sih die Reste und wir erhalten
a ≡ 0 mod 7 ⇐⇒ a0 + 3a1 + 2a2 − a3 − 3a4 − 2a5 + a6 + . . . ≡ 0 mod 7

⇐⇒ Q3
alt(a) := [a2a1a0] − [a5a4a3] + [a5a4a3] − + . . . ≡ 0 mod 7,wobei [xyz] = 100x + 10y + z ist. Q3

alt(a) ist die alternierende 3er Quersumme.Aufgabe 2 Beweise die oben angegebene Teilbarkeitsregel für die 11 und zeige,dass eine Zahl auh genau dann durh 11 teilbar ist, wenn ihre 2er Quersumme,
Q2(a) = [a1a0] + [a3a2] + . . ., durh 11 teilbar ist.Unsere Strategie beim Finden von Teilbarkeitsregeln ist es demnah, so lange dieReste der Zehnerpotenzen zu berehnen, bis die Folge dieser Reste periodish wird.Aufgabe 3 Zeige, dass diese Folge immer periodish ist. Wie ist das bei Divisiondurh 4, wie lautet hier die Teilbarkeitsregel?Aufgabe 4 Finde Teilbarkeitsregeln bei Division durh 13, 37 und 101.Bewegungsgeometrie und ExtremalaufgabenEin Aufgabentyp in der Geometrie fragt nah extremalen Umfängen, Flähen oderÄhnlihem. Viele von ihnen kann man elementar mit Bewegungen lösen, wie z.B.:Aufgabe 5 Alexander soll von A nah B lau-fen und muss die Wand mindestens einmal be-rühren. Welhen Punkt der Wand sollte er an-steuern, damit sein Weg minimal wird?



Lösung: Wir spiegeln den Punkt B an der Wand und erhalten B′. Berührt Alex-ander die Wand im Punkt C, so ist der Strekenzug ACB genauso lang wie derStrekenzug ACB′. Es genügt also, den Strekenzug ACB′ zu minimieren. Nahder Dreieksungleihung ist dieser minimal, wenn C auf der Streke AB′ liegt (dasist im Bild Punkt C ′). Damit gilt für den kürzesten Weg das Re�exionsgesetz:
Einfallswinkel = Ausfallswinkel.Dieses Gesetz kennen wir von der Re�exion des Lihtes an einem Spiegel und wirhaben gesehen, dass sih das Liht hier so ausbreitet, dass es den kürzesten Wegzurüklegt und damit wegen der konstanten Lihtgeshwindigkeit auh am wenigs-ten Zeit benötigt. Allgemein formuliert man dies in der Physik im FermatshenPrinzip: Lihtstrahlen breiten sih so von A nah B aus, dass die dafür benötigteZeit extremal ist.Im Falle konstanter Lihtgeshwindigkeit entspriht diese Forderung auh einemextremalen Weg. Ändert sih jedoh das Medium und damit die Lihtgeshwin-digkeit, wie z.B. beim Übergang von Luft zu Wasser ist der Weg i.a. niht mehrextremal. Hier gilt dann das Snellius'she Brehungsgesetz, welhes mit Hilfe desFermatshen Prinzips hergeleitet werden kann. �Bei der letzten Aufgabe haben wir Re�exion benutzt, um einen Strekenzug zuminimieren. Grundidee dabei ist es, den gegebenen Strekenzug durh Re�exion soin einen Strekenzug gleiher Länge zu überführen, dass der erhaltene Strekenzugdurh einfahes Verbinden der Endpunkte minimiert werden kann. In obiger Auf-gabe mussten wir also an der Wand spiegeln, um die Bedingung zu erfüllen, dassAlexander die Wand berührt.Ihr könnt versuhen, auh die folgenden Aufgaben analog zu lösen:Aufgabe 6 Jetzt steht Alexander vor einerEke, soll von A nah B laufen und dabeidie beiden Wände mindestens einmal berühren.Welhe Punkte der Wände sollte er ansteuern,damit sein Weg minimal wird?Aufgabe 7 Eine Billardkugel be�ndet sih auf einem rehtekigen Billardtish. Inwelhe Rihtung muss die Kugel angestoÿen werden, damit sie jede Bande (Kante)einmal berührt und zum Ausgangspunkt zurükkehrt?Auh die nähste Aufgabe lässt sih mittels Re�exion lösen:



Aufgabe 8 Gegeben ist ein spitzwinkliges Dreiek △ABC. Gesuht sind Punkte
P , Q bzw. R auf den Kanten AB BC bzw. AC, so dass das Dreiek △PQRminimalen Umfang hat.Lösung: Wir versuhen zuerst eine einfahere Aufgabe zu lösen: Wir lassen denPunkt P auf AB fest und suhen erst einmal unter diesen Bedingungen nahPunkten Q und R, die den Umfang minimieren. Diese Aufgabe wird analog zu denobigen gelöst, indem wir P sowohl an der Kante AC als auh an der Kante BCspiegeln und damit die Punkte P ′ und P ′′ erhalten.Verbinden wir P ′ und P ′′ so ergebendie Shnittpunkte dieser Streke mit
AC bzw. BC die gesuhten Punkte Qund R (Zeige, dass das erhaltene Drei-ek minimal ist. Tipp: Dreieksunglei-hung!).Damit haben wir zu einem festen Punkt P ein Dreiek mit minimalem Umfang
uP gefunden. Wir versuhen nun P so zu bestimmen, dass uP minimal wird. D.h.wir suhen den Punkt P auf AB, so dass die Streke P ′P ′′ minimal ist. Wir be-merken, dass das Dreiek △P ′P ′′C gleihshenklig ist, da wegen der Spiegelung
PC = P ′C = P ′′C gilt. Weiterhin ist der Winkel ∠P ′CP ′′ = 2∠ACB und damitunabhängig von der Wahl des Punktes P . Die Strekenlänge P ′P ′′ und folglih derUmfang des gesuhten Dreieks ist somit am kürzesten, wenn die Streke CP amkürzesten ist. Dies ist genau dann der Fall, wenn CP die Höhe des Dreieks ist.Aus Symmetriegründen ist das einbeshriebene Dreiek mit geringstem Umfangdas Höhenfuÿpunktdreiek. �Aufgabe 9 Was ändert sih, wenn wir in der vorherigen Aufgabe die Vorausset-zung der Spitzwinkligkeit fallen lassen?Bis jetzt haben wir immer nur das Prinzip der Re�exion verwendet. Als nähsteswollen wir Aufgaben mittels Drehungen lösen.Aufgabe 10 Gegeben sind drei parallele Geraden. Finde auf jeder Geraden je-weils einen Punkt, so dass diese drei Punkte ein gleihseitiges Dreiek bilden.Lösung: Wir bezeihnen die Geraden mit
a, b und c, wobei b die mittlere Gerade sei.Wir wählen auf b einen beliebigen Punkt B,der ein Ekpunkt unseres gesuhten Drei-eks sein soll. Nun drehen wir die



Gerade a um 60◦ um den Punkt B. Die gedrehte Gerade shneidet die Gerade c imPunkt C, dem auf der Urbildgeraden a der Punkt A entspriht. Nah Konstrukti-on ist das erhaltene Dreiek △ABC gleihseitig, da der Winkel ∠ACB gerade 60◦beträgt und AB = BC. �Eine andere Standardaufgabe, die Drehung verwendet, ist die Suhe nah demFermatpunkt eines spitzwinkligen Dreieks. Das ist ein Punkt, so dass die Summeder Abstände von diesem Punkt zu den Ekpunkten des Dreieks minimal ist (sieheWahlaufgabe B der 4.Serie).Aufgabe 11 Gegeben sind zwei sih shneidende Kreise. Einer der beiden Shnitt-punkte sei P . Wir betrahten Geraden durh P , die den ersten Kreis auÿer in Pnoh in A und den zweiten Kreis auÿer in P in B shneiden. Finde unter all diesenGeraden, jene, für die gilt AP = BP .Graphentheorie & VisualisierungenIn diesem Teil wollen wir uns mit Graphen beshäftigen. Was ist eigentlih das be-sondere an Graphen? Die Antwort ist, dass uns Graphen einen bestimmten Sah-verhalt deutliher mahen können, weil sie ihn uns buhstäblih vor Augen führen,oder anders gesagt, weil Graphen ein Problem visualisieren. Wir wollen zunähstnoh einmal an einem Beispiel verdeutlihen, dass Visualisierungen sehr nützlihsein können.Aufgabe 12 Alexander und Bettina spielen folgendes Spiel: Aus den Zi�ern von
1 bis 9 wählen sie abwehselnd jeder eine Zi�er, dabei dürfen die Zi�ern aberniht doppelt gewählt werden. Also: Was Alexander wählt, kann Bettina nihtmehr wählen und umgekehrt. Gewonnen hat nun, wer als erster mit genau dreiseiner Zahlen die Summe 15 bilden kann. Wie sehen die optimalen Strategien fürAlexander und Bettina aus?Lösung: Zunähst sheint das Spiel reht kompliziert zu sein und wirklih gernwird das wohl auh niemand spielen, wenn man niht gerade besonders gut imKopfrehnen ist. Erstaunlih ist aber, dass man das Spiel in ein viel einfaheresübersetzen kann! Wie lassen sih alle Zi�ernkombinationen, mit denen man ge-winnt, übersihtlih aufshreiben?Wir wissen bereits, dass sih alle diese Kombinationen in einemeindeutig bestimmten magishen Quadrat wieder�nden lassen (sie-he Abbildung) � und zwar gerade als die Waagerehten, Senkreh-ten und Diagonalen.



Damit also Alexander als Summe bilden 15 kann, muss er alle Zi�ern einer Waage-rehten, Senkrehten oder Diagonalen wählen. Auÿerdem muss er aber noh daraufahten, dass Bettina niht vor ihm drei solhe Zi�ern wählt.Dieses Spiel kennen wir jetzt aber! Das ist nihts anderes als das wohlbekannte Ti-Ta-Toe, dass wohl jeder shon einmal heimlih in einer langweiligen Shulstundegespielt hat. Durh eine geshikte Übersetzung haben wir also erreiht, dass manüberhaupt niht mehr rehnen muss. �So ähnlih lassen sih nun auh viele vershiedene Aufgaben in Graphen über-setzen oder etwas gewählter: sih durh Graphen visualisieren. Häu�g hat mandann die eigentlihe Aufgabe gelöst, wenn man im entsprehenden Graphen einenbestimmten Weg �ndet. Wihtige Typen dabei sind:1. Finde einen (möglihst kurzen) Weg von Knoten A zu Knoten B.2. Finde einen Weg, der jede Kante genau einmal benutzt.3. Finde einen Weg, der alle genau einmal Knoten besuht.Wir shauen uns zunähst zwei Aufgaben zum ersten Typ an.Aufgabe 13 Wir nehmen uns folgendes bekannte Rätsel vor: Ein Mann will einenWolf, eine Ziege und einen Kohlkopf heil über einen Fluss bringen. Er kann dazu einBoot benutzen, dass aber leider so klein ist, dass nur er und eventuell noh der Wolfoder die Ziege oder der Kohlkopf auf das Boot passen. Wenn er nun eines seinerDinge auf die andere Flussseite bringt, muss er also zwei unbeaufsihtigt lassen.Sollten nun Ziege und Kohl allein auf der gleihen Flussseite warten müssen, so hatder Mann bei seiner Rükkehr zwar eine etwas dikere Ziege, aber keinen Kohlkopfmehr. Bleiben Ziege und Wolf allein auf einer Flussseite, so wird der Wolf die Ziegefressen. Wie bringt der Mann Wolf, Ziege und Kohlkopf nun auf die andere Seite?Lösung: Wir wollen das Problem lösen, indem wir es in einen Graphen übersetzen.Wir können die Position von Wohl, Ziege und Kohlkopf als ein Tripel (w, z, k)darstellen, wobei jeder Eintrag entweder 0 oder 1 sein kann. Der erste Eintragsteht für den Wolf. Ist w = 0 heiÿt dies, dass sih der Wolf auf dem Startuferbe�ndet, w = 1 bedeutet, dass der Wolf auf dem Zielufer ist. Genauso steht z fürdie Ziege und k für den Kohlkopf.Die gesamten möglihen Verteilungen von Wolf, Ziege und Kohl auf die beidenFlussufer können wir uns gerade als die Eken einen Würfels vorstellen. Der Aus-gangspunkt ist nun durh (0, 0, 0) gegeben, das Ziel ist (1, 1, 1). Da der Mannimmer nur eines der drei Dinge bewegen kann, kann sih immer nur ein Eintragdes Tripels ändern, d.h. erlaubte Züge laufen nur entlang der Kanten des Würfels.



Allerdings sind niht alle Kanten erlaubt. Die Kante von (0, 0, 0) zu (1, 0, 0) ent-spriht gerade dem Zug, dass der Mann den Wolf vom Start- zum Zielufer bringt(die Wolfkoordinate ändert sih von 0 zu 1), Ziege und Kohlkopf aber auf dem Star-tufer zurükbleiben � in diesem Fall würde aber die Ziege den Kohlkopf fressen,d.h. diese Kante ist kein erlaubter Zug.Wenn man alle Kanten so überprüfthat, kann man die Kanten markie-ren, die gültigen Zügen entsprehen.Wir erhalten das nebenstehendeBild und erkennen, dass es zwei(kürzeste) Wege von (0, 0, 0) nah
(1, 1, 1) gibt. Einer davon entsprihtfolgender Lösung: Bringe erst dieZiege hinüber, dann den Wolf, nimmdie Ziege wieder mit zurük, bringeden Kohlkopf zum Wolf, bringe dieZiege wieder hinüber. �Aufgabe 14 Türme von Hanoi Der französishe Mathematiker Edouard Luaserfand 1883 eine kleine Geshihte, die als die Geshihte der Türme von Hanoibekannt wurde: Im Groÿen Tempel von Benares, der die Mitte der Welt markiert,ruht eine Messingplatte, in der drei Diamantnadeln befestigt sind. Bei der Er-sha�ung der Welt hat Gott vierundsehzig Sheiben aus purem Gold auf eine derNadeln gestekt, wobei die gröÿte Sheibe auf der Messingplatte ruht, und die üb-rigen, immer kleiner werdend, eine auf der anderen. Das ist der Turm von Brahma.Tag und Naht sind die Priester unablässig damit beshäftigt, den Gesetzen vonBrahma folgend, die Sheiben zu versetzen. Dabei darf immer nur eine Sheibe aufeinmal umgesetzt werden, und zwar so, dass eine kleinere Sheibe auf eine gröÿeregelegt wird. Wenn alle vierundsehzig Sheiben von dem Stapel, auf die Gott siebei der Ersha�ung der Welt gesetzt hat, auf einen der anderen Plätze gebrahtsind, werden der Turm samt dem Tempel und allen Brahmanen zu Staub zerfallen,und die Welt wird untergehen.Überlege dir, wie man drei Sheiben umsetzen kann! (Tipp: Kodiere dazu die Posi-tion der Sheiben durh ein Tripel, wobei die i-te Zi�er angibt, auf welher Nadelsih die i-te Sheibe be�ndet. Zeihne einen Graphen, der zeigt, welhe Tripel durheinen Spielzug verbunden sind.)Nur wenden wir uns dem zweiten Typ zu: Finden eines Weges, der jede Kantegenau einmal benutzt.Zur Erinnerung: Ein Weg in einem Graph heiÿt Eulerweg, wenn er jede Kantegenau einmal benutzt. Soll der Weg auh dort aufhören, wo er angefangen hat,



sprehen wir von einem Eulerkreis. Wir haben uns shon früher mit Eulerwegenund -kreisen beshäftigt und wir kennen auh ein Kriterium dafür, ob in einemGraphen ein Eulerkreis existiert:In einem Graphen existiert ein Eulerkreis genau dann, wenn derGrad jedes Knotens gerade ist.Nun versehen wir jede Kante in unserem Graphen noh mit einer Durhlaufrih-tung, d.h. die Kanten werden Einbahnstraÿen. Ein solher Graph heiÿt gerihtet.Wir überlegen uns shnell, wie wir das obige Kriterium für solhe gerihteten Gra-phen abändern müssen:In einem gerihteten Graphen existiert ein Eulerkreis genau dann,wenn in jedem Knoten genauso viele Kanten hineinführen wie ausihm hinausführen.Wir wollen uns nun einem Problem zuwenden, dessen Studium auf gerihtete Gra-phen führt.Beispiel 15 Was ist das Besondere an der Zi�ernfolge
0111010001? Laufen wir von links nah rehts entlang der Fol-ge und betrahten immer drei nebeneinanderliegende Zi�ern,so erhalten wir alle möglihen Tripel, die man mit den Zi�ern
0 und 1 bilden kann � und jedes dieser Tripel genau einmal!

0111010001

011
111
110

101 . . .Aufgabe 16 Finde eine Zi�ernfolge, die alle möglihen Paare aus den Zi�ern 0und 1 enthält, und zwar jedes Paar genau einmal.Fast natürliherweise fragt man nun, ob es solhe Zi�ernfolgen auh für Quadrupel(Vier-Tupel) und Quintupel (Fünf-Tupel) aus 0 und 1 gibt. Und wie sieht es aus,wenn man z.B. eine Zi�ernfolge haben möhte, die alle Quadrupel enthält, die manmit den Zi�ern 0, 1 und 2 bilden kann?Um solhe Fragen zu klären, übersetzen wir das Problem wieder in einen Graphen.Wir überlegen uns dies am Beispiel der Tripel aus 0 und 1. Angenommen wir laufenvon links nah rehts durh irgendeine Folge aus den Zi�ern 0 und 1. Der Anfangsei 011. Wenn wir nun einen Shritt weiter nah rehts gehen, erhalten wir alszweites Tripel 110 oder 111, je nahdem ob unsere Folge nah der 011 mit 0 odermit 1 weitergeht. Geht unsere Folge mit 0 weiter, erhalten wir also 110 und dasdritte Tripel ist dann 100 oder 101, usw. Wir halten fest: Die letzten zwei Zi�erndes aktuellen Tripels sind die ersten zwei Zi�ern des nähsten Tripel.



Wir stellen dies nun übersihtlih in einem passen-den Graphen dar. Dabei repräsentieren die Kreisedie Knoten des Graphen. Startet man beispiels-weise bei 00, so kann man dieses Paar etwa durh
1 fortsetzen und erhält das Tripel 001 (d.h. mannimmt den Weg 001.) Für das nähste Tripel istdann der Anfang 01 usw.Da wir jedes Tripel genau einmal erhalten wollen,müssen wir also einen Weg �nden, der jede Kantegenau einmal benutzt, d.h. wir suhen einen Eu-lerweg. Wir erhalten sogar einen Eulerkreis, dennwie man shnell prüft, führen aus jedem Knotenzwei Wege hinaus und zwei hinein.Der Graph für Quadrupel ist shon etwas gröÿer, aber man kann ihn noh bequemaufmalen.Aufgabe 17 Zeihne einen Graphen analog zu dem obigen Graphen, um eineFolge aus den Zi�ern 0 und 1 zu konstruieren, die jedes möglihe Quadrupel genaueinmal enthält.Aufgabe 18 Versuhe analog zum Beispiel oben einen Graphen zu zeihnen, derdazu benutzt werden kann, alle Paare aus den Zi�ern 0, 1 und 2 zu konstruieren.Tipp: Beginne, indem du drei Knoten 0, 1 und 2 aufzeihnest, die sih auf denEken eines gedahten gleihseitigen Dreieks be�nden. Jetzt musst du eine Kantefür jedes möglihe Paar aus den Zi�ern 0, 1 und 2 einzeihnen. Wie viele Kantenmusst du zeihnen?Wenn du Lust hast, kannst du noh weitere Graphen zeihnen, z.B. für Tripel ausden Zi�ern 0, 1 und 2, und dann daraus Zi�ernfolgen abzulesen. Jetzt stellt sihuns aber doh die Frage, ab das überhaupt möglih ist. Es wäre doh shade, wennman mit viel Aufwand einen Graphen für Quintupel aus den Zi�ern 0, 1, 2 und 3zeihnet und dann feststellt, dass man überhaupt keinen Eulerweg �nden kann!Aufgabe 19 Es seien n, k ∈ N. Zeige durh graphentheoretishe Überlegungen,dass es stets möglih ist, eine Folge aus den ersten k Zi�ern zu bilden, die jedes n-Tupel, welhes aus den ersten k Zi�ern besteht, als (zusammenhängende) Teilfolgeenthält.Lösung: Nehmen wir an wir wollen n-Tupel aus den ersten k Zi�ern bilden. DieKnoten in unserem Graphen sind dann (n − 1)-Tupel und es gibt k Wege, dievon jedem Knoten wegführen, denn an jedes (n − 1)-Tupel können alle k Zi�ern



angehängt werden. Kurz gesagt: Jedes (n − 1)-Tupel ist das Anfangsstük vongenau k aller n-Tupeln.Andererseits ist natürlih klar, dass jedes (n − 1)-Tupel auh das Endstük vongenau k der n-Tupeln ist. Jede der k Zi�ern kann ja entweder am Anfang oderam Ende angehängt werden. Das bedeutet: In unserem Graphen führen von jedemKnoten genauso viele Kanten weg wie zu ihm hinführen. Also gibt in jedem dieserGraphen stets einen Eulerkreis. �Wie fast überall in der Mathematik können wir mit einer kleinen Verallgemeinerungaber shon wieder an unsere Grenzen stoÿen. Wie sieht es z.B. aus, wenn wir nihtalle Anordnungen der Zi�ern 0 und 1 nebeneinander erzeugen wollen, sondern allemöglihen Anordnungen dieser Zi�ern in einem (2 × 2)-Quadrat?Dann müssten wir natürlih ein groÿes Quadrat (Wie groÿ müsste es sein?) mitfolgender Eigenshaft benutzen: Die sämtlihen (2×2)-Teilquadrate stellen geradealle möglihen Anordnungen der Zi�ern 0 und 1 in einem solhen Quadrat dar undkeines der Teilquadrate �ndet sih doppelt.Und was, wenn wir Würfel statt Quadrate nehmen? Oder Rehteke. Sind eigentlihunsere Zi�ernfolgen, mit denen wir begonnen haben, in irgendeiner Weise eindeutigbestimmt oder gibt es mehrere Möglihkeiten? Wenn ja, wie viele gibt es?Zum Abshluss wollen wir uns nun noh kurz mit Wegen beshäftigen, die jedenKnoten genau einmal besuhen. Solhe Wege heiÿen Hamiltonwege. Ein Hamilton-kreis ist ein Hamiltonweg, so dass der Anfangs- und Endknoten des Weges durheine Kante verbunden sind. Oder: Jeder Knoten wird genau einmal besuht, bisauf den Startknoten: dieser wird am Anfang und am Ende der Tour besuht.Um das Problem zu verdeutlihen zwei kleine Aufgaben:Aufgabe 20 Finde einen Hamiltonkreis in folgendem Graphen:

Aufgabe 21 Finde einen Graphen, der einen Hamiltonweg, aber keinen Hamil-tonkreis besitzt.Ein berühmtes Problem, dass sih als Frage nah einem Hamiltonweg formulierenlässt, ist das Springerproblem: Man �nde eine Springertour auf dem Shahbrett,



so dass jedes Feld genau einmal betreten wird. Manhmal fordert man noh, dassdie Springertour geshlossen ist, d.h. auf dem gleihen Feld endet, auf dem sieangefangen hat.Man kann sih nun einen Graphen mit 64 Knoten denken, wobei jeder Knoteneinem Feld auf dem Shahbrett entspriht. Zwishen zwei Knoten gibt es eineKante, wenn die entsprehenden Felder durh einen Springerzug verbunden sind.Das wird natürlih ein sehr groÿer Graph! Die Aufgabe ist, in diesem Grapheneinen Hamiltonweg oder einen Hamiltonkreis zu �nden. Hier sehen wir übrigensauh, dass Visualisierungen niht immer hilfreih sind.Jetzt wäre es natürlih sehr shön, wenn man auh für die Existenz von Hamilton-wegen oder -kreisen ein Kriterium hätte, also einen Satz wie �Ein Graph besitzteinen Hamiltonkreis genau dann, wenn . . . � Einen solhen Satz hat man leiderbisher noh niht gefunden. Unsere Sätze haben mehr die Form von �Wenn jederKnoten genügend viele Kanten hat (sehr viele), dann gibt es einen Hamiltonweg.�Auh hier bleibt also noh einiges zu tun!



Anworten auf alle Fragen und Lösungen zu den Aufgaben, die o�en geblieben sind,könnt ihr uns gern zushiken. Am besten anAndreas NareikeEilenburger Straÿe 5104509 Delitzshoder per E-Mail annadgr�gmx.de oder andreas.nareike�gmx.netNatürlih nehmen wir auh eure Fragen, Ideen und Anregungen zu diesen oderanderen Themen gern entgegen.
Nadine Groÿe und Andreas Nareike


