
Knoten als mathematis
he ObjekteUlri
h Kr�ahmerFakult�at f�ur Mathematik und InformatikUniversit�at Leipzig, Augustusplatz 10, 04109 Leipzig, GermanyE-mail: kraehmer�mathematik.uni-leipzig.de1 �Uber diesen TextDieser Text ist die Ausarbeitung eines Vortrags, den i
h im Februar 2003 vormathematis
h interessierten S
h�ulern der Klassen 9-12 im Rahmen einer Win-ters
hule gehalten habe.Zur Einstimmung wurde am Vorabend des Vortrags das folgende Bild einigereinfa
her Knoten ausgeteilt:

O�ensi
htli
h sind der letzte und der erste davon Formen desselben Knotens,alle anderen aber paarweise vers
hieden. Ziel des Vortrags ist es, einige ohneVorkenntnisse verst�andli
he Begri�e und Te
hniken aus der mathematis
henKnotentheorie zu entwi
keln, mit denen si
h diese Aussage pr�azise formulierenund beweisen l�a�t (letzteres d�urfte ohne etwas Theorie kaum gelingen).Vortrag und Ausarbeitung sind im wesentli
hen eine Adaption der betre�endenPassagen des Lehrbu
hs [Li℄ (s. Anmerkungen zur Literatur am S
hlu�).F�urs Na
hbereiten des Vortrags habe i
h ein paar kleine �Ubungsaufgaben zu-sammengesu
ht und in den Text eingearbeitet. In ihnen werden bisweilen no
hweitere Begri�e erkl�art, man sollte sie daher zumindest ni
ht ungelesen �uber-springen. 1



2 EinleitungDie Mathematik jenseits der S
hule bes
h�aftigt si
h mit weit mehr Dingen alsnur Glei
hungssystemen, Dreie
ken und derglei
hen. Ein Beispiel von Objek-ten, die man zun�a
hst viellei
ht ni
ht als f�ur Mathematiker interessant einstu-fen w�urde, sind Knoten. In Wahrheit ist die Knotentheorie als mathematis
heDisziplin sogar �alter als die moderne Mathematik selbst.Im 19. Jahrhundert hatte Lord Kelvin (der von der absoluten Temperaturskala)die Idee, da� Atome verknotete R�ohr
hen aus �Ather seien, jenem mythis
henUrsto�, der bis Einstein als Tr�ager der Li
htwellen angenommen wurde. Die-se These veranla�te P.G. Tait, einen Mitarbeiter von Kelvin, si
h abstrakt mitKnoten zu bes
h�aftigen. Sein Hauptziel war die Erstellung einer Liste aller Kno-ten, wobei zwei Knoten als glei
h gelten sollten, wenn sie ineinander umgeformtwerden k�onnen (wir werden weiter unten no
h eine mathematis
h exakte De-�nition dieses Glei
hheitsbegri�s aufstellen). Wie gesagt, die Mathematik gabes damals no
h ni
ht so ri
htig, und so kam er au
h mit heutigem Ma�stabgemessen ni
ht besonders weit. Immerhin formulierte er eine Reihe wi
htigerAussagen �uber Knoten und erkl�arte ans
hauli
h ihre G�ultigkeit. Da er sie je-do
h ni
ht streng beweisen konnte, gingen sie als Taits
he Vermutungen in dieGes
hi
hte der Knotentheorie ein.Als Kelvins Atommodell ins Wanken kam, gerieten die Knoten etwas au�er Mo-de. Bald aber begann die Mathematik, si
h in ihrer heutigen Form zu entwi
kelnund mit ihr au
h eine systematis
he Knotentheorie. In den folgenden Jahrzehn-ten wurde aus ihr eines der vielen Spezialgebiete der Mathematik, in denen si
hau�er einer handvoll Fa
hleute niemand auskannte und das f�ur einen Vortrag wiediesen si
her eher ungeeignet war. Bemerkenswert ist, da� trotz der Entwi
klungvieler komplizierter Methoden und Te
hniken die Taits
hen Vermutungen langeZeit unbeweisbar blieben.Dies �anderte si
h erst vor rund zwanzig Jahren, als V. Jones eine neue Methodezur Unters
heidung von Knoten erfand, das na
h ihm benannte Jones-Polynom.Diese stellte si
h in vielerlei Hinsi
ht als sehr e�ektiv heraus, z.B. konnten ebenmit ihrer Hilfe zumindest einige (soweit i
h wei� aber ni
ht alle) der Taits
henVermutungen bewiesen werden. In seiner urspr�ungli
hen Form war das Jones-Polynom no
h re
ht s
hwierig zu verstehen. Es wurde aber kurz na
h seinerEntde
kung no
h einmal von L. Kau�man ganz neu konstruiert, indem er ihmeine v�ollig unerwartete physikalis
he Interpretation gab. Diese ist leider immerno
h relativ kompliziert. Daher habe i
h bes
hlossen, ni
ht darauf einzugehen,obwohl es da Faszinierendes zu erz�ahlen g�abe. Wer si
h daf�ur interessiert, k�onn-te es mit dem Bu
h [So℄ versu
hen.Angenehmerweise kann das Jones-Polynom in dieser Neuformulierung so einfa
hde�niert werden, da� wir diese De�nition selbst hier ohne Vorkenntnisse in 90Minuten voll und ganz verstehen k�onnen sollten.Zun�a
hst wollen wir uns aber ein paar Grundlagen der Knotentheorie aneignenund fangen mal mit der fundamentalsten Frage an, die wir hier stellen k�onnen:Was �uberhaupt ist ein Knoten?
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3 De�nition und NotationWir wollen also den in der Mathematik �ubli
hen Weg gehen und zuerst einepr�azise De�nition der Objekte aufstellen, die wir ans
hlie�end untersu
hen.Man mag dur
haus dar�uber streiten, ob sol
h eine �Uberlegung notwendig ist.Ein Physiker oder Ingenieur w�urde viellei
ht auf die S
hnelle die ans
hauli
heVorstellung von einem Knoten irgendwie formalisieren und damit beginnen, �uberdie \wirkli
hen" Probleme na
hzudenken.Oft gewinnt man aber bei der Su
he na
h einer klaren De�nition s
hon Einsi
h-ten in die Struktur der Objekte, entwi
kelt eine gute Notation oder st�o�t garerst auf interessante Probleme. Au�erdem emp�nde zumindest i
h pers�onli
h eseinfa
h als angenehm, von Anfang an mit einer gewissen Klarheit zu arbeiten.Wir werden eine m�ogli
hst elementare De�nition des Knotenbegri�s geben, f�urdie wir nur die folgenden viellei
ht s
hon bekannten Begri�e ben�otigen: SindP1; P2 zwei (vers
hiedene) Punkte im dreidimensionalen Raum R3 , so bezei
h-nen wir die Stre
ke mit Anfangspunkt P1 und Endpunkt P2 dur
h P1P2. EineVereinigung von endli
h vielen Stre
ken P1P2; P2P3; : : : ; PnP1 (die letzte gehtwieder zur�u
k zum Ausgangspunkt!) nennen wir einen ges
hlossenen Polygon-zug. Wir nennen einen sol
hen ges
hlossenen Polygonzug einfa
h, wenn er si
hnirgends selbst s
hneidet, also jede seiner Stre
ken genau zwei andere Stre
kens
hneidet und dies nur in ihren Endpunkten.De�nition 1 Ein Knoten ist ein einfa
her ges
hlossener Polygonzug im R3 .Wir approximieren unsere glatte Vorstellung von einem Knoten also in der Theo-rie dur
h eine Zi
kza
klinie.
Ohne diese \Diskretisierung" w�are es s
hon viel s
hwieriger, eine De�nition zu�nden, die Gemeinheiten wie die folgenden Gebilde auss
hlie�t:
Dur
h diesen S
hritt wird die Information �uber den Knoten au
h s
hon sehraufs wesentli
he reduziert. Wir k�onnen einen Knoten nun dur
h Angabe der3



Punktfolge (P1; : : : ; Pn), d.h. der 3 � n Koordinaten der Punkte P1; : : : ; Pn be-s
hreiben. Dies ma
ht ihn zum Beispiel der Bearbeitung im Computer zug�ang-li
h. Man bea
hte, da� die Reihenfolge der Punkte eine wi
htigere Rolle spieltals die Punkte selbst, unter einer Punktfolge verstehen wir daher immer eineMenge von Punkten in einer festgelegten Reihenfolge. Allerdings de�nieren diePunktfolgen (P1; : : : ; Pn) und (Pn; P1; P2; : : : ; Pn�1) nat�urli
h denselben Kno-ten.Wir wollen sp�ater die Angabe von sol
hen Punkten vermeiden, die einfa
h nureine Stre
ke des Knotens in zwei teilen und somit keine relevante Informationliefern. Wir f�uhren daf�ur den Begri� des E
kpunktes ein:De�nition 2 Die Punkte der Punktfolge (P1; : : : ; Pn) hei�en E
kpunkte des zu-geh�origen Knotens, wenn es keine e
hte Teilfolge gibt, die denselben Knoten(dieselbe Menge im R3) de�niert.Wir kommen zum n�a
hsten Problem, dem der Notation. Um mit den Objekteneiner Theorie umgehen zu k�onnen, mu� man sie irgendwie greifbar ma
hen. DieAngabe eines Knotens dur
h eine Punktfolge ist zwar theoretis
h sehr knapp,aber zumindest i
h kann mir den Knoten dann ni
ht mehr wirkli
h vorstellen.Eine der Intuition na
h naheliegende graphis
he Notation von Knoten ist dasKnotendiagramm, in dem man den Knoten einfa
h auf eine Ebene im Raumprojiziert, wobei obenliegende Stre
ken \dur
hgezei
hnet" werden, so wie wirdas oben in den Bildern s
hon getan haben.Hierbei k�onnen aber S
hwierigkeiten auftreten: Eine Linie kann dur
h eine an-dere komplett verde
kt werden, oder es k�onnen si
h drei oder mehr Linien ineinem S
hnittpunkt im Diagramm tre�en. In diesen F�allen l�a�t si
h der Kno-ten im Raum ni
ht mehr aus dem Diagramm rekonstruieren. Zum Gl�u
k kannman beweisen, da� immer Projektionen existieren, in denen dies ni
ht passiert.Sol
he nennen wir in Zukunft zul�assige Projektionen eines Knotens. Wir wollendieses Thema aber ni
ht behandeln. Wer will, kann dar�uber in [Li℄ und [PS℄na
hlesen.Im folgenden werden wir Knoten also immer dur
h ihre Diagramme angeben,die wir dann der Bequemli
hkeit halber au
h einfa
h wieder glatt zei
hnen.Zum Abs
hlu� de�nieren wir no
h eine Verallgemeinerung des Knotenbegri�s,den wir sp�ater brau
hen werden:De�nition 3 Eine Vers
hlingung ist eine Vereinigung endli
h vieler disjunkterKnoten. Diese nennt man die Komponenten der Vers
hlingung.Ein bekanntes Beispiel ist die borrom�ais
he Vers
hlingung, die im Wappen desitalienis
hen Adelsges
hle
hts Borromeo vorkommt:
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4 �AquivalenzDa wir uns darauf geeinigt haben, was ein Knoten sein soll, wollen wir jetztdas in der Einleitung angespro
hene Problem diskutieren, wann zwei Knoten\glei
h" sind.
Die obigen Knoten sind formal ni
ht die glei
hen Mengen im R3 , die Diagrammesehen au
h unters
hiedli
h aus. Trotzdem ist klar, da� wir sie irgendwie als zweiunters
hiedli
he Formen desselben Knotens interpretieren wollen.F�ur sol
he F�alle haben si
h die Mathematiker den Begri� der �Aquivalenzrelationausgeda
ht. Man studiert irgendwel
he Eigens
haften irgendwel
her mathema-tis
her Objekte und stellt fest, da� bestimmte dieser Objekte im Rahmen derUntersu
hung als glei
h behandelt werden k�onnen, obwohl sie es ihrer urspr�ung-li
hen De�nition na
h ni
ht sind. Dann nennt man diese �aquivalent und spri
htdavon, da� man auf der Menge der untersu
hten Objekte eine �Aquivalenzrela-tion de�niert hat.Wir de�nieren nun eine sol
he �Aquivalenzrelation auf der Menge der Knoten,die unsere Intuition von den \glei
hen" Knoten mathematis
h pr�azise umsetzt.De�nition 4 Ein Knoten K 0 hei�t elementare Deformation des Knotens K,falls es eine Punktfolge (P0; P1; : : : ; Pn) gibt, so da�1. (P1; : : : ; Pn) eine Folge von E
kpunkten f�ur einen der beiden Knoten und(P0; P1; : : : ; Pn) eine Folge von E
kpunkten f�ur den anderen ist und2. das von P0; P1; Pn aufgespannte Dreie
k den dur
h (P1; : : : ; Pn) gegebenenKnoten nur in der Stre
ke P1Pn s
hneidet.Zwei Knoten K;K 0 hei�en �aquivalent (Notation K � K 0), falls es eine endli
heFolge K1; : : : ;Kn von Knoten gibt mit K1 = K;Kn = K 0, in der jeder Knoteneine elementare Deformation des Vorg�angers ist.In analoger Weise de�niert man den Begri� �aquivalenter Vers
hlingungen.Von nun an wollen wir �aquivalente Knoten ni
ht mehr unters
heiden. Im Jar-gon gespro
hen: Wir betra
hten ni
ht mehr Knoten, sondern ganze �Aquivalenz-klassen von Knoten, wobei die �Aquivalenzklasse eines Knotens die Menge allerKnoten ist, die �aquivalent zu ihm sind.Zeit f�ur die ersten �Ubungsaufgaben. Sie behandeln den Begri� des trivialenKnotens und der trivialen Vers
hlingung. In ihnen soll au
h auf einen in derMathematik �ubli
hen Drang zur Knappheit hingewiesen werden: Obwohl ni
htexplizit gefordert, besteht eine L�osung der Aufgaben ni
ht in einer Antwort aufdie gestellte Frage, sondern in einem Beweis der Antwort. Und wenn die Aufgabe5



die Form einer Feststellung anstatt einer Frage besitzt, so besteht die Aufgabein deren Beweis.�Ubung 1 Alle Knoten mit drei E
kpunkten sind �aquivalent, also vers
hiedeneFormen desselben Knotens. Diesen nennt man den trivialen Knoten.�Ubung 2 Ist jeder Knoten mit vier E
kpunkten trivial, d.h. �aquivalent zu demKnoten der vorhergehenden �Ubungsaufgabe?�Ubung 3 Eine Vers
hlingung soll sinnvollerweise trivial hei�en, wenn man ih-re Komponenten ohne rohe Gewalt trennen kann und jede dann unverknotet ist.Formuliere eine pr�azise De�nition der Trivialit�at von Vers
hlingungen.5 Klassi�kation und InvariantenDer Begri� der �Aquivalenz f�uhrt uns direkt zu der zentralen Aufgabe der Kno-tentheorie: Wie kann man Knoten unters
heiden, also ents
heiden, ob zwei ge-gebene Knotendiagramme Diagramme desselben Knotens sind oder ni
ht? Wiekann man insbesondere zeigen, ob ein Knoten trivial, also au
�osbar ist? DieL�osung dieses Problems w�urde man eine Klassi�kation der Knoten bis auf �Aqui-valenz nennen. Wenn i
h ri
htig informiert bin, gibt es sol
h eine Klassi�kationbis heute ni
ht in einer praxistaugli
hen Form, sondern nur in einer gewissentheoretis
hen Version. Wir werden aber zwei Methoden kennenlernen, mit de-nen man viele Knoten relativ unkompliziert unters
heiden kann (aber halt leiderni
ht alle).Zun�a
hst �ubersetzen wir die Knoten�aquivalenz in die Spra
he der Knotendia-gramme.De�nition 5 Wir nennen zwei Knotendiagramme �aquivalent, wenn sie Dia-gramme �aquivalenter Knoten sind.Es sollte klar sein, da� die folgenden Umformungen ein Knotendiagramm in ein�aquivalentes Diagramm �uberf�uhren:
Man nennt sie die Reidemeisterbewegungen. S
hon etwas weniger o�ensi
htli
hist, da� au
h die Umkehrung gilt:Satz 1 Zwei Knotendiagramme sind genau dann �aquivalent, wenn sie si
h dur
heine endli
he Folge von Reidemeisterbewegungen ineinander umformen lassen.6



Um dies zu beweisen, mu� man nur pr�ufen, da� eine elementare Deformationeines Knotens in beliebigen zul�assigen Projektionen dur
h eine Folge von Reide-meisterbewegungen ausgedr�u
kt werden kann. Dies ist etwas umst�andli
h, aberni
ht wirkli
h s
hwer, wir verweisen daher erneut auf [Li℄.Wir wissen also, da� wir zwei Diagramme desselben Knotens vorliegen haben,wenn wir eine Folge von Reidemeisterbewegungen �nden, die aus dem einen dasandere ma
ht. Finden wir aber keine sol
he Folge, so sagt uns das no
h immerwenig, denn wir k�onnen ja ni
ht si
her sein, da� es sie ni
ht do
h gibt. Es wirdau
h gar ni
ht so lei
ht, bei komplexeren Diagrammen die ri
htigen Reidemei-sterbewegungen zu sehen. Die folgende Aufgabe zeigt dies in no
h milder Form,in �Ubung 6 wird es s
hon s
hwerer werden.�Ubung 4 Finde eine Folge von Reidemeisterbewegungen, die das folgende Dia-gramm des trivialen Knotens in sein Standarddiagramm �uberf�uhrt:
Wieviele Reidemeisterbewegungen brau
ht man daf�ur mindestens?Um die Ni
ht�aquivalenz zweier Knotendiagramme zu beweisen, verwendet manmeist sogenannte Invarianten. Eine Invariante weist einem Knotendiagrammeine Eigens
haft, eine Zahl oder derglei
hen zu, das man dann den Wert derInvariante nennt. Dies soll auf sol
h 
levere Weise ges
hehen, da� vers
hiedeneDiagramme desselben Knotens immer denselben Wert der Invariante erhaltenm�ussen und man dies au
h beweisen kann. Der Wert der Invariante ist folgli
heine Eigens
haft des Knotens und ni
ht des speziellen Diagramms. Wenn manuns nun zwei beliebige Knotendiagramme vorlegt, wir den Wert der Invariantenbestimmen und er ni
ht bei beiden der glei
he ist, so k�onnen diese dann ni
htmehr zu demselben Knoten geh�oren.Das Problem mit den Invarianten ist dann das umgekehrte: Wenn zwei Dia-gramme denselben Wert der Invarianten liefern, m�ussen sie no
h lange ni
htDiagramme desselben Knotens sein.Die Idee der Invarianten wird auf alle F�alle klar werden, wenn wir im folgen-den zwei Beispiele kennenlernen: Zuerst die F�arbbarkeit und dann das s
honangek�undigte Jones-Polynom.6 F�arbbarkeitDie F�arbbarkeit ist eine besonders lei
ht zu de�nierende Invariante von Knoten.De�nition 6 Man nennt ein Knotendiagramm f�arbbar, wenn es (d.h. seineB�ogen) so mit drei unters
hiedli
hen Farben gezei
hnet werden kann, da� min-destens zwei Farben wirkli
h verwendet werden und an einer Kreuzung, an derzwei Farben vorkommen, alle drei Farben vorkommen.7



Die F�arbbarkeit ist in der Tat eine Invariante:Satz 2 Ist ein Diagramm eines Knotens f�arbbar, so ist jedes seiner Diagrammef�arbbar.Beweis. Wir m�ussen nur zeigen, da� aus der F�arbbarkeit eines Knotendia-gramms die F�arbbarkeit eines beliebigen aus diesem dur
h eine Reidemeister-bewegung entstandenen Diagramms folgt. Dur
h wiederholtes Anwenden dieserAussage ergibt si
h, da� jedes dur
h eine endli
he Folge von Reidemeisterbe-wegungen entstandene Diagramm ebenfalls f�arbbar ist. Die Aussage des Satzesfolgt dann aus Satz 1.Wir behandeln exemplaris
h die Reidemeisterbewegung 2, die anderen kann manselbst als �Ubungsaufgabe na
hpr�ufen.Wir betra
hten nur den dur
h die Reidemeisterbewegung ver�anderten Teil desDiagramms, zun�a
hst in der \au
�osenden" Ri
htung. Wir m�ussen zwei F�alleunters
heiden. Wenn in dem betra
hteten Teil vor der Reidemeisterbewegungalle drei Farben vorkamen, f�arben wir na
h der Bewegung wie folgt:
Hierbei stehen R;G;B f�ur die drei Farben, z.B. Rot, Gelb, Blau.An den Verbindungspunkten zum Rest des Knotendiagramms haben si
h dieFarben ni
ht ge�andert, und es kommen allein s
hon im betra
hteten Teil immerno
h zwei Farben vor. Daraus folgt, da� das neue Diagramm immer no
h denzwei Regeln aus der De�nition der F�arbbarkeit gen�ugt.War der betra
htete Teil vor der Bewegung einfarbig, so kann man diese Far-be beibehalten. An den Verbindungspunkten bleibt wieder alles glei
h. Fernermu� in einem anderen Teil des Diagramms s
hon vorher eine weitere Farbe vor-gekommen sein. Also erhalten wir au
h hier eine zul�assige F�arbung des neuenDiagramms.F�ur die umgekehrte Reidemeisterbewegung dreht si
h alles einfa
h um. Hattendie beiden Str�ange vorher die glei
he Farbe, behalten wir diese bei, waren sie un-ters
hiedli
h gef�arbt, f�arben wir na
h der Reidemeisterbewegung wie im linkenTeil der Abbildung den neu entstehenden mittleren Abs
hnitt mit der drittenFarbe, die no
h ni
ht vorkam. 2Da die F�arbbarkeit eine Invariante ist, de�nieren wir:De�nition 7 Ein Knoten hei�t f�arbbar, wenn seine Diagramme f�arbbar sind.Der triviale Knoten ist ni
ht f�arbbar. Die beiden einfa
hsten ni
httrivialen Kno-ten hingegen sind es: 8



Also liefert die F�arbbarkeit einen Beweis f�ur die ans
hauli
h o�ensi
htli
heNi
httrivialit�at dieser Knoten, die man den re
hts- und linksh�andigen Kleeblatt-knoten nennt. Man kann aber ni
ht ents
heiden, ob die beiden Kleeblattknotenzueinander �aquivalent sind oder ni
ht. Au
h gibt es ni
httriviale Knoten, dieni
ht f�arbbar sind. Beispiele hierf�ur liefert die n�a
hste �Ubungsaufgabe:�Ubung 5 Sei n eine ungerade nat�urli
he Zahl. Dann nennt man den folgendenKnoten mit n �Uberkreuzungen den (2; n)-Torusknoten:
Vertaus
ht man bei allen �Uberkreuzungen obere und untere Linie, so nennt manden entstehenden Knoten den (2;�n)-Torusknoten. F�ur wel
he n 2 Z ist dieserKnoten f�arbbar?F�ur n 6= �1 sind die (2; n)-Torusknoten ni
httrivial und paarweise ni
ht�aqui-valent. F�ur einen Beweis dieser Behauptung brau
ht man zwei Zutaten: DasJones-Polynom, das wir im n�a
hsten Abs
hnitt kennenlernen, und die Beweis-te
hnik der vollst�andigen Induktion. Wer das Prinzip der vollst�andigen Induk-tion kennt, kann diesen Beweis als die ultimative �Ubungsaufgabe am Ende desVortrags dazudenken.Die einfa
hsten Torusknoten kennen wir �ubrigens s
hon:�Ubung 6 Der (2;�3)-Torusknoten ist �aquivalent zum re
hts- bzw. linksh�andi-gen Kleeblattknoten.Der Grund f�ur die Bezei
hnung \Torusknoten" ist der folgende: Einen Torus,also diejenige zweidimensionale Fl�a
he im R3 , die die Ober
�a
he eines Fahr-rads
hlau
hs bildet, kann man si
h na
h geeigneter Skalierung als ein Quadratvorstellen, dessen gegen�uberliegende Kanten jeweils verklebt wurden. Man zei
h-ne nun in diesem Quadrat eine gerade Linie mit Steigung n=2, wobei man beimVerlassen des Quadrates immer wieder an der gegen�uberliegenden Seite neuansetzt. Da die Steigung rational ist, kommt man irgendwann wieder beim Aus-gangspunkt an (ist jetzt ni
ht so wi
htig, wenn man das ni
ht sieht). Na
h dem9



Zusammenkleben zum Torus wird si
h dann eine ges
hlossene Kurve auf demTorus ergeben. Diese Linie ist der (2; n)-Torusknoten. Analog de�niert man den(m;n)-Torusknoten f�ur beliebige teilerfremde ganze Zahlen m;n als den Kno-ten, den man aus der Linie mit Steigung n=m erh�alt.Die Teilerfremdheit sorgt hier daf�ur, da� der Bru
h n=m vollst�andig gek�urzt ist.F�ur m = 2 bedeutet die Teilerfremdheit vonm;n, da� n eine ungerade Zahl seinmu�, wie wir es in der ersten De�nition des (2; n)-Torusknotens in Aufgabe 5ja au
h gefordert hatten.F�ur gerade n ist das Diagramm in Aufgabe 5 au
h gar kein Knoten, sondern ei-ne Vers
hlingung mit zwei Komponenten. Wir h�atten die Aufgabe aber au
h indiesem Fall stellen k�onnen, denn man kann f�ur Vers
hlingungen die F�arbbarkeitgenauso wie f�ur Knoten de�nieren und erh�alt eine Invariante von Vers
hlingun-gen. Ein paar Unters
hiede gibt es aber do
h. Die folgende Aufgabe zeigt, da�man z.B. f�ur Knoten in der De�nition der F�arbbarkeit au
h fordern kann, da�alle drei Farben vorkommen m�ussen, w�ahrend dies f�ur Vers
hlingungen ni
htgeht.�Ubung 7 In einer F�arbung eines Diagramms eines f�arbbaren Knotens kommenstets alle drei Farben vor (ni
ht nur zwei, wie in der De�nition gefordert). F�urVers
hlingungen ist dies ni
ht ri
htig.Die F�arbbarkeit mit drei Farben ist �ubrigens nur der einfa
hste Fall einer vielallgemeineren Theorie. In [Li℄ wird erkl�art, wie man mit mehr als nur drei Farbenoder ganz abstrakt mit den Elementen einer Gruppe f�arbt (f�ur diejenigen, diediesen Begri� kennen). Man spri
ht dann au
h von Etikettierungen statt vonF�arbungen.7 Das Jones-PolynomWir kommen zum eigentli
hen H�ohepunkt, dem Jones-Polynom. Wie der Names
hon sagt, ist der Wert dieser Invariante ein Polynom. Wir werden also einRezept aufstellen, na
h dem man zu einem gegebenen Knotendiagramm ein be-stimmtes Polynom bastelt, das wie die F�arbbarkeit nur vom Knoten und ni
htvom Diagramm abh�angt.Die Idee, Knoten Polynome zuzuweisen, ist relativ alt. Die erste Polynominva-riante von Knoten, das Alexander-Polynom, stammt aus dem Jahre 1928. ImLaufe der Zeit wurden no
h vers
hiedene Polynominvarianten erkl�ugelt, do
hwie s
hon erw�ahnt war z.B. keine davon stark genug, um die Taits
hen Vermu-tungen zu beweisen. Das Jones-Polynom hingegen erwies si
h s
hnell als sehrm�a
htiges Werkzeug. In der Literatur �ndet man mehr zur Ges
hi
hte und Be-deutung des Jones-Polynoms, wir wollen uns lieber um seine De�nition k�ummernund dies wie ebenfalls s
hon gesagt in der von Kau�man entwi
kelten Form.Das Jones-Polynom ist wie die F�arbbarkeit eine Invariante von Vers
hlingungen,ni
ht nur von Knoten. Genauer gesagt: von orientierten Vers
hlingungen, do
hdazu kommen wir glei
h.Sei also ein Diagramm D einer Vers
hlingung vorgelegt. Wir betra
hten ei-ne beliebige Kreuzung im Diagramm und drehen unser Diagramm so, da� dieKreuzung wie folgt aussieht: 10



Nun kann man diese Kreuzung auf zwei Arten au
�osen:
Wir w�ahlen eine der beiden aus und starten mit dem so erhaltenen Diagrammvon vorne, nehmen uns also die n�a
hste Kreuzung vor, drehen und w�ahlen wiedereine Au
�osung. So ma
hen wir weiter, bis alle Kreuzungen aufgel�ost sind und wirein Diagramm S einer trivialen Vers
hlingung erhalten. Dieses nennen wir einenZustand vonD (die Bezei
hnung r�uhrt von der in der Einleitung angespro
henenphysikalis
hen Interpretation f�ur das Jones-Polynom her).Zu diesem Zustand S de�nieren wir eine Funktion fS einer Unbestimmten xdur
h fS(x) := xa�b � (�x2 � x�2)jSj�1;wobei jSj die Anzahl der Komponenten von S und a bzw. b die Anzahl derAu
�osungen vom Typ A bzw. B ist, die vonD zu S gef�uhrt haben. Die FunktionfS ist ein Laurent-Polynom, d.h. ein Polynom, in dem die Unbestimmte x ni
htnur in positiven, sondern au
h in negativen Potenzen vorkommt.Da es an jeder Kreuzung zwei m�ogli
he Au
�osungen gibt, gibt es zu einemAusgangsdiagrammD mit n Kreuzungen 2n vers
hiedene Zust�ande. Die Summeder zugeh�origen 2n Funktionen fS ist wieder eine Funktion einer Unbestimmten,die wir die Kau�man-Klammer hDi nennen. Vornehm hinges
hrieben:hDi :=XS fS :Ein Beispiel kann si
her ni
ht s
haden. Im folgenden Bild zerlegen wir denre
htsh�andigen Kleeblattknoten sukzessive in seine 23 = 8 Zust�ande:

11



Die zugeh�origen Funktionen fS sind in der Anordnung wie oben re
hts im Bildx; �x� x�3; x; �x4 � 1;x+ 2 � x�3 + x�7; �x� x�3; �x� x�3; x:Die Kau�man-Klammer erre
hnet man damit zuhDi(x) = �x5 � x�3 + x�7:Wir sind leider no
h ni
ht fertig, denn die Kau�man-Klammer ist no
h keineInvariante des Diagramms. Sie �andert si
h unter Reidemeisterbewegungen vomTyp 1 (unter den andern ist sie immerhin s
hon invariant). Dieses Problem l�a�tsi
h jedo
h beheben.Dazu gibt man jeder Komponente des Ausgangsdiagramms D eine (frei w�ahl-bare) Orientierung, d.h. man einigt si
h auf eine RI
htung, in der man dieKnotenlinien der Komponenten dur
hlaufen will. Im Diagramm stellt man diesmeist dadur
h dar, da� man kleine Pfeil
hen auf die B�ogen setzt.Dann ordnet man jeder Kreuzung i im Diagramm D ein Vorzei
hen "i = �1gem�a� der folgenden Unters
heidung der Kreuzungen zu:
Sei w(D) die Summe aller "i, w(D) := nXi=1 "i:12



�Ubung 8 Die Zahl w(D) �andert si
h ni
ht, wenn man die Orientierung von Dumkehrt (also jede Komponente genau andersrum dur
hl�auft).Aus dieser Aufgabe folgt insbesondere, da� w(D) im Fall von Knoten ni
ht vonder Wahl der Orientierung abh�angt. Bei Vers
hlingungen geht diese aber imallgemeinen mit ein.Mithilfe der Zahl w(D) k�onnen wir die Ni
htinvarianz von hDi korrigieren, in-dem wir aus der Kau�man-Klammer das Kau�man-PolynomPK(x) := (�x)�3�w(D) � hDi(x)bilden.Satz 3 Das Polynom PK ist eine Invariante der orientierten Vers
hlingung D.Falls D ein Knoten ist, h�angt PK ni
ht von der Wahl der Orientierung ab.Die zweite Aussage folgt direkt aus der Bemerkung na
h der letzten �Ubungs-aufgabe. Die Hauptaussage beweist man genau wie die entspre
hende Aussage�uber die F�arbbarkeit - man mu� alle Reidemeisterbewegungen abarbeiten undbei jeder pr�ufen, da� sie das Polynom PK ni
ht �andert. Dies stellt inzwis
henwohl kein Problem mehr dar, so da� wir den vollen Beweis ganz ke
k als Aufgabezur�u
klassen. Wer no
h unsi
her ist, �ndet einen Fall in [PS℄ erkl�art.�Ubung 9 Beweise Satz 3.Bis auf eine kleine Vereinfa
hung ist PK s
hon das verhei�ene Jones-Polynom.Satz 4 Besitzt D eine gerade bzw. ungerade Anzahl von Komponenten, so istjeder Exponent in PK von der Form 4 � k bzw. 4 � k + 2 f�ur ein k 2 Z.Beweis gibts in [PS℄. Insbesondere s
hleppen wir also f�ur Knoten in jedem Expo-nenten von PK einen Faktor 4 mit. Diesen �Uber
u� sparen wir nat�urli
h ein underhalten dann endli
h das Jones-Polynom. Um ganz genau zu sein, im histori-s
hen Jones-Polynom sind dann no
h die Rollen von x und x�1 vertaus
ht (zurErinnerung: Jones selbst hatte das Polynom ganz anders konstruiert). Kurzum:De�nition 8 Das Jones-Polynom eines Knotens ist PJ (x) := PK(x�1=4).Im Na
hhinein do
h gar ni
ht so s
hwer. Man kann �uber das Jones-Polynomno
h fast beliebig viel erz�ahlen, aber wir wollens mal hierbei belassen und zumEnde kommen. I
h ho�e, die Grundideen sind klar geworden, f�ur Na
hfragenstehe i
h nat�urli
h jederzeit zur Verf�ugung.Zwei letzte Aufgaben gibts aber no
h. In ihnen geht es um den Begri� des dualenKnotens:De�nition 9 Das Spiegelbild eines Knotens K nennt man den zu diesem Kno-ten dualen Knoten K�.Nimm also ein Diagramm eines Knotens und s
hau es in einem Spiegel an, dannsiehst Du ein Diagramm des dualen Knotens. In diesem Sinne sind die beidenKleeblattknoten (links- und re
htsh�andiger) dual zueinander.�Ubung 10 Sind PJ ; P �J die Jones-Polynome eines Knotens und seines dualenKnotens, so gilt PJ(x) = P �J (x�1).�Ubung 11 Die beiden Kleeblattknoten sind ni
ht �aquivalent.13



8 LiteraturInzwis
hen ist die Literatur zur Knotentheorie sehr umfangrei
h geworden undrei
ht von Gutena
htges
hi
hten bis zu au
h f�ur gestandene Mathematiker nurm�uhsam lesbaren B�u
hern.I
h habe zur Vorbereitung dieses Vortrags vor allem das Lehrbu
h \Knoten-theorie f�ur Einsteiger" von Ch. Livingston (Vieweg Verlag) verwendet, das i
him Text mit [Li℄ zitiere.Nebenher habe i
h au
h in \Knots, Links, Braids and 3-Manifolds" von V.V.Prasolov und A.B. Sossinsky gelesen (AMS, [PS℄ im Text), in dem das Jones-Polynom etwas genauer behandelt wird.Diese beiden B�u
her sind f�ur Mathematikstudenten geda
ht, setzen allerdingskeine spezi�s
hen Vorkenntnisse voraus.Sossinsky hat au
h f�ur Ni
ht-Mathematiker ein Bu
h ges
hrieben: \Mathema-tik der Knoten" (deuts
h bei rororo, [So℄ im Text). Dort geht er au
h auf dieBez�uge zwis
hen Knotentheorie und Physik ein. I
h habe zwar ni
ht wirkli
hreinges
haut, es wird aber si
her gut sein und ist vor allem ni
ht so teuer wieein ri
htiges Fa
hbu
h.In allen drei B�u
hern �ndet man dann ri
htig ausf�uhrli
he Literaturverweise.
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