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1 Uber diesen Text

Dieser Text ist die Ausarbeitung eines Vortrags, den ich im Februar 2003 vor
mathematisch interessierten Schiilern der Klassen 9-12 im Rahmen einer Win-
terschule gehalten habe.

Zur Einstimmung wurde am Vorabend des Vortrags das folgende Bild einiger
einfacher Knoten ausgeteilt:
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Offensichtlich sind der letzte und der erste davon Formen desselben Knotens,
alle anderen aber paarweise verschieden. Ziel des Vortrags ist es, einige ohne
Vorkenntnisse verstindliche Begriffe und Techniken aus der mathematischen
Knotentheorie zu entwickeln, mit denen sich diese Aussage prizise formulieren
und beweisen 1483t (letzteres diirfte ohne etwas Theorie kaum gelingen).
Vortrag und Ausarbeitung sind im wesentlichen eine Adaption der betreffenden
Passagen des Lehrbuchs [Li] (s. Anmerkungen zur Literatur am Schluf}).

Fiirs Nachbereiten des Vortrags habe ich ein paar kleine Ubungsaufgaben zu-
sammengesucht und in den Text eingearbeitet. In ihnen werden bisweilen noch
weitere Begriffe erklart, man sollte sie daher zumindest nicht ungelesen iiber-
springen.



2 Einleitung

Die Mathematik jenseits der Schule beschiftigt sich mit weit mehr Dingen als
nur Gleichungssystemen, Dreiecken und dergleichen. Ein Beispiel von Objek-
ten, die man zunéchst vielleicht nicht als fiir Mathematiker interessant einstu-
fen wiirde, sind Knoten. In Wahrheit ist die Knotentheorie als mathematische
Disziplin sogar dlter als die moderne Mathematik selbst.

Im 19. Jahrhundert hatte Lord Kelvin (der von der absoluten Temperaturskala)
die Idee, da Atome verknotete Rohrchen aus Ather seien, jenem mythischen
Urstoff, der bis Einstein als Triger der Lichtwellen angenommen wurde. Die-
se These veranlafite P.G. Tait, einen Mitarbeiter von Kelvin, sich abstrakt mit
Knoten zu beschiftigen. Sein Hauptziel war die Erstellung einer Liste aller Kno-
ten, wobei zwei Knoten als gleich gelten sollten, wenn sie ineinander umgeformt
werden konnen (wir werden weiter unten noch eine mathematisch exakte De-
finition dieses Gleichheitsbegriffs aufstellen). Wie gesagt, die Mathematik gab
es damals noch nicht so richtig, und so kam er auch mit heutigem Maflstab
gemessen nicht besonders weit. Immerhin formulierte er eine Reihe wichtiger
Aussagen {iber Knoten und erklirte anschaulich ihre Giiltigkeit. Da er sie je-
doch nicht streng beweisen konnte, gingen sie als Taitsche Vermutungen in die
Geschichte der Knotentheorie ein.

Als Kelvins Atommodell ins Wanken kam, gerieten die Knoten etwas aufler Mo-
de. Bald aber begann die Mathematik, sich in ihrer heutigen Form zu entwickeln
und mit ihr auch eine systematische Knotentheorie. In den folgenden Jahrzehn-
ten wurde aus ihr eines der vielen Spezialgebiete der Mathematik, in denen sich
aufler einer handvoll Fachleute niemand auskannte und das fiir einen Vortrag wie
diesen sicher eher ungeeignet war. Bemerkenswert, ist, daf} trotz der Entwicklung
vieler komplizierter Methoden und Techniken die Taitschen Vermutungen lange
Zeit unbeweisbar blieben.

Dies dnderte sich erst vor rund zwanzig Jahren, als V. Jones eine neue Methode
zur Unterscheidung von Knoten erfand, das nach ihm benannte Jones-Polynom.
Diese stellte sich in vielerlei Hinsicht als sehr effektiv heraus, z.B. konnten eben
mit ihrer Hilfe zumindest einige (soweit ich weifl aber nicht alle) der Taitschen
Vermutungen bewiesen werden. In seiner urspriinglichen Form war das Jones-
Polynom noch recht schwierig zu verstehen. Es wurde aber kurz nach seiner
Entdeckung noch einmal von L. Kauffman ganz neu konstruiert, indem er ihm
eine vollig unerwartete physikalische Interpretation gab. Diese ist leider immer
noch relativ kompliziert. Daher habe ich beschlossen, nicht darauf einzugehen,
obwohl es da Faszinierendes zu erzidhlen gdbe. Wer sich dafiir interessiert, konn-
te es mit dem Buch [So] versuchen.

Angenehmerweise kann das Jones-Polynom in dieser Neuformulierung so einfach
definiert werden, dafl wir diese Definition selbst hier ohne Vorkenntnisse in 90
Minuten voll und ganz verstehen kénnen sollten.

Zunichst wollen wir uns aber ein paar Grundlagen der Knotentheorie aneignen
und fangen mal mit der fundamentalsten Frage an, die wir hier stellen kénnen:
Was iiberhaupt ist ein Knoten?



3 Definition und Notation

Wir wollen also den in der Mathematik iiblichen Weg gehen und zuerst eine
prizise Definition der Objekte aufstellen, die wir anschlieffend untersuchen.
Man mag durchaus dariiber streiten, ob solch eine Uberlegung notwendig ist.
Ein Physiker oder Ingenieur wiirde vielleicht auf die Schnelle die anschauliche
Vorstellung von einem Knoten irgendwie formalisieren und damit beginnen, tiber
die “wirklichen” Probleme nachzudenken.

Oft gewinnt man aber bei der Suche nach einer klaren Definition schon Einsich-
ten in die Struktur der Objekte, entwickelt eine gute Notation oder stoft gar
erst auf interessante Probleme. Auflerdem empfinde zumindest ich persénlich es
einfach als angenehm, von Anfang an mit einer gewissen Klarheit zu arbeiten.
Wir werden eine moglichst elementare Definition des Knotenbegriffs geben, fiir
die wir nur die folgenden vielleicht schon bekannten Begriffe benttigen: Sind
Py, P, zwei (verschiedene) Punkte im dreidimensionalen Raum R?, so bezeich-
nen wir die Strecke mit Anfangspunkt P; und Endpunkt P, durch P P. Eine
Vereinigung von endlich vielen Strecken Py Py, PPs, ..., P, Py (die letzte geht
wieder zuriick zum Ausgangspunkt!) nennen wir einen geschlossenen Polygon-
zug. Wir nennen einen solchen geschlossenen Polygonzug einfach, wenn er sich
nirgends selbst schneidet, also jede seiner Strecken genau zwei andere Strecken
schneidet und dies nur in ihren Endpunkten.

Definition 1 Ein Knoten ist ein einfacher geschlossener Polygonzug im R?.

Wir approximieren unsere glatte Vorstellung von einem Knoten also in der Theo-
rie durch eine Zickzacklinie.
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Ohne diese “Diskretisierung” wére es schon viel schwieriger, eine Definition zu
finden, die Gemeinheiten wie die folgenden Gebilde ausschlieft:
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Durch diesen Schritt wird die Information {iber den Knoten auch schon sehr
aufs wesentliche reduziert. Wir kénnen einen Knoten nun durch Angabe der



Punktfolge (P,...,P,), d.h. der 3 - n Koordinaten der Punkte Py,..., P, be-
schreiben. Dies macht ihn zum Beispiel der Bearbeitung im Computer zuging-
lich. Man beachte, daf die Reihenfolge der Punkte eine wichtigere Rolle spielt
als die Punkte selbst, unter einer Punktfolge verstehen wir daher immer eine
Menge von Punkten in einer festgelegten Reihenfolge. Allerdings definieren die
Punktfolgen (Pi,...,P,) und (P,, P, P,..., P,_1) natiirlich denselben Kno-
ten.

Wir wollen spiter die Angabe von solchen Punkten vermeiden, die einfach nur
eine Strecke des Knotens in zwei teilen und somit keine relevante Information
liefern. Wir fithren dafiir den Begriff des Eckpunktes ein:

Definition 2 Die Punkte der Punktfolge (P, ..., Py) heiflen Eckpunkte des zu-
gehorigen Knotens, wenn es keine echte Teilfolge gibt, die denselben Kmnoten
(dieselbe Menge im R ) definiert.

Wir kommen zum n#chsten Problem, dem der Notation. Um mit den Objekten
einer Theorie umgehen zu kénnen, mufl man sie irgendwie greifbar machen. Die
Angabe eines Knotens durch eine Punktfolge ist zwar theoretisch sehr knapp,
aber zumindest ich kann mir den Knoten dann nicht mehr wirklich vorstellen.
Eine der Intuition nach naheliegende graphische Notation von Knoten ist das
Knotendiagramm, in dem man den Knoten einfach auf eine Ebene im Raum
projiziert, wobei obenliegende Strecken “durchgezeichnet” werden, so wie wir
das oben in den Bildern schon getan haben.

Hierbei konnen aber Schwierigkeiten auftreten: Eine Linie kann durch eine an-
dere komplett verdeckt werden, oder es kénnen sich drei oder mehr Linien in
einem Schnittpunkt im Diagramm treffen. In diesen Fillen 148t sich der Kno-
ten im Raum nicht mehr aus dem Diagramm rekonstruieren. Zum Gliick kann
man beweisen, dafl immer Projektionen existieren, in denen dies nicht passiert.
Solche nennen wir in Zukunft zuléssige Projektionen eines Knotens. Wir wollen
dieses Thema aber nicht behandeln. Wer will, kann dariiber in [Li] und [PS]
nachlesen.

Im folgenden werden wir Knoten also immer durch ihre Diagramme angeben,
die wir dann der Bequemlichkeit halber auch einfach wieder glatt zeichnen.
Zum Abschlufl definieren wir noch eine Verallgemeinerung des Knotenbegriffs,
den wir spéter brauchen werden:

Definition 3 FEine Verschlingung ist eine Vereinigung endlich vieler disjunkter
Knoten. Diese nennt man die Komponenten der Verschlingung.

Ein bekanntes Beispiel ist die borroméische Verschlingung, die im Wappen des
italienischen Adelsgeschlechts Borromeo vorkommt:
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4 Aquivalenz

Da wir uns darauf geeinigt haben, was ein Knoten sein soll, wollen wir jetzt
das in der Einleitung angesprochene Problem diskutieren, wann zwei Knoten
“gleich” sind.

Die obigen Knoten sind formal nicht die gleichen Mengen im R?, die Diagramme
sehen auch unterschiedlich aus. Trotzdem ist klar, dafl wir sie irgendwie als zwei
unterschiedliche Formen desselben Knotens interpretieren wollen.

Fiir solche Fiille haben sich die Mathematiker den Begriff der Aquivalenzrelation
ausgedacht. Man studiert irgendwelche Eigenschaften irgendwelcher mathema-
tischer Objekte und stellt fest, dal bestimmte dieser Objekte im Rahmen der
Untersuchung als gleich behandelt werden kénnen, obwohl sie es ihrer urspriing-
lichen Definition nach nicht sind. Dann nennt man diese dquivalent und spricht
davon, da man auf der Menge der untersuchten Objekte eine Aquivalenzrela-
tion definiert hat.

Wir definieren nun eine solche Aquivalenzrelation auf der Menge der Knoten,
die unsere Intuition von den “gleichen” Knoten mathematisch prizise umsetzt.

Definition 4 FEin Knoten K' heifit elementare Deformation des Knotens K,
falls es eine Punktfolge (Py, Py, ..., P,) gibt, so daf§

1. (Py,...,P,) eine Folge von Eckpunkten fiir einen der beiden Knoten und
(Po, Pr,...,Pn) eine Folge von Eckpunkten fiir den anderen ist und

2. das von Py, Py, P, aufgespannte Dreieck den durch (Py,...,P,) gegebenen
Knoten nur in der Strecke P P,, schneidet.

Zwei Knoten K, K' heifien dquivalent (Notation K ~ K'), falls es eine endliche
Folge K1,...,K, von Knoten gibt mit K; = K, K,, = K', in der jeder Knoten
eine elementare Deformation des Vorgingers ist.

In analoger Weise definiert man den Begriff dquivalenter Verschlingungen.

Von nun an wollen wir dquivalente Knoten nicht mehr unterscheiden. Im Jar-
gon gesprochen: Wir betrachten nicht mehr Knoten, sondern ganze Aquivalenz-
klassen von Knoten, wobei die Aquivalenzklasse eines Knotens die Menge aller
Knoten ist, die dquivalent zu ihm sind.

Zeit fiir die ersten Ubungsaufgaben. Sie behandeln den Begriff des trivialen
Knotens und der trivialen Verschlingung. In ihnen soll auch auf einen in der
Mathematik iiblichen Drang zur Knappheit hingewiesen werden: Obwohl nicht
explizit gefordert, besteht eine Losung der Aufgaben nicht in einer Antwort auf
die gestellte Frage, sondern in einem Beweis der Antwort. Und wenn die Aufgabe



die Form einer Feststellung anstatt einer Frage besitzt, so besteht die Aufgabe
in deren Beweis.

Ubung 1 Alle Knoten mit drei Eckpunkten sind dquivalent, also verschiedene
Formen desselben Knotens. Diesen nennt man den trivialen Knoten.

Ubung 2 Ist jeder Knoten mit vier Eckpunkten trivial, d.h. dquivalent zu dem
Knoten der vorhergehenden Ubungsaufgabe?

Ubung 3 Eine Verschlingung soll sinnvollerweise trivial heifien, wenn man ih-
re Komponenten ohne rohe Gewalt trennen kann und jede dann unverknotet ist.
Formuliere eine prdzise Definition der Trivialitdt von Verschlingungen.

5 Klassifikation und Invarianten

Der Begriff der Aquivalenz fithrt uns direkt zu der zentralen Aufgabe der Kno-
tentheorie: Wie kann man Knoten unterscheiden, also entscheiden, ob zwei ge-
gebene Knotendiagramme Diagramme desselben Knotens sind oder nicht? Wie
kann man insbesondere zeigen, ob ein Knoten trivial, also auflésbar ist? Die
Losung dieses Problems wiirde man eine Klassifikation der Knoten bis auf Aqui-
valenz nennen. Wenn ich richtig informiert bin, gibt es solch eine Klassifikation
bis heute nicht in einer praxistauglichen Form, sondern nur in einer gewissen
theoretischen Version. Wir werden aber zwei Methoden kennenlernen, mit de-
nen man viele Knoten relativ unkompliziert unterscheiden kann (aber halt leider
nicht alle).

Zuniichst iibersetzen wir die Knoteniquivalenz in die Sprache der Knotendia-
gramme.

Definition 5 Wir nennen zwei Knotendiagramme dquivalent, wenn sie Dia-
gramme dquivalenter Knoten sind.

Es sollte klar sein, daf} die folgenden Umformungen ein Knotendiagramm in ein
dquivalentes Diagramm iiberfiihren:
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Man nennt sie die Reidemeisterbewegungen. Schon etwas weniger offensichtlich
ist, daf} auch die Umkehrung gilt:

Satz 1 Zwei Knotendiagramme sind genau dann dquivalent, wenn sie sich durch
eine endliche Folge von Reidemeisterbewegungen ineinander umformen lassen.



Um dies zu beweisen, mufl man nur priifen, daf} eine elementare Deformation
eines Knotens in beliebigen zuléssigen Projektionen durch eine Folge von Reide-
meisterbewegungen ausgedriickt werden kann. Dies ist etwas umstindlich, aber
nicht wirklich schwer, wir verweisen daher erneut auf [Li].

Wir wissen also, dafl wir zwei Diagramme desselben Knotens vorliegen haben,
wenn wir eine Folge von Reidemeisterbewegungen finden, die aus dem einen das
andere macht. Finden wir aber keine solche Folge, so sagt uns das noch immer
wenig, denn wir kénnen ja nicht sicher sein, daf es sie nicht doch gibt. Es wird
auch gar nicht so leicht, bei komplexeren Diagrammen die richtigen Reidemei-
sterbewegungen zu sehen. Die folgende Aufgabe zeigt dies in noch milder Form,
in Ubung 6 wird es schon schwerer werden.

Ubung 4 Finde eine Folge von Reidemeisterbewegqungen, die das folgende Dia-
gramm, des trivialen Knotens in sein Standarddiagramm. diberfiihrt:
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Wieviele Reidemeisterbewegungen braucht man dafiir mindestens?

Um die Nichtidquivalenz zweier Knotendiagramme zu beweisen, verwendet man
meist sogenannte Invarianten. Eine Invariante weist einem Knotendiagramm
eine Eigenschaft, eine Zahl oder dergleichen zu, das man dann den Wert der
Invariante nennt. Dies soll auf solch clevere Weise geschehen, dafl verschiedene
Diagramme desselben Knotens immer denselben Wert der Invariante erhalten
miissen und man dies auch beweisen kann. Der Wert der Invariante ist folglich
eine Eigenschaft des Knotens und nicht des speziellen Diagramms. Wenn man
uns nun zwei beliebige Knotendiagramme vorlegt, wir den Wert der Invarianten
bestimmen und er nicht bei beiden der gleiche ist, so kdnnen diese dann nicht
mehr zu demselben Knoten gehoren.

Das Problem mit den Invarianten ist dann das umgekehrte: Wenn zwei Dia-
gramme denselben Wert der Invarianten liefern, miissen sie noch lange nicht
Diagramme desselben Knotens sein.

Die Idee der Invarianten wird auf alle Fille klar werden, wenn wir im folgen-
den zwei Beispiele kennenlernen: Zuerst die Farbbarkeit und dann das schon
angekiindigte Jones-Polynom.

6 Farbbarkeit

Die Farbbarkeit ist eine besonders leicht zu definierende Invariante von Knoten.

Definition 6 Man nennt ein Knotendiagramm firbbar, wenn es (d.h. seine
Bdgen) so mit drei unterschiedlichen Farben gezeichnet werden kann, daf8 min-
destens zwei Farben wirklich verwendet werden und an einer Kreuzung, an der
zwei Farben vorkommen, alle drei Farben vorkommen.



Die Farbbarkeit ist in der Tat eine Invariante:

Satz 2 Ist ein Diagramm eines Knotens firbbar, so ist jedes seiner Diagramme
farbbar.

Beweis. Wir miissen nur zeigen, dafl aus der Férbbarkeit eines Knotendia-
gramms die Farbbarkeit eines beliebigen aus diesem durch eine Reidemeister-
bewegung entstandenen Diagramms folgt. Durch wiederholtes Anwenden dieser
Aussage ergibt sich, dafl jedes durch eine endliche Folge von Reidemeisterbe-
wegungen entstandene Diagramm ebenfalls firbbar ist. Die Aussage des Satzes
folgt dann aus Satz 1.

Wir behandeln exemplarisch die Reidemeisterbewegung 2, die anderen kann man
selbst als Ubungsaufgabe nachpriifen.

Wir betrachten nur den durch die Reidemeisterbewegung verdnderten Teil des
Diagramms, zunéchst in der “auflésenden” Richtung. Wir miissen zwei Féille
unterscheiden. Wenn in dem betrachteten Teil vor der Reidemeisterbewegung
alle drei Farben vorkamen, firben wir nach der Bewegung wie folgt:
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Hierbei stehen R, G, B fiir die drei Farben, z.B. Rot, Gelb, Blau.

An den Verbindungspunkten zum Rest des Knotendiagramms haben sich die
Farben nicht gedndert, und es kommen allein schon im betrachteten Teil immer
noch zwei Farben vor. Daraus folgt, dal das neue Diagramm immer noch den
zwel Regeln aus der Definition der Farbbarkeit geniigt.

War der betrachtete Teil vor der Bewegung einfarbig, so kann man diese Far-
be beibehalten. An den Verbindungspunkten bleibt wieder alles gleich. Ferner
muf in einem anderen Teil des Diagramms schon vorher eine weitere Farbe vor-
gekommen sein. Also erhalten wir auch hier eine zulissige Féarbung des neuen
Diagramms.

Fiir die umgekehrte Reidemeisterbewegung dreht sich alles einfach um. Hatten
die beiden Stringe vorher die gleiche Farbe, behalten wir diese bei, waren sie un-
terschiedlich gefdrbt, farben wir nach der Reidemeisterbewegung wie im linken
Teil der Abbildung den neu entstehenden mittleren Abschnitt mit der dritten
Farbe, die noch nicht vorkam. O

Da die Farbbarkeit eine Invariante ist, definieren wir:
Definition 7 Ein Knoten heif$st farbbar, wenn seine Diagramme firbbar sind.

Der triviale Knoten ist nicht firbbar. Die beiden einfachsten nichttrivialen Kno-
ten hingegen sind es:
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Also liefert die Fiarbbarkeit einen Beweis fiir die anschaulich offensichtliche
Nichttrivialitdt dieser Knoten, die man den rechts- und linkshéndigen Kleeblatt-
knoten nennt. Man kann aber nicht entscheiden, ob die beiden Kleeblattknoten
zueinander #dquivalent sind oder nicht. Auch gibt es nichttriviale Knoten, die
nicht firbbar sind. Beispiele hierfiir liefert die nichste Ubungsaufgabe:

Ubung 5 Sei n eine ungerade natiirliche Zahl. Dann nennt man den folgenden
Knoten mit n Uberkreuzungen den (2,n)-Torusknoten:

Vertauscht man bei allen Uberkreuzungen obere und untere Linie, so nennt man
den entstehenden Knoten den (2, —n)-Torusknoten. Fir welche n € Z ist dieser
Knoten firbbar?

Fiir n # %1 sind die (2,n)-Torusknoten nichttrivial und paarweise nichtéqui-
valent. Fiir einen Beweis dieser Behauptung braucht man zwei Zutaten: Das
Jones-Polynom, das wir im n#chsten Abschnitt kennenlernen, und die Beweis-
technik der vollstindigen Induktion. Wer das Prinzip der vollstindigen Induk-
tion kennt, kann diesen Beweis als die ultimative Ubungsaufgabe am Ende des
Vortrags dazudenken.

Die einfachsten Torusknoten kennen wir iibrigens schon:

Ubung 6 Der (2, £3)-Torusknoten ist dquivalent zum rechts- bzw. linkshdndi-
gen Kleeblattknoten.

Der Grund fiir die Bezeichnung “Torusknoten” ist der folgende: Einen Torus,
also diejenige zweidimensionale Fliche im R®, die die Oberfliche eines Fahr-
radschlauchs bildet, kann man sich nach geeigneter Skalierung als ein Quadrat
vorstellen, dessen gegeniiberliegende Kanten jeweils verklebt wurden. Man zeich-
ne nun in diesem Quadrat eine gerade Linie mit Steigung n/2, wobei man beim
Verlassen des Quadrates immer wieder an der gegeniiberliegenden Seite neu
ansetzt. Da die Steigung rational ist, kommt man irgendwann wieder beim Aus-
gangspunkt an (ist jetzt nicht so wichtig, wenn man das nicht sieht). Nach dem



Zusammenkleben zum Torus wird sich dann eine geschlossene Kurve auf dem
Torus ergeben. Diese Linie ist der (2,n)-Torusknoten. Analog definiert man den
(m,n)-Torusknoten fiir beliebige teilerfremde ganze Zahlen m,n als den Kno-
ten, den man aus der Linie mit Steigung n/m erhélt.

Die Teilerfremdheit sorgt hier dafiir, da§ der Bruch n/m vollstindig gekiirzt ist.
Fiir m = 2 bedeutet die Teilerfremdheit von m, n, dafl n eine ungerade Zahl sein
muf}, wie wir es in der ersten Definition des (2, n)-Torusknotens in Aufgabe 5
ja auch gefordert hatten.

Fiir gerade n ist das Diagramm in Aufgabe 5 auch gar kein Knoten, sondern ei-
ne Verschlingung mit zwei Komponenten. Wir hétten die Aufgabe aber auch in
diesem Fall stellen kénnen, denn man kann fiir Verschlingungen die Farbbarkeit
genauso wie fiir Knoten definieren und erhélt eine Invariante von Verschlingun-
gen. Ein paar Unterschiede gibt es aber doch. Die folgende Aufgabe zeigt, daf}
man z.B. fiir Knoten in der Definition der Farbbarkeit auch fordern kann, dafl
alle drei Farben vorkommen miissen, wihrend dies fiir Verschlingungen nicht
geht.

Ubung 7 In einer Firbung eines Diagramms eines firbbaren Knotens kommen
stets alle drei Farben vor (nicht nur zwei, wie in der Definition gefordert). Fiir
Verschlingungen ist dies nicht richtig.

Die Farbbarkeit mit drei Farben ist iibrigens nur der einfachste Fall einer viel
allgemeineren Theorie. In [Li] wird erklirt, wie man mit mehr als nur drei Farben
oder ganz abstrakt mit den Elementen einer Gruppe firbt (fiir diejenigen, die
diesen Begriff kennen). Man spricht dann auch von Etikettierungen statt von
Farbungen.

7 Das Jones-Polynom

Wir kommen zum eigentlichen Héhepunkt, dem Jones-Polynom. Wie der Name
schon sagt, ist der Wert dieser Invariante ein Polynom. Wir werden also ein
Rezept aufstellen, nach dem man zu einem gegebenen Knotendiagramm ein be-
stimmtes Polynom bastelt, das wie die Farbbarkeit nur vom Knoten und nicht
vom Diagramm abhingt.

Die Idee, Knoten Polynome zuzuweisen, ist relativ alt. Die erste Polynominva-
riante von Knoten, das Alexander-Polynom, stammt aus dem Jahre 1928. Im
Laufe der Zeit wurden noch verschiedene Polynominvarianten erkliigelt, doch
wie schon erwidhnt war z.B. keine davon stark genug, um die Taitschen Vermu-
tungen zu beweisen. Das Jones-Polynom hingegen erwies sich schnell als sehr
méchtiges Werkzeug. In der Literatur findet man mehr zur Geschichte und Be-
deutung des Jones-Polynoms, wir wollen uns lieber um seine Definition kiimmern
und dies wie ebenfalls schon gesagt in der von Kauffman entwickelten Form.
Das Jones-Polynom ist wie die Farbbarkeit eine Invariante von Verschlingungen,
nicht nur von Knoten. Genauer gesagt: von orientierten Verschlingungen, doch
dazu kommen wir gleich.

Sei also ein Diagramm D einer Verschlingung vorgelegt. Wir betrachten ei-
ne beliebige Kreuzung im Diagramm und drehen unser Diagramm so, daf} die
Kreuzung wie folgt aussieht:
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Nun kann man diese Kreuzung auf zwei Arten auflésen:

) o
~
A B

Wir wihlen eine der beiden aus und starten mit dem so erhaltenen Diagramm
von vorne, nehmen uns also die néichste Kreuzung vor, drehen und wéhlen wieder
eine Auflssung. So machen wir weiter, bis alle Kreuzungen aufgel6st sind und wir
ein Diagramm S einer trivialen Verschlingung erhalten. Dieses nennen wir einen
Zustand von D (die Bezeichnung riihrt von der in der Einleitung angesprochenen
physikalischen Interpretation fiir das Jones-Polynom her).

Zu diesem Zustand S definieren wir eine Funktion fg einer Unbestimmten z
durch

fs(a) =2t (—a* — )15,

wobei |S| die Anzahl der Komponenten von S und a bzw. b die Anzahl der
Auflésungen vom Typ A bzw. B ist, die von D zu S gefiihrt haben. Die Funktion
fs ist ein Laurent-Polynom, d.h. ein Polynom, in dem die Unbestimmte z nicht
nur in positiven, sondern auch in negativen Potenzen vorkommt.

Da es an jeder Kreuzung zwei mogliche Auflésungen gibt, gibt es zu einem
Ausgangsdiagramm D mit n Kreuzungen 2" verschiedene Zustinde. Die Summe
der zugehorigen 2" Funktionen fg ist wieder eine Funktion einer Unbestimmten,
die wir die Kauffman-Klammer (D) nennen. Vornehm hingeschrieben:

(D)= fs.
3

Ein Beispiel kann sicher nicht schaden. Im folgenden Bild zerlegen wir den
rechtshiindigen Kleeblattknoten sukzessive in seine 2% = 8 Zusténde:
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Die zugehorigen Funktionen fg sind in der Anordnung wie oben rechts im Bild
T, —x— a:_3, T, —zt — 1,
t+2-2%+2", —z—2° —z—z° =
Die Kauffman-Klammer errechnet man damit zu
(DY(z) = —a® =2 + 277

Wir sind leider noch nicht fertig, denn die Kauffman-Klammer ist noch keine
Invariante des Diagramms. Sie dndert sich unter Reidemeisterbewegungen vom
Typ 1 (unter den andern ist sie immerhin schon invariant). Dieses Problem 148t
sich jedoch beheben.

Dazu gibt man jeder Komponente des Ausgangsdiagramms D eine (frei wihl-
bare) Orientierung, d.h. man einigt sich auf eine RIchtung, in der man die
Knotenlinien der Komponenten durchlaufen will. Im Diagramm stellt man dies
meist dadurch dar, dal man kleine Pfeilchen auf die Bégen setzt.

Dann ordnet man jeder Kreuzung ¢ im Diagramm D ein Vorzeichen g; = +1
gemif der folgenden Unterscheidung der Kreuzungen zu:

N 7
N\ /

i A -4

Sei w(D) die Summe aller &;,
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Ubung 8 Die Zahl w(D) dndert sich nicht, wenn man die Orientierung von D
umkehrt (also jede Komponente genau andersrum durchliuft).

Aus dieser Aufgabe folgt insbesondere, dafl w(D) im Fall von Knoten nicht von
der Wahl der Orientierung abhingt. Bei Verschlingungen geht diese aber im
allgemeinen mit ein.

Mithilfe der Zahl w(D) konnen wir die Nichtinvarianz von (D) korrigieren, in-
dem wir aus der Kauffman-Klammer das Kauffman-Polynom

P () := (—2)7**(P) (D)(x)
bilden.

Satz 3 Das Polynom Py ist eine Invariante der orientierten Verschlingung D.
Falls D ein Knoten ist, hingt Pg nicht von der Wahl der Orientierung ab.

Die zweite Aussage folgt direkt aus der Bemerkung nach der letzten Ubungs-
aufgabe. Die Hauptaussage beweist man genau wie die entsprechende Aussage
iiber die Férbbarkeit - man muf} alle Reidemeisterbewegungen abarbeiten und
bei jeder priifen, dafl sie das Polynom Py nicht dndert. Dies stellt inzwischen
wohl kein Problem mehr dar, so dafl wir den vollen Beweis ganz keck als Aufgabe
zuriicklassen. Wer noch unsicher ist, findet einen Fall in [PS] erklirt.

Ubung 9 Beweise Satz 3.
Bis auf eine kleine Vereinfachung ist Px schon das verheiflene Jones-Polynom.

Satz 4 Besitzt D eine gerade bzw. ungerade Anzahl von Komponenten, so ist
jeder Exponent in Pr von der Form 4 -k bzw. 4 -k + 2 fir ein k € Z.

Beweis gibts in [PS]. Insbesondere schleppen wir also fiir Knoten in jedem Expo-
nenten von Pk einen Faktor 4 mit. Diesen Uberflufl sparen wir natiirlich ein und
erhalten dann endlich das Jones-Polynom. Um ganz genau zu sein, im histori-
schen Jones-Polynom sind dann noch die Rollen von z und z~! vertauscht (zur
Erinnerung: Jones selbst hatte das Polynom ganz anders konstruiert). Kurzum:

Definition 8 Das Jones-Polynom eines Knotens ist Py(x) := Pg(z~'/%).

Im Nachhinein doch gar nicht so schwer. Man kann {iber das Jones-Polynom
noch fast beliebig viel erzidhlen, aber wir wollens mal hierbei belassen und zum
Ende kommen. Ich hoffe, die Grundideen sind klar geworden, fiir Nachfragen
stehe ich natiirlich jederzeit zur Verfiigung.

Zwei letzte Aufgaben gibts aber noch. In ihnen geht es um den Begriff des dualen
Knotens:

Definition 9 Das Spiegelbild eines Knotens K nennt man den zu diesem Kno-
ten dualen Knoten K*.

Nimm also ein Diagramm eines Knotens und schau es in einem Spiegel an, dann
siehst Du ein Diagramm des dualen Knotens. In diesem Sinne sind die beiden
Kleeblattknoten (links- und rechtshindiger) dual zueinander.

Ubung 10 Sind Py, P} die Jones-Polynome eines Knotens und seines dualen
Knotens, so gilt Py(z) = Pj(z™!).

Ubung 11 Die beiden Kleeblattknoten sind nicht dquivalent.
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8 Literatur

Inzwischen ist die Literatur zur Knotentheorie sehr umfangreich geworden und
reicht von Gutenachtgeschichten bis zu auch fiir gestandene Mathematiker nur
mithsam lesbaren Biichern.

Ich habe zur Vorbereitung dieses Vortrags vor allem das Lehrbuch “Knoten-
theorie fiir Einsteiger” von Ch. Livingston (Vieweg Verlag) verwendet, das ich
im Text mit [Li] zitiere.

Nebenher habe ich auch in “Knots, Links, Braids and 3-Manifolds” von V.V.
Prasolov und A.B. Sossinsky gelesen (AMS, [PS] im Text), in dem das Jones-
Polynom etwas genauer behandelt wird.

Diese beiden Biicher sind fiir Mathematikstudenten gedacht, setzen allerdings
keine spezifischen Vorkenntnisse voraus.

Sossinsky hat auch fiir Nicht-Mathematiker ein Buch geschrieben: “Mathema-
tik der Knoten” (deutsch bei rororo, [So] im Text). Dort geht er auch auf die
Beziige zwischen Knotentheorie und Physik ein. Ich habe zwar nicht wirklich
reingeschaut, es wird aber sicher gut sein und ist vor allem nicht so teuer wie
ein richtiges Fachbuch.

In allen drei Biichern findet man dann richtig ausfiihrliche Literaturverweise.
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