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1 Rekursive Folgen

1.1 Einleitung

Rekursive Folgen umfassen viele aus dem Unterricht bekapoligen: geometrische Folgen
(cq™), ¢, q € R, arithmetische Folgefr + dn),.cn, ¢, d € R gegeben, periodische Folgen, wie
z.B.(—1,1,-1,1,---) oder arithmetische Folgen hdherer Ordnung, wie quadtaigolgen
(n?) oder kubische Folgen, wigin?® + bn? + cn + d), a, b, c, d € R.

Die vorliegende kleine mathematische Theorie ist abgesskh, einfach und klar. lhre
Grundzige wurden vom franzosischen MathematikeyWkRe (1720), von DANIEL BER-
NOULLI und LEONHARD EULER entwickelt bzw. weiter entwickelt.

Das lateinischeecurro bedeutetumkehren* odeyzuriickgehen“. Grob gesprochen erhalt man
das Glieda,, einer rekursiven Folge, indem man aus einer festen Anzahl vorhergehender
Glieder berechnet, etwa, . » = a,.1 + a,. Ist hingegemn,, als Funktion vornn allein (und
nicht in Abhangigkeit voru,,_1, a,,_» usw.) gegeben, so sagt man, dass die Faigg explizit
gegebenist, z. B. ist, = v/n? — 1 eine explizite Bildungsvorschrift.

Die folgenden Aufgabenstellungen treten haufig bei rakersFolgen auf:

e Man ermittle aus der rekursiven Vorschrift die explizitddBingsvorschrift. Dies ist in
dieser Allgemeinheit eine sehr schwierige, in vielen &alinlosbare Aufgabenstellung.
Wir werden aber sehen, dass sie fur die grol3e Klasskndaren rekursiven Folgen mit
konstanten Koeffizientamllstandig losbar ist.

Uik = Clnik—1 + C20pyp—2 + -+ + Ckay, n €N 1)

e Man beweise, dass die Glieder einer rekursiv oder explegiepenen Folge ganzzahlig,
durch3 teilbar, paarweise teilerfremd, usw. sind.

e Man bestimme Einerziffer, die Zehnerziffer, die ersten TiNemmastellen eines Fol-
genelements.
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e Man beweise die Periodizitat einer Folge.

e Mitunter sind mehrere gekoppelte rekursive Folgen gegebénman soll eine der oben
genannten Aufgaben losen (siehe MO 441134).

1.2 Beispiele

Beispiel 1 (a) a, = a,_1, a1 := a, a € R gegeben. Hier erhalt man di®nstante Folge
(a,a,a,---).

(b) apyo = an, a1 = a, az = b, a,b € R gegeben. Man erhalt hier eiperiodische Folge
der Periodenlangg, falls « = b namlich die konstante Folge oder eine der Periadsmlich
(a,b,a,b,---).

(€) a, = (a,_1)? a; = 2. Man erhal die Folgé2, 4, 16,256, - - - ) mit der expliziten Vorschrift
a, = 2% Dies st ein Beispiel fur eine nicht-lineare Rekursiarsiel. Der Beweis, dass dies
tatsachlich die explizite Bildungsvorschrift ist, edoldurchvollstandige InduktionOffenbar
ista; = 22" = 2! = 2— der Induktionsanfang ist erfullt. Nun gelte die expkzitormel fir ein
festesn. Wir zeigen, dass sie auch fiir+ 1 gilt, alsoa,,,; = 2%".

Beweis Nach der Rekursionsformel und der Induktionsvoraussefzst

2
2 gn—1 gn—1.9 on
oy = (a,)? = <2 ) — 922 g
nt ( N) Ind.Vor ’

was zu zeigen war. [

(d)an1 = qa,, a; = c. Wirlosen die Rekursion auf, indem wir in der Rekursiomsfel nach-
einandemn — 1,n —2, ..., 1 anstelle vom einsetzen. Wir erhalten dadureh- 1 Gleichungen:

(p = QQp_1, Gn_1 = Qan_2,...,02 = qai. Setzt man diese Gleichungen nacheinander in sich
ein, so erhalt man

_ _ 2 _ 3 _ _.n _ n
ap41 = (qap = ¢ Gp—1 = (¢ Qp—2 = -+ =(¢ a1 = Cq .

Wir erhalten somit die geometrische Folge mit dem Faktand dem Anfangsglied. Der
genaue Beweis erfolgt wie oben durch vollstandige Inawkti

() anio = 2a,.1 — a,. Diese Rekursionsformel wird durch eine beliebige aritiscbe Folge
(erster Ordnungy,, = ¢+ d(n — 1), ¢,d € R, erfullt. In der Tat ist

20441 —ap =2(c+dn) —(c+dn—1))=c+2dn—dn+d=c+dn+1) = apyo.

Man erkennt, dass es zu einer expliziten Vorschrift durslhmahrere Rekursionen geben kann.
So erfullta,, = 1 neben der Rekursion (e) auch die in (a).

(M) anyo = any1 + an, ag = ag = 1. Dies ist die FBONACCI-Folge. lhre ersten Glieder lauten

7T 8 9 10 11 12
13 21 34 55 89 144

n |1 23 456
an |1 1 2 3 5 8
Wir werden spater die explizite Vorschrift ermitteln uneigen, dass es zu jedem € N ein
n € N gibt mitm | a,. Viele weitere interessante Eigenschaften Uber die FibcirZahlen
findet man in [Wor77].



Beispiel 2 Wir betrachten die Folge, = n?, n € N, der Quadratzahlen und wollen umgekehrt
zu dieser expliziten Bildungsvorschrift eine rekursiveddrift finden. Zunachst ist

ns1=n+1)2=n>+2n+1=a, +2n+1.
VergrofRert man hien um 1, so erhalt man
Qpio = Gpi1 +2n+ 3.
Bildet man nun die Differenz aus diesen beiden Gleichung@hat man
Gpio — Qpi1 = Api1 — G + 2 DZW. ay 0 = 20,01 — a, + 2.
Erhdht man erneut um 1, so hat man
Upg3 = 20p42 — Ay + 2
und Differenzbildung liefert
(pa3 — Apio = 20p19 — 3Gpe1 + an,  DZW.  a,43 = 3,00 — 34,41 + Q.

Somit geniigt die Folge der Quadratzahlen einer lineatarrsezen Gleichunglritter Ordnung
Analog kann man sich tUberlegen, dass die Folgeh der Kuben einer linearen Rekursion
vierter Ordnung genugt:

an+4 = 4an+3 — 6an+2 + 4a,n+1 — Qp.

Beispiel 3 Wir wollen die Ziffernfolge0, a,asas - - - bei der Dezimalbruchentwicklung einer
rationalen Zahl

761 —
—— =0,57132---
1332 ’
betrachten. In diesem Beispiel ist = 5,ay = 7, a3 =ag = a9 = --- = 1, a4 = a7 = a1 =
---=3undas = ag = a;; = --- = 2. Offensichtlich ist fur allex > 3
an+3 - an.

Dies ist wieder eine lineare rekursive Folge dritter Ordinomt konstanten Koeffizienten.

Beispiel 4 Dividiert man ein Polynomp(x) = po+ p1x + - - - + p,.2" durch ein Polynong(x) =
g+ qx + -+ qsx, qo # 0, so erhalt man i. a. als Quotient eine sogenaRotenzreihe

r(z) = ag + a1 + agx® + - -+ a4 -+,

die nicht notwendig abbricht. Die Koeffizientém,) des Quotienten(x) genuigen der linearen
Rekursion
Qntsqo + Qpys—1G1 + -+ + Angs :07 n+s>r+1.

Dies folgt durch Koeffizientenvergleich vef+* nach Ausmultiplizieren der Gleichungz) =

q(@)r(x).

Zum Beispiel ist
1

m:1+x+2x2+3x3+5x4+8x5++a,nxn+,

wobei (a,,) die HBONACCI-Folge ist. Die Funktion auf der linken Seite bezeichnet mann
auch alerzeugende Funktidfir die Folge(a,,).
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Beispiel 5 Genlgt(a, ) der linearen Rekursion (1) der Ordnuhgnit konstanten Koeffizienten
i, - .., CL, SO genugt die Folge der Partialsummen

Sp=a1+as+ -+ ay,
einer linearen Rekursion (1) der Ordnuhg- 1. Es gilt namlich

Sn+k+1 = (1 + Cl>5n+k + (02 - 01)3n+k—1 + -+ (Ck - Ck—1)8n+1 — CkSnp-

2 Losung der allgemeinen linearen Rekursiorfl)

Die erste wichtige Tatsache ist, dass alle Folgen, die {l)len einenlinearen Raunbilden.
Satz 1 Wenn(z,,) und(y,,) die Rekursion (1) erfullen, so auch die Folgen
(xn +y,) und (Az,), MAER.

Mit anderen Worten, die Summg, = z,, + ¥y, von Losungen(z,,) und (y,) ist wieder eine
Losung und skalare Vielfache von Losungen sind wiedesungen.

Beweis Bildet man die Summe von

Tptk = C1Tpyk—1 T C2Tnik—2 + + CkTny,  Yntk = C1Yntk—1 T C2Yntk—2 + -+ CkUn,

so hat man

Tpgk + Yntk = CL(Tngh—1 + Yngr—1) + C2(Tpgr—2 + Ynsr—2) + - cu(p +y), n €N,
Analog gilt
Ak = C1(ATpik—1) + 2(ATnyr—2) + -+ + cx(Azy),

so dass:;, = Az, auch (1) erfullt. Die Angabe des Losungsraumes ist daleivalent zur
Angabe eineBasisvon linear unabhangigeRundamentatbsungenWir werden sehen, dass
die Dimension des Losungsraumes stets mit der Ordiudey Rekursion Uberein stimmt. [

2.1 Der Ansatz — geometrische Folgen

Als Ansatz versuchen wir Losungen der Foiin= ¢™ (also geometrische Folgen) zu finden.
Setzt man dies in (1) ein, so hat man

qn—i-k — Clqn—i-k—l 4+ qun |: qn (2)
" =cad" T+t og oo
" =" =" = = 0. 3)

Das Polynomy(q) auf der linken Seite bezeichnet man alswrakteristisches Polynomer
Rekursion (1). Es ist ein Polynom vom Grakledas nach dem Fundamentalsatz der Algebra
genauk komplexe Nullstellen (gezahlt in ihrer Vielfachheit), -, - - - , ¢;. besitzt.



2.1.1 Alles einfache Nullstellen

Im einfachsten Fall sind diegeNullstellen alle voneinander verschieden. Dann erfUdlenk
voneinander verschiedenen geometrischen Folgen

(Q?)v (qg)v Tt (@e)n

alle die Rekursion (1). Nach Satz 1 ist dann auch
Ty = Arq) + Asgy + - + Argy (4)

mit beliebigen Koeffizientenl,, ..., A, eine Losung der Rekursion.

Wir wollen zeigen, dass diegel dsungen tatsachlich eine Basis bilden, d. h., dassjsddre-
kursive Folge (1) in der obigen Form (4) mit gewissen KoedfieenA;, i = 1, ..., k schreiben
lasst. Dies liefert gleichzeitig eine Vorschrift, wie mdie explizite Bildungsvorschrift erhalt,
wenn(zx,,) die Rekursion erfullt und zusatzlich dieAnfangsgliederzy, x4, . . ., 2,1 gegeben
sind.

Zunachst werden in (4) nacheinande& 0, 1, ..., k — 1 eingesetzt; man erhalt aus den ersten
k Folgenglieder eik x k lineares Gleichungssystem fur die Koeffizientén

A -+ Ay + - - + Ap = Xy,
A+ @A+ + @A = 1,

@A+ T A+ 4 qllz_lAk = .

Man kann zeigen, dass dieses GS fur beliebige Wahl der sfdiederzg, 1, ..., zr_, €ine
eindeutige LosungA;, A, ... Ax) besitzt. Somit haben wir eine Folge/,) gefunden, die die
Rekursion (1) erfullt und auRerdem in den erstealiedern von(z,,) Uberein stimmt. Da durch
diese beiden Vorgaben die Folge jedoch schon eindeutigiresist, gilt (z,) = ().

Beispiel 6 Die Fibonacci-Folgei,,.» = a,.1 + a,, a1 = az = 1 hat die charakteristische
Gleichungg® = ¢ + 1 mit den beiden rellen Losungen, = 1 + 11/5. Die allgemeine Losung

lautet also . .
1 1-—
an:A< +2\/5> +B< 2\/3>

Beachtet mam, = 0, a; = 1, so hat man

1
0=A+B, 1:§(A+B)+§(A—B).
Dies liefertA = —B = 7 also
1 n n
ap = —= —
\/3(611 Cb)

2.1.2 Mehrfache Nullstellen

Angenommen, das charakteristische Polynom layte} = (z — ¢)™x1(z), m < k, hat also
einem-fache Nullstelle;. Wir zeigen, dass dann die Folgen

(q"), (ng"), -+, (0™ ¢")
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(1) erfullen.
Wir zeigen dies furm = 2. Die wesentliche Eigenschaft, die benutzt wird:dstinem-fache
Nullstelle vonx(x), so istq eine(m — 1)-fache Nullstelle der Ableitung’(z). Insbesondere
gilt fur m = 2

qu_l =c1(k— 1)qk_2 + i dCp_g 2+ Cr_q.

Multipliziert man diese Gleichung mit**! und addiert man hierzu dasfache von (2)

n+k n+k—1

nq = neciq + anq”Jrk_2 +

4 nekq”,
so erhalt man

(n+ k)" =cin+k—1)g"" " +egn+k—2)¢"TF 2+ + epng”,
mit anderen Wortery, = n ¢" erfillt die Rekursion (1).

Beispiel 7 a,1o = 2a,41 — an. Esisty(z) = 22 — 22 + 1 = (z — 1)? mit doppelter Nullstelle
g = 1. Somit bilden(1) und (n) ein Fundamentalsystem von Losungen.

Wenn man beide Methoden (einfache Nullstellen und mehna&tullstellen) koppelt, erhalt
man zu jeder charakteristischen Gleichung ein Fundanssstaim vork unabhangigen Folgen,
die den Losungsraum aufspannen.

Bemerkung: Die Partialsummen = a; + a2 + - - - + a,, einer linearen rekursiven Folgeter
Ordnung bilden eine lineare rekursive Folde+ 1)ter Ordnung.

3 Aufgaben

Aufgabe 1 Es sei(a,) die Fibonacci-Folge und

i O L, 1, +
S = = — — _ . e
=107+ 100 1000 ~ 10000

Zeige, dass die Reihe konvergiert und dass g ist.

Beweis Da die Fibonacci-Folge im wesentlichen wjé wachst mit; = (v/5 + 1)/2 und
q/10 < 1, kann die Reihe durch eine konvergente geometrische Redj@isiert werden, also
konvergiert sie.

Seib, = 5. Dann haben wir eine Rekursion flif, b,,,» =
diese Gleichung auf fiw =1, ..., k, so hat man

Lbpi1 + 1550, Summiert man

1
Sk12 — b1 — bg = E(SR—H - bl) + msk.

Bildet man nun den Limeks — oo, so hat man

s —0.011 =0.11s = 0.001 = 0.895s =0.1 = s = 81_9



Aufgabe 2 Man finde eine explizite Formel fir

1
&n+1=1—6(1+4an+\/1+24an), a1:1.

Losung

Wenn man die ersten Glieder berechnet, kbnnte man vernaass:,, stetsrational ist, dass

b, := 1+ 24a,

stets eine rationale Zahl ist. Mit dieser Substitutionevgy = (b2 — 1)/24. Setzt man dies in
die Rekursion ein, so hat man nach einigen Umformungen enaeriische Formel:

b2 =9/4+b2/4+3/2b, = (3/2+ b,/2).

Da alle Glieder positiv sind, kann man die Wurzel ziehen uatbh, ; = b, /2 + 3/2.

Setzt man dies immer nacheinander in sich selbst ein unchteta¢c = 5, so hat marb,, =
3+ 1/2"2. Dies liefert die Losung flu,,.

Aufgabe 3 Es seia,, die Anzahl der Moglichkeiten, ein Rechteck vom Forat n in Domi-
nosteine vom Forma&t x 1 zu zerlegen.
Man bestimmex,,.

Aufgabe 4 Gegeben sei eine Foldge,,) mita; = A, a; = B und

2 C
ay, = M’ n > 3.
Qp—2
Beweisen Sie, dass aus der Ganzzahligkeit von
A+ B>+ C
AB

folgt, dass alle Folgenglieder, ganzzahlig sind.

A7 B7

Teleskopsummen

n+1
: o . n? 4+ 2n
Ermitteln Sie eine explizite Bildungsvorschrift f(i,,) und berechnen Sig_ | a,,.

Aufgabe 5 Es seia; = 1 unda, 41 = an, n > 1.

Losung (a) Zunachst bestimmt man die ersten Folgenglieder; mia@nat schnell, dass es alles
Briiche sind mit Zahlet, deren Nenner schnell wachsen.

n_|
an |

Wi DN
ool— O
i
at

N =



1

(n—1D!(n+1)
Induktion beweist: Fir = 1,2, 3,4, 5 stimmt die Vermutung. Angenommen, die Aussage gilt
1

Man kommt somit leicht auf die Vermutung, = die man mit vollstandiger

fur ein festesi. Wir habe zu zeigen, dass sie dann auchifir 1 gilt: a,,,; = ——.
nl(n + 2)

In der Tat gilt wegen der gegenen Rekursionsformel und naahkitionsvoraussetzung
n+1 n+1 1 1

2ron " am+2) m—Dn+1) nlnt2)

Qpy1 =

was zu zeigen war.

(b) Durch Erweitern vorm,, mit n hat mana,, = . Die gesuchte unedliche Reihe lieRe

n
n+1)!
sich berechnen, wenn man sie gleleskopsumme” darstellen konnte. Das ist aber der Fall,

denn
n n+1)—1 1 1

S P T g B s T

1 1 1
Za’f Z (k:' (k+1)!) =l

Da der Subtrahend fur — 00 gegerﬂ geht, ist) | a, = 1.

Somit ist

Aufgabe 6 Man ermittle die Summe der unendlichen Reihe

R
1-2-3-4 2-3-4-5
Losung Mit Hilfe der Partialbruchzerlegung

1 A B C D
(z—2)(z—Dz(z+1) z-2 -1 =z z+1

S =

erhaltmand = ¢, B=—1,C =3, D = —,sodass

1 4 2n 43 11 1 1 +1 1 1 1
-n n n =_—— — — — — = )
n 6n 2n+1 2n+2 6n-+3

Summiert man vom = 1 bis oo, so bleiben die ersten 6 Summanden stehen {venl,2,3
kommend)

AT S U AT AR R AR

*=\6 22723 62 23) 63 18

Aufgabe 7 Es seiw; = 1 undw,,; =1+ i, furn > 1. Zeigen Sie, dass stets gilt

Vn < w, < n+1.

Beweis Wir beweisen dies durch vollstandige Induktion UheOffenbar gelten beide Unglei-
chungen fum = 1, dennl < w; = 1 < 2. Angenommen, beide Ungleichungen gelten fur ein
festesn. Das heif3t,

Vi <w, <vn+l ()



Wir miissen dann zeigen, dass sie auchfir 1 gelten, dass also

vVnt+l<w,. 1 <vn+1+1 (6)

gilt. Dazu benutzen wir im wesentlichen die Monotonie urelositivitat der Funktiorf (z) =
v/z. Durch Reziprokenbildung von (5) drehen sich sie Relatieithen um und wir haben:

1 1 1
—_—> — 2>

Jn S w, = Jnt 1

ViHl> S +1>1+

n
W, vn+1

n
1>w,.q>1 .
\/ﬁ"‘ = Wpt1 =2 _’_\/ﬁ—}—]_

Wegeny/n + 1 > /n kdnnen wir auf der linken Seite fortsetzenv + 1 + 1 > w,, 1, was
den ersten Teil der Induktionsbehauptung (6) beweist.

Offenbar gilt fur alle reellen ZahleA undBmit A > B > 1, (A — B)(A — 1) > 0. Dies gilt
insbesondere fud = /n+ 1undB = \/n, n € N, also

(Vn+1l—vn)(Vn+1—-1)=n+1—+/nn+1)—vVn+1++n>0.
Bringt man alle Summanden bis auf den ersten auf die reclite, Se hat man

n>vnvn+l—yvn+vntl—1=Hn+1-1)(Vn+1)

n
e >\/ 1_1
B n

n
+\/ﬁ+1_\/n—|—

Zusammen mit (7) folgt der zweite Teil,,; > +/n + 1 der Induktionsbehauptung (6).]

|- n | +1

(7)

Aufgabe 8 (A 156) Gegeben sei die Folde,,) mit o = 5 und

1
Tptl =Tp +—, n>0.
n

Beweise, dass
45 < 21000 < 45, 1.

Beweis Wir zeigen, dass fir alle naturlichen Zahlere N gilt

V25+42n <z, <0,14+V25+ 2n. (8)
1
x%71

Ausz, = $”—1+ﬁ folgt durch quadrieren? = 22 | +2+
dieser Rekursion hat man

> 12, +2. Durch Auflosen

a2 > x5 +2n=25+2n

und die linke Seite der Ungleichung folgt. Da:,) streng monoton wachsend ist, gilt
T, > To = 5 und somit—ﬁ > —0,2. Also ist

Tpo1 = Ty — > x, —0,2.

Tn—1
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Hieraus und miRz,,_(x, — z,—1) = (Tp_1 + Tpn_1)(z, — x,—1) = 2 folgt
2> (1, — 0,24 2 1) (2 — 2 1) =22 — 22 | —0,2(2 — Tp_1).
Durch Auflosen dieser Rekursion hat man
22 — 0,2z, — 2n — 24 < 0.
Da0, 1+ /2n + 24,01 eine Wurzel der entsprechenden quadratischen Gleichtnstis
T, < 0,14 /20 424,01 < 0,1+ +/2n + 25.
Firn = 1000 erhalt man genau die Behauptungl]
Aufgabe 9 Gegeben sei eine Folde,,),,~, von ganzen Zahlen mit
3y, = Qp_1 + apy1, n > 1.
Beweisen Sie, dass? + 4(a2 + a3 — 3apa;) Stets eine Quadratzahl ist.
Aufgabe 10 Gegeben sei die rekursive Folgeg, ),.cx mit

2
a + 2
-1
a = as =1, a, = ——— n>3.
Ap—2

Beweisen Sie, dass alle Folgenglieder ganzzahlig sind.
Aufgabe 11 Gegeben sei die rekursive Folgeg, ),cx mit

(p—10p—2 + 1
a@n=a=a=1, a,=—""—""" n>4.
Ap—3

Beweisen Sie, dass alle Folgenglieder ganzzahlig sind.

Aufgabe 12 Es seienx,,) und(y,,) rekursive Folgen, gegeben durch

Ty = 17 To = 17 Tp42 = T4l + anu ne N?

Y1 = 17 Yo = 77 Yny2o = 2yn+l + 3yn7 n € N.

Beweisen Sie, dass aulier = y; = 1 die beiden Folgen keine gemeinsamen Folgenglieder
besitzen.

Beweis Wir betrachten beide Folgen modwaind erhalten

r, =1,1,3,5,3,5,- -+ (mod 8),
Yo =1,—1,1,—1,--- (mod 8).

Folglich kdnnen nur die ersten Folgenglieder Uberemmsten. [

Aufgabe 13 Es seif(x) ein Polynom mit ganzzahligen Koeffizienten ufith) = f(1) = 1
unda; € Z beliebig gegeben. Ferner sgi,; = f(a,) furallen > 1.
Beweisen Sie, dass die Folgenglieder paarweise teiledfsena.
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Aufgabe 14 (einfach) Gegeben sei die ganzzahlige Falge- n? + 1.
Beweisen Sie, dass es unter den Folgengliedern unendéthatisammengesetzte Glieder der
Forma,, = a; a; gibt.

Beweis Etwaa;z; .1 = a; a;11 0derags; = ajagz. O

Aufgabe 15 Zeigen Sie, dass es unter den Zah®n— 3, n € N, unendlich viele gibt, die
paarweise teilerfremd sind.

Aufgabe 16 (einfach) Die Folge,, ist bestimmt durchu; = 1337 undasg, 1 = as, =n — a,
fur ganze Zahlem > 0.

Bestimme den Wert votay,.

Losung Durch Ruckwartsarbeiten findet man Schritt fur Schritt

2004 = 1002 — aq902, a1002 = 501 — asp1, asp1 = asp0 = 250 — agsp,
ags0 = 125 — aq95, (125 = Q124 = 62 — ag2, as2 = 31 — as,
as; = azo = 15 —a15, a5 =a =7 — ar, a7y = ag = 3 — as,

a3 = a9 = 2 — ai.
Setzt man dies nacheinander ineinander ein, so hat man

ago0a = 1002 =501 +250 —1254+62—-31+15—-7+3 -1+ a4
=501+ 125+ 31+ 8+ 2+ a; = 667 + 1337 = 2004.

Aufgabe 17 Die reellen Zahlemn:, z», - - - seien durch die Bildungsvorschrift

1

, kelN
1+ z

T =1 xp =

gegeben. Man untersuche, @b, + 2004 — 1 pOsitiv, negativ oder gleich ist.

Losung Es seif(z) = 2 + z — 1 mit den Nullstelleny, , = ‘Hg\/g, q = ¢:. Man zeigt:

Top < ¢, Topt1 > (.

Somit gilt fur alle geraden Folgengliedgz,,,) < 0 und fir alle ungeraden Folgenglieder
f(ﬂ?gn_l) > O

Aufgabe 18 Bestimme die Einerziffer und die erste Ziffer nach dem Konvmab,go;, wenn

@b, = (2+V3)"
(b) b, = (3+ V7)™

Losung (b) Wir betrachten die rekursive Folge zweiter Ordnung

a, =3+ V)" + (3= V)"

11



mitg o =3+ V7. Wegeng; + ¢» = 6 undq,g. = 2 lautet die charakteristische Gleichung fir
(an), 0 = 2% — 6z + 2 und somit gilt

pio = 0apy1 — 2a,, ay=2, a1 =6, ay=32.

Wegen der Rekursion gilt, € N und wegen:,, = (3 —/7)" < 0, 1, hatb, = a,, — ¢, als erste
Stelle nach dem Komma stets efhedUm die Einerstelle vomygs zu ermitteln betrachten wir
a, (mod 1)0. Diese Folge ist periodisch mit der Periodenlaage

(a’n (mOd 10)) = (2767 2707 676747274707 272787 87 074747 67 87670787 8,2,6, o )

Somit gilta,, = a,124 (mod 10), also weger2005 = 13 (mod 24) haben wirasgos = a13 =

4 (mod 10). Somit ist die Einerstelle vobyg; gleich4 — 1 = 3.

Bemerkung. Da als Reste modul@nur die funf geraden Zahlen 2, 4, 6, 8 in Frage kommen,
gibt es maximab? = 25 Paare(r, r,) von Resten modul®0, die hier auftreten. Erstaunlicher
Weise treten alle Paare tatsachlich auf bis(@u), welches ein Orbit fur sich ist.

(a) Analog zu (b). Die Rekursion lautet hief,» = 4a,.1 — a,. Die Periodenlange moduld)
ist hier gleichs3.

Aufgabe 19 Es seim € N eine fixierte nattrliche Zahl.
(a) Beweise, dass es einBBNAccI-Zahl a,, gibt, die durchm teilbar ist.

(b) Zeige, dass es eineHONACCI-Zahl gibt, die aufn Neunen endet.

Beweis (a) Wir betrachten wieder samtliche Paare von Reétgha,, ;) modulom. Da es
hochstensn x m = m? solcher Paare gibt, ist die Periodenlange w@n(mod m)) hochstens
m?2. Nun ist aber

apg = 0, a_q1 = ]_, a_9 = —1.

Daher treten die Reste 1 und —1 modulom stets auf.

(b) Man betrachte als Modul0™ und die Folgenglieder, welche kongruenat modulo 10™
sind. O

Aufgabe 20 Wie lautet die Einerziffer vomsgo; bei der Fibonacci-Folgéa,,)?
Aufgabe 21 Die Zahlenfolge{a, } ist gegeben durch die Anfangsbedingunggp- 1, a; = %
und die Rekursionsbeziehung
2 ..
ap = g Ap—1 — Ap—9 furn > 2.
Zeigen Sie, dass es ein Folgenglied> 0, 99999 gibt.

Losung Die charakteristische Gleichung der linearen Rekursiegiter Ordnung;® = %q -1
hat die komplexen Wurzeln

1 1 9 1

-t/ ——===(1%£2V21).

37 Vo 9 3< ¢_1)

Man beachte, dasgq, = 1 undg; = @1, ¢ = ¢, beide auf dem Einheitskreis liegen. Der
Ansatza, = Aq} + Bgy fuhrtaufl = A+ Bunds = $(A+ B) + 3 2v/2i (A — B) und somit
auf A = B = 1. Somit gilt

qi2 =

1 _
%=§W”WW=%@W
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Ist ¢ = el¥ eine N-te Einheitswurzel, so isty = 1 und die Behauptung ist gezeigt. Ist
hingegeny kein rationales Vielfaches vogwr, etway = 27, a ¢ @Q, dann gibt es zg > 0
stetsN, M € N, sodas® < Na— M < ¢ (rationale Zahlen sind dicht iR und approximieren
die irrationalen). Somit gilkrM < Ny < 2nM + 27e. Das liefert

Re (e%is) < RegV < 1.

und beweist die Behauptung, da die linke Seite beliebigtdinh heran kommt.

Aufgaben aus dem bulgarischen Aufgabenbuch
63 Folgen, Nr. 2 Rekursive Folgen.

Aufgabe 22 (A 150, schwer) Es set,, eine rekursive Folge von Polynomen :in gegeben
durch

Tpi1 =T Ty — Tp_1, To=2, T =2T.

Beweisen Sie, dass das Polynom
(2% = 4) (2 — 4)

ein vollstandiges Quadrat ist.

Beweis Das Auflosen der Rekursion lieferf, = ¢}" + ¢4, wobei
o 3 )

die Wurzeln der charakteristischen Gleichuig- zq + 1 = 0 sind. Somit gilt
Th—4= (1 +6) =" +2+6" 4= (67 ~4) = (0 — @) (67 +d g+ +a7
Weil (1 — ¢2)? = 2* — 4 undxz? — 4 beides Polynome sind, ist auch

A) =t + P+
ein Polynom mit ganzen Koeffizienten (Welche Rekursion®oAyilt

(2% = 4) (a7, —4) = (27 — 4)°A(2)* = ((2* — ) A(2))*.
O

Aufgabe 23 (A 149) Die Folgeu,, sei gegeben durchy, ., = 4a,.1 — ay, a1 = 4, ay = 14.
Beweisen Sie, dass das Dreieckk mit den Seitenlangenl, a,, a, + 1 einen ganzzahligen
Flacheninhalt besitzt.

Beweis Das folgt mit der HHRONschen Dreieicksformel und der obigen A 150 mit 4. [

Aufgabe 24 (A 153) Beweisen Sie, dass es genau eine Folge:,, . . . ) von positiven Zahlen
gibt mitag = 1 unda,,.2 = —a,+1 + ay,.

Beweis In der expliziten Darstellung,, = Aqg} + Bgy mit g = 1 (-1 £ V5)ist0 < ¢ < 1
undg, < —1. Daher muss der Koeffizied® vor ¢5 verschwinden und es bleibt = 1 wegen
a=1=Aq¢. O
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Aufgabe 25 (A 168) Es sei(a,,) eine Folge mi0 < a,, < 1 unda, o — 2a,41 + a, > 0 fur

allen € N. Man beweise, dass< a,, — a,41 < n%l

Aufgabe 26 (MO 331336) Man ermittle fur jede naturliche Zahldie grofdte Zweierpotenz,
die ein Teiler der Zah[(4 + v/18)"] ist.

Hinweis.Fur eine reelle Zaht bezeichnefr| die grofRte ganze Zabhl, kleiner oder gleictalso
[r] <r <[r]+1und[r] € Z.

Losung Es sein,, = (44++/18)"+(4—+/18)". Dann giltag = 2, a; = Sunda, s = 8a,1+2a,,

n > 2. Wegen—1 < 4 — /18 < 0 isth, = (4 + +/18)" fur gerades: immer etwas kleiner und
fur ungerades immer etwas grofer als die nachstgelegene ganzenZablaa,, immer gerade
ist, ist[b,,] fur gerades: immer ungerade. Fir ungerades= 2k — 1 vermutet man nach erstem
Probieren, dass die maximale Zweierpotéfiz? ist und inay;, ist sie2**!, Dies beweist man
mit vollstandiger Induktion mittels Rekursionsformel.

Aufgabe 27 (MO 381323) Eine Zahlenfolger,,) sei durch das rekursive Bildungsgesetz

n 1 3
xn+1:<§+g) i—%ﬂ, n=1,2,...

und ihr Anfangsglied:; = 1 gegeben. Bestimmen Sigggg.

Aufgabe 28 (60th William Putnam Mathematical Competition 1999) A-Z®tichten Sie die
Reihenentwicklung

o0

1 n
D SLLE

n=0

Zeigen Sie, dass fur alle natirlichen Zahleg N gilt
afl + CLZH = Qp,
fur ein gewissens: € N.
Losung Man hat fur(a, ) die Rekursion 2.0rdnung:
Api1 = 20y + Qp_1, ag=1,a; =2.

Definiert manb,,, := a2 +a2_, undby, 1 = ap(ay_1+any1), SO hat marby, 1 + bay = bopyo
und2by,, + bo,—1 = bayi1, SO dassb, ) dieselbe Rekusion wigr,) erfullt. Ferner isb, = 1 und
b, = 2 und damita,, = b,,.
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