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Da die komplexen Zahlen nicht mehr im Lehrplan stehen, sollen hier die Grundlagen gelegt
werden. Eine sehr schéne Einfithrung liefert das Buch von Pieper [1]. Ein weiterer Beitrag, der
die geometrischen Anwendungen der komplexen Zahlen veranschaulicht, ist unter dem Titel
»,2Komplexe Zahlen und Geometrie* in der Kleinen Mathematischen Bibliothek zu finden.

1 Einfiihrung der komplexen Zahlen

Komplexe Zahlen als Zahlenpaare

Einige algebraische Gleichungen, wie etwa die quadratische Gleichung 22 — 4z + 8 = 0, haben
keine Losungen im Bereich der reellen Zahlen. Die Losungsformel liefert formal

r1=24++v—-4 und z9=2-—+vV—4
Wir werden sehen, dass dies trotzdem noch sinnvoll ist.

Definition 1 Eine kompleze Zahl ist ein geordnetes Paar (a,b) reeller Zahlen. ,,Geordnet*
bedeutet, dass (a,b) # (b, a) falls a # b. Zwei komplexe Zahlen x = (a,b) und y = (¢, d) heifien
gleich, genau dann wenn a = ¢ und b = d. Wir definieren die Addition und die Multiplikation
komplexer Zahlen wie folgt:

x+y:=(a+cb+d),
x -y := (ac — bd, ad + be).

Wir bezeichnen die Menge der komplexen Zahlen mit C. Mit diesen Operationen werden die
komplexen Zahlen ein Kérper, d.h., die Addition und die Multiplikation sind assoziativ und
kommutativ und sie sind miteinander vertriglich, es gilt das Distributivgesetz: z(u 4+ v) =
zu + zv. Aulerdem sind Addition und Multiplikation umkehrbar. Wir konnen subtrahieren
und (auBer durch 0) dividieren. Das neutrale Element der Addition, die Null, ist (0,0) und
das neutrale Element der Multiplikation, die Eins, ist (1,0).
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Falls = (a,b), so ist —x = (—a,—b) und i = (#}rb% aQ_—Jbe) . In der Tat gilt mit dieser Zahl
x-1/x=1.

Bemerkung. Fiir beliebige reelle Zahlen a und b gilt (a,0)+ (b,0) = (a+b,0) und (a,0)(b,0) =
(ab,0). Dies zeigt, dass die komplexen Zahlen der Gestalt (a,0) die selben arithmetischen Ei-
genschaften haben wie die entsprechenden reellen Zahlen a. Wir kénnen daher (a,0) mit a
identifizieren. Dies liefert uns eine Einbettung der reellen Zahlen in die komplexen Zahlen.
Allerdings verliert man eine Eigenschaft der reellen Zahlen: man kann die komplexen Zahlen
nicht anordnen; es gibt keine verniinftige Kleiner-Relation. Man beachte, dass wir die kom-
plexen Zahlen ohne die ,,mystische* Wurzel aus —1 eingefiihrt haben. Wir wollen nun zeigen,
dass die komplexe Zahl (a,b) dasselbe ist wie a + bi.

Definition 2 i = (0,1).
Satz 1
(a) i% = —1.
(b) Falls a,b € R, dann ist (a,b) = a+ bi.
Beweis: (a) i2 = (0,1)(0,1) = (—=1,0) = —1.
(b) a+bi = (a,0) + (b,0)(0,1) = (a,0) + (0,b) = (a,b). O
Konjugiert komplexe Zahlen. Der Betrag einer komplexen Zahl

Definition 3 Sind a,b reelle Zahlen und z = a + bi, dann heifit Z := a — bi die zu z
konjugiert-komplexe Zahl. Die Zahlen a und b heiflen Realteil bzw. Imagindrteil von z und
wir bezeichnen sie mit a = Rez bzw. b = Im 2.

Satz 2 Sind z und w komplexe Zahlen, dann gilt

(a) z4+w=7Z+w, (c) z+Z=2Rez, z—Z=2ilmz,

(b) zZw =% -w, (d) zZ ist reell und nichtnegativ.
Definition 4 Ist z eine komplexe Zahl, dann heifit |z| = v/2Z derabsolute Betrag von z.

Fiir reelle Zahlen stimmt diese Definition mit der gewodhnlichen Betragsfunktion iiberein, denn

fiir £ > 0 ist V2T = Va2 = 2 und fiir x < 0 ist VazT = Va2 = —z.

Satz 3 FEs seien z und w komplexe Zahlen. Dann gilt

(a) |z| >0 aufler fir z =0, (d) |Rez| < |z|,
(b) 2| = |z, (e) |z +wl < [z] + |w].
(c) [zw| = |z] Jwl,

Beweis: (a) und (b) sind einfach. Es sei z = a+bi und w = ¢+d1i, mit reellen Zahlen a, b, ¢, d.
Dann gilt
|zw|* = (ac — bd)? + (ad + be)? = (a® + V) (P + d?) = |2)? |w|?



oder |zw|? = (|2| Jw|)2. Nun folgt (c) durch Wurzelziehen.
Zum Beweis von (d) beachte man, dass a? < a? + b2, also

la| = Va2 < Va? + b2 =|z|.

Fir (e) beachte man, dass zZw konjugiert zu z w ist, so dass zw + Zw = 2Re (z w). Folglich
gilt

4w’ =(G4+w)(Z+W) =224+ 20+ Zw+wD
= |2|* + 2Re (2 @) + |w|?
< 2?4 22| |w] + [w]* = (|2 + |w])*.

Schliefllich folgt (e) durch Wurzelziehen. [

Geometrische Bedeutung von Konjugation und Betrag

Spiegelt man eine komplexe Zahl z = a+bi an der reellen Achse, so erhilt man die konjugierte
Zahl Z =a — bi. Der Betrag von z ist die Lange der Strecke vom Nullpunkt bis z. Nach dem
Satz des Pythagoras ist also |z| = Va2 + b2 oder |z|> = zZ. Offenbar ist z reell gdw. z = Z.
Den Realteil a bzw. Imaginérteil b der komplexen Zahl z = a + bi erhélt man mit Hilfe der

komplexen Konjugation wie folgt: Re (2) = (z + Z) bzw. Im (2) = 5-(2 — %).

2 Die trigonometrische Form der komplexen Zahlen

Es gibt eine eineindeutige Beziehung zwischen den komplexen Zahlen und den Punkten der
Ebene. Diese Ebene heifit dann Gaufische Zahlenebene.
Nach dem Satz des Pythagoras ist |z| =
Im Va? +b? der Abstand der Zahl z vom Null-
punkt 0.
Den Winkel ¢ zwischen der positiven reellen
r=|z| | Achse und dem Strahl 0z bezeichnen wir als
% | Argument von z und schreiben ¢ = arg z. Falls
| z # 0, ist das Argument ¢ durch z eineindeu-
a Re tig bis auf ein additives Vielfaches von 360°
bestimmt.

b L __ z=a-+bi

Von der Elementargeometrie her ist klar, dass

b a

—, COSp = —.

] ||

Das heifit, mit » = |z| haben wir a = r cos ¢ und b = rsin ¢. Setzt man dies in die kartesische
Form z = a + bi ein, so hat man

sinp =

z=r(cosp+ isiny). (1)
Dies ist die trigonometrische Form von z oder Polarkoordinatenform von z.

Beispiel 1



a) z =1+ i.Dann ist |z| = V2 und sin = 1/v/2 = cos ¢. Hieraus folgt ¢ = 7/4.
Also ist die trigonometrische Form von z gleich 14 i = v/2(cos /4 + i sinn/4).
b) z=—1. Esist |—i| =1 und sinp = —1, cosp = 0.
Somit ist ¢ = 37/2 und —i = 1(cos 37/2 + isin37/2).
c¢) Die Berechnung von Real- und Imaginérteil aus den Polarkoordinaten ist einfacher:
z = 32(cos 71 /6 + i sin 7w /6) = 32(—V/3/2 — i/2) = —16V/3 — 16i.
z+w

Die Addition komplexer Zahlen entspricht der Vek-
toraddition in der Ebene. Die geometrische Bedeu-
tung der Ungleichung |z + w| < |z| + |w| lautet: die
Summe zweier Seiten eines Dreiecks ist grofler als
die dritte Seite.

Re

Die Multiplikation der komplexen Zahlen z =
r(cos p+ 1 sin ) und w = s(cos P+ i sine)) in ihrer
Z-w trigonometrischen Form liefert

zw = rs(cos ¢ + i sing)(cosp + isine)
w = rs(cos pcos Y — sin psin )+
z i(cos psiny + sin @ cos )
. 2w = rs(eos(p + ¥) + isin(p + 1), (2)

wobei wir in der letzten Gleichung die Additions-
theoreme fiir Sinus und Kosinus ausnutzten.

Der Betrag eines Produkts komplexer Zahlen ist also das Produkt der Betréige, und das
Argument des Produktes ist die Summe der Argumente.

Die geometrische Bedeutung der Multiplikation mit w = r(cos ¢ + i sin ) ist eine Ahnlich-
keitsabbildung der komplexen Ebene auf sich: Zunéchst wird um den Nullpunkt um ¢ gedreht
und dann mit dem Faktor r und Zentrum 0 gestreckt (oder gestaucht).

Analog erhilt man fiir den Quotienten von komplexen Zahlen, falls w # 0,
z .
Z = feoslp — ) + i sin(p — 9). @

Satz 4 (MoirvreEsche Formel) Es sei z = r(cos + ising) eine komplexe Zahl mit dem
Betrag v und dem Argument w. Dann gilt fiir alle ganzen Zahlen n € Z

2" =r"(cos(ny) + 1sin(ny)). (4)

Beweis: (a) Zunichst sei n > 0. Wir beweisen dies durch vollsténdige Induktion iiber n. Fiir
n = 1 gibt es nichts zu zeigen. Angenommen (4) gilt fiir ein festes n. Dann zeigen wir die



Behauptung fiir n + 1. Nach Induktionsvoraussetzung und (2) gilt

2 = 2 2 = 1"(cos(ngp) + 1 sin(ng))r(cos @ + i sing)

— ,r,n-i-l(

cos(ny + ) + i sin(np + ¢)).

Dies beweist die Behauptung.

(b) Nun sei n < 0. Dann ist 2™ = 1/(27™). Wegen 1 = 1(cos 0+ i sin0), (3) und dem Ergebnis
von (a) haben wir

1
== (cos(0 — (—n)p) + isin(0 — (—n)p)) = r"*(cos(ny) + i sin(ny)).
Damit ist der Beweis erbracht. [

Beispiel 2 Bestimme die trigonometrische Form von z = v/3 — 31 und berechne 2.

Wir haben |z| = v/3+9 = 2V/3, cosp = 1/2 und sing = —+/3/2. Daher ist ¢ = —7/3 und
z = 2v/3(cos(—m/3) + sin(—n/3)). Nach der MorvREschen Formel haben wir

2 = (2\/§> ’ (cos (—15%) + isin (—15%)) = 21537/3 (cos(—57) + i sin(—57))
J15 _ 91537, /3.

3 Wurzeln komplexer Zahlen

Es sei z € €C und n € N. Eine komplexe Zahl w heifit n-te Wurzel aus z, falls w™ = z.
Im Gegensatz zu den positiven reellen Zahlen sind die Wurzeln aus komplexen Zahlen nicht
eindeutig bestimmt. Wir werden sehen, dass es genau n verschiedene Wurzeln gibt fiir jedes
z # 0.

Es sei z = r(cos¢ + 1 sinp) gegeben, und w = s(cost + i sin)) sei eine n-te Wurzel aus z.
Nach der Mo1vREschen Formel ist dann w™ = s"(cosny + i sinnt). Ein Vergleich von w”
und z ergibt s™ = r oder s = {/r > 0. Ferner ist ny) = ¢ + 2k, k € Z bzw.

2k
¢:f+—7r, ke Z.
n n

Fir k£ = 0,1,...,n — 1 erhalten wir verschiedene Werte g, %1, ...,%,—1 modulo 27. Wir
fassen dies zusammen.

Satz 5 Es sein € N und z = r(cosp + ising) # 0 eine komplexe Zahl. Dann sind die n

Zahlen o o
Wy = C/F(cosu—i—isinu), k=0,1,...,n—1
n n

genau die n verschiedenen n-ten Wurzeln aus z.

Beispiel 3 Berechne die vierten Wurzeln aus z = —1.



Im
2l =1= |w|=V1=1, argz = p = 180°.
Folglich ist
Y1
v vo =¥ = a5°,
5 Re . 1-360°
V3 _ ¥ ' — 135°
1/}1 4 + 4 35 )
¢ 2-360° .
~-7 =922
2=t — 5,
¢ 3-360° .
~-7 = 315°.
3 R 315

Wir erhalten
o+ ro 1 1
wo = cos 45° + 1 sin 45 25\/54— 15\/5
1 1
wy = cos 135° + i sin 135° = —5\/§+ 15\/5,
1 1
wo = cos 225° + i sin 225° = —5\/5— 15\/5,

1 1
w3 = cos 315° + 1 sin 315° = 5\/5— 15\/5

Geometrische Interpretation der n-ten Wurzeln

Die n-ten Wurzeln von z # 0 bilden ein regulédres n-FEck in der komplexen Ebene. Die Ecken
liegen alle auf einem Kreis um 0 mit dem Radius {/|z|.

Als n-te Finheiswurzeln bezeichnet man die n Losungen der Gleichung z"™ = 1, also die n

Zahlen

2k 2k
wk:cos—ﬂ—i—isin—ﬁ, k=0,1,...,n—1.
n n

Diese Zahlen liegen auf dem Einheitskreis und es ist wg = 1.

FEtwas Geometrie. Ein Kreis mit Radius r um den z!
Punkt zy der Ebene ist die Menge aller z € C mit

|z — 29| = 1.

Eine Gerade durch z; und z, ist die Menge

_ z
{ze@ i Zle]R}.

zZ — 29
Eine Drehung von z um zg um den Winkel ¢ entge- ﬁ
gen dem Uhrzeiger: 2’ —zg = (z—z0)(cos o+ i sin )

20



Aufgaben

Aufgabe 1 Berechne

1 . i 2003
@ (1+1D)2+1)B+1), ) og5Hms  (© (Hﬁ) '

Aufgabe 2 Lose die folgenden Gleichungen:
(a) 22 +2i =0. (b) 22 +3(1+1i)z2+5i =0.
Aufgabe 3 Fiir 27 = 1 berechne man |1 + z|> 4+ |1 — 2|
Aufgabe 4 Es seien 21, ..., 2, komplexe Zahlen. Beweise:
|21+ 204+ + 2| < |z1| 4+ + |2n]-

Aufgabe 5 (a) Berechne den Realteil, den Imaginérteil und den absoluten Betrag der kom-
plexen Zahlen

, L 243i . 5t . . 5m
(1—-7i)(4+31), VL (1-71)7, 5<COS?+1SIH?>.

(b) Bestimme die trigonometrische Form von
—2i, 1-1i, —V3-i.

Aufgabe 6 Welche Teilmengen der komplexen Ebene werden durch die folgenden Unglei-
chungen beschrieben?

(a) |z —1| <3, (b) (z—1i)(z+1i)>1, (c) z+z>—-1.
Aufgabe 7 Benutze die MOIVREsche Formel um
cos(3cr), sin(4a) und  cos(ba)

durch cos a und sin a auszudriicken.
Schreibe cos 18° und sin 202, 5° als Wurzelausdruck.

Aufgabe 8 Fiir welche z € C gilt
(a) 2% +8i =0, (b) 22 +i=0.

Aufgabe 9 Finde den Fehler in der folgenden Rechnung: Es seien a,b € R mit a > b. Dann
gilt

Va—b=+/(-1)(b—a)=vV-1Vb—a
Va b=V TV @ =vIVIVab |-
1=+v-1v-1=i?

1=i2
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