Hausaufgabenserie fiir Klasse 11/12
zur Qualifikation fiir die Teilnahme
an der 3. Stufe der 62. Mathematikolympiade

Vorbemerkungen

Dem Bezirkskomitee Leipzig zur Forderung mathematisch-naturwissenschaftlich begab-
ter und interessierter Schiilerinnen und Schiiler stehen fiir die in den Klassenstufen 9 —
12 sachenweit zentral ausgerichtete 3. Stufe der Mathematikolympiade (MO) maximal 22
Pléatze zur Verfiigung. Die Entscheidung iiber die Zusammensetzung der Leipziger Mann-
schaft fallt auf einem Auswahlseminar auf der Basis der Ergebnisse der 2. Stufe sowie der
Auswahlklausur. Neben der weiteren Qualifizierung unserer Kandidaten soll damit auch
die Vergleichbarkeit und Transparenz im Auswahlverfahren verbessert werden.

Sie haben sich durch Thren Erfolg bei der zweiten Stufe der MO fiir diese Auswahlklausur
qualifiziert, die wihrend des Auswahlseminars am 21. 1. 2023 geschrieben wird.

Zur Vorbereitung auf die Klausur schicken wir Ihnen heute zusammen mit der Einladung
zum Auswahlseminar eine Hausaufgabenserie. Die angegebene Punktzahl entspricht dem
Schwierigkeitsgrad der Aufgabe. Es konnen 30 Punkte erreicht werden. Losungen kénnen
Sie bis zum 11.1.2023 an

Dr. C. Schulze, Kurt-Frolich-Strafle 7, 01219 Dresden

schicken. Alternativ senden Sie pdf-Dateien, nicht groler als 12MB an schulze. christoph@
t-online.de

Die Losungen werden korrigiert und wéahrend des Auswahlseminars mit Musterlosungen
versehen zuriickgegeben.

Die Aufgaben

Aufgabe 1: (6 Punkte)

Wir farben die nicht-negativen ganzen Zahlen mit den Farben rot und blau derart, dass
sich unter einer beliebigen Teilmenge aufeinanderfolgender Zahlen die Anzahlen der roten
und blauen Zahlen um hochstens 2023 unterscheiden.

Man beweise, dass es eine Teilmenge von 2022 aufeinanderfolgenden Zahlen gibt, welche
gleiche viele rote und blaue Zahlen enthélt.



Aufgabe 2: (5 Punkte)

Man bestimme die Menge der Tripel (z,y, z) positiver reeller Zahlen, welche das folgende
Gleichungssystem erfiillen

By + A =yt
x2+y2+22:xyz.

Aufgabe 3: (5 Punkte)

Seien a und b positive ganze Zahlen, welche die folgende Gleichung erfiillen
] = 14|13

Weise nach, dass a oder b eine Quadratzahl ist.

Hinweis: Fiir eine reelle Zahl x ist |x| die grofite ganze Zahl, die kleiner oder gleich z ist.

Aufgabe 4: (7 Punkte)

Man bestimme die groite Zahl n, sodass das folgende Gleichungssystem mit ganzen Zahlen
c,ay,...,a, losbar ist

(c+1)P+ai=(c+2)?+a3="=(c+n)+a’.

Aufgabe 5: (7 Punkte)

Wir betrachten ein Trapez ABCD, welches AB mit Mittelpunkt M als lingere Grundseite
habe. Weiter besitze ABCD einen Inkreis mit Mittelpunkt & der die kiirzere Grundseite
CD in einem Punkt F beriihre. Die Gerade MO schneide C'D in einem Punkt F.

Man beweise, dass |DE| = |CF| genau dann eintritt, wenn |[AB| =2 - |CD|.



